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سا سس 
المترجمين 


ما لاشك فيه أن حاجة مكتبتنا العربية إلى الكتب العلمية القيمة أمر يزداد 
بمرور الزمن وذلك لازدياد عدد الكتب المطبوعة عالميا بشكل هائل . إن أحد الروافد 
الرئيسة في إثراء مكتبتنا هي الترجمة التي كانت إحدى دعائم الحضارة الإسلامية في 
عصورها الزاهرة. فلقد ترجم العرب والمسلمون من لغات مختلفة منها اليونانية وال هندية 
والفارسية » وكان هذه الترحمة الاثر البالغ في نقل ما توصلت إليه تلك الحضارات إلى 
متناول يد القارىء العربي . 


إن ازدياد عدد العرب المتحدثين باللغات الأجنية لا ينقص من أهمية الترجمة 
(طلاقا فلقد وجدنا من واقع خبرتنا في التدريس أن معرفة الطالب باللغة الانجليزية 
ليست كافية لإعطاءه الشعور بالارتياح في تتبع محتوى كتاب مقرر بتلك اللغة . إن واقم 
الشعوب المتقدمة دليل على ذلك. فهناك عدد هائل من الکتب الانجليزية مترجم إلى 
اللغات الروسية واليابانية والصينية وغيرهاء وبالعكس. بالرغم من توفر القراء في 
اللغات الترجم منها. 


إن أسباب اختیارنا لهذا الکتاب «مواضیع في الحبر» للترجمة تعود إلى ما يى : 
© إن الكتاب یعد من الكتب العتمدة في تدريس مادة الجبر في المرحلتين الثالثة 
والرابعة لمتخصصى الرياضيات في كثير من الجامعات الأمريكية وبعض الجامعات ‏ 
لاورويية. ` 


مقدمة الترهین 


إن الكتاب جامع لختلف مواضيع ابر الجرد التي يحتاجها الطالب في دراسته 
احامعية. فالمادة التى يضمها تغطي مالا يقل عن محتوى ثلاثة مقررات هي الزمر 
ابر الخطى . والحلقات والحقول . 

من خلال خيرتنا في تدريس هذا الكتاب وجدنا أن أسلوبه سهل وميسر للطالب. 
حيث إنه يقدم المواضيع الرياضية المجردة بصورة تقربها إلى ذهن الطالب بالاضافة 
إلى توضيح الدوافع التي دعت المؤلف لتقديم تلك المواضيع . 07 

4 حاول المؤلف الابتعاد عن الشكليات وكثرة استعمال الرموز المنطقية التی قد تنفر 
الطالب من الوضوع . ۱ 

يعتير مولف الکتاب EF N. Herstein‏ ساهموا بشکل فعال في تطوير علم ابر من 
خلال أبحاثه العديدة ما انعكس بشکل إيجابي على أسلوب کتابته» هذا بالاضافة 
إلى خبرة المؤلف الطويلة في التدريس في جامعة شیکاغو بالولايات التحدة. 


والآن نورد بعض الملاحظات حول الترحمة : 
لقد ب الرموز الرياضية نفسها الوجودة ق الکتاب الا ما ندن وخاصة الرمز 1 
الذي استبدلناه بالرمز 2 الاکثر شیوعا للدلالة على مجموعة الاعداد الصحيحهة . 
فيا يختص بترحمة الصطلحات حاولنا. قدر الامکان. التمسك با ورد في فائمة 
مکتب تنسیق التعریب فى الرباط والنبثقة من المؤتمر الثالث للتعریب عام ۵۱۹۷۷ . 
كذلك استعنا بمعجم الریاضیات الذي نشرته مؤسسة الکویت للتقدم العلمي عام 
۳ كما اجتهدنا في ترجمة بعض الصطلحات . ولغرض التسهيل على 
القاریء : قمنا بإعداد قائمة بالمصطلحات وضعناها في نپاية هذا الكتاب . 
لقد لاحظنا وجود بعض المفوات المطبعية في النسخة الإنجليزية فقمنا بتصحیحها 
في الترحمة. كا أننا صححنا أخطاء رياضية مثل التي وردت في برهان تمهيدية 
(1-۷-) . 


هذا ونرجو الله العلى القدير أن يجعل في عملنا هذا الفائدة لدارسى الرياضيات 


وغيرهم من المهتمين في هذا الجال وأن يوفقنا حميعا خدمة لغة كتابه الكريم . 
لمترجمان 


تشد اس 
تست السا رة 


لقد واجهت عملية مراجعة كتاب «مواضيع في الجبره. الطبعة الاول. بشىء 
من التخوف . ذلك لأنني كنت على العموم. راضيا عن الطبعة الأولى ول أرد تغييرا 
ها. ومع ذلك فهناك بعض التغييرات التي شعرت بوجوب إجرائها. وهی تغييرات لا 
تؤثر على الأسلوب العام أو المحتوى ولكنها تجعل الكتاب أكثر اكتمالا. إنني أتمنى أن 
أكون قد حققت هذه الغاية في هذه الطبعة . 


إن أكثر التغييرات قد أجريت على فصل نظرية الزمر. فعندما كتبت الطبعة 
الأول ل یکن شائعا آن الطلاب الدارسین للجبر الجرد قد سبق وآأن تعرضوا تلج 
الخطي » وفي الوقت اخاضر نجد أن العکس هو الصحیح. إذ أن الكثير من الطلاب ` 
بل ربما غالبیتهم سبق وآن تعلموا شیثا عن الصفوفات من نوع (2<2) في هذه الرحلة . 
لذا فإنني شعرت بالحرية في استعمال الصفوفات من نوع (22) في الأمثلة والسائل . 
إن الاجزاء التي تعتمد على بعض العرفة في ابر الخطى قد أشير إليها بالرمز # . 


قي الفصل التعلق بالزمر توسعت را فى البند قاض بم‌هنة سیلو 
(10/ز5) ۰ وقمت بإضافة بندین اخرین آحدهما عن الضرب الباشر والاخر عن بنية 


الزمر الابدالية النتهية . 


٤‏ المعالحة السابقة لمرهنة سيلو اقتص نا على تبیان وجود زمرة سيلو الحزئية . ولقّد 
استعملنا في ذلك برهان فيلانت (11/161300) . إن ترافق زمر سيلو الحزئية وعددها كان 


0 


39 مقدمة الطبعة الثانية 


من ضمن سلسلة من التارين و يكن في صلب الکتاب . آما الان فإن جمیع أجزاء 
مبرهنة سيلو تتضمنها مادة الشرح في الکتاب . وبالاضافة إلى البرهان السابق لوجود زمره 
سيلو الحزئية نقدم برهانين اخرين للشىء ذاته . قد يتهمنى البعضص بالافراط ی هذه 
الناحية وقد يكونوا محقين في ذلك . إن حقيقة الأمر هي أن مبرهنة سيلو مهمة وان كل 
برهان يعرض ناحية مختلفة في نظرية الزمر. وأكثر من ذلك أنني معجب بمبرهنة سیلو. 
آما برهان ترافق وعدد زمر سيار آل فائه یستخدم الجموعات الشارکة الزدوجة. 
إن إحدى النتائج الجانبية لهذا العرض هي طريقة لإيجاد زمر سيلو الجزئية في مجموعة 
كبيرة من زمر التناظر. 


في الطبعة الأولى حذفت موضوع الضرب الباشر. وحيث إن المادة سهلت 
ومهمة. في الوقت نفسه. فلقد قمت بسد هذه الثغرة في البند الخاص بالضرب الباشر 
الذی أضفته في هذه الطبعة. وقمت في البند التالي له ببرهان تفريق الزمرة الإبدالية 
المنتهية إلى ضرب مباشر لزمر دورية وكذلك برهان وحدانية اللامتغيرات الصاحبة لهذا 
التفریق . في الحقيقة إن هذا التفريق كان ضمن محتويات الطبعة الأولى وفي نهاية فصل 
فضاءات المتجهات كنتيجة لبناء الفضاءات الحلقية المنتهية التوليد على الحلقات 
الإقليدية . ومع ذلك فإن حالة الزمرة الابدالية المنتهية مهمة في حَدٌ ذاتها وهذا ما يؤكده 
البند الخاص بدراسة هذه الزمر. إن وجود هذا البند في الفصل الخاص بالزمر في بداية 
الکتاب يزيد من احتمال تدريسه . 





إن هناك بندا اخر بكامله أضيف فى نبهاية فصل نظرية الحقول. لقد رأيت أنه 
من الواجب أن يرى الطالب كثيرة حدود معيّنة على حقل معين تكون زمرة جالوا له هي 
زمرة التناظر من الدرجة الخامسةء وبالتالى فإنه لا يمكن التعببر عن جذور كثيرة الحدود 
هذه . باستخدام الحذور التربيعية. التكعيمية . 257 الخ لعناصر من الحقل . ومن أجل 
عمل ذلك أثبتنا أولا مبرهنة تعطى معیارا لكون زمرة جالوا لكثيرة حدود غير ختزلة من 
الدرجة م على حقل الأعداد النسبية» حيث م عدد أولى» هي الزمرة 5. وكتطبيق هلا 
المعيار نحصل على كثيرة حدود من الدرجة 5 على حقل الأعداد التسمة والتى زمره جالوا 
شاهى زمرة التناظر من الدرجة 5 . 


مقدمة الطبعة الثانية ط‌ 


هناك العدید من الاضافات الأخرى . فیوجد أكثر من 150 مسألة جديدة تختلف 
ف درجة صعوبتها. بعض هذه السائل روتينية وحسابية والعدید متا ضعب جدٌا 
وبالإضافة إلى ذلك فهناك بعض اللاحظات البينية التي وضعت في السائل التي يواجه 
فیها القراء صعوبة شديدة للد ادرجنت تعضی الققرات النديدة بیتا اعید کتابة بعقينا 
الا خر في الأماكن التي كانت فیها العبارات غامضة أو وجيزة. 


لقد بینت فیما سبق ما قمت بإضافته . آما الذي لم آضفه فقد سبب لي القرار 
بشأنه ر ة بالغة . فقد فکرت کثرا في إضافة فصل لنظرية الطوائف (الفصائل) 
وبعض الدلالات الابتدائية وكذلك التوسع في دراسة الفضاءات الحلقية . وبعد 
التفکیر ملیا ٤‏ الامر فررت عدم إضافة شىء من ذلك . إن الکتاب کا هو الان حوی 
مواضیع متماسكة لا تمتزج مع الواضیع الجديدة التي فکرت فیها. إنه من المکن مزج 
هذه الواضیع با هو موجود ولکن ذلك يتطلب إعادة كتابة مادة الکتاب بأکملها وتغييرا 
کلیا لفلسفته - وهو شىء آرد فعله . إن جرد (ضافة هذه الادة الجديدة کملحق دون 
تطبیقات وأهداف معروفة یتعارض مع مبدئي الأساسى الذي ينص على أن الادة التي 
أتعرض لشرحها يجب أن تؤدي بي إلى أهداف معينة » ونقاط بارزة ومبرهنات شيقة لذا 
فررت إلغاء المواضيع الا ضافية . 


لقد کتب لي الكثير من القراء حول الطبعة الأولى مشيرين إلى أخطاء مطبعية أو 
مقدمين بعض الاقتراحات لتحسین الکتاب. لذلك فإني آنتهز هذه الناسبة لاتقدم 


إليهم بالشکر على مساعدتهم . 





e‏ ست 
آ لفح ١ے‏ وی 





إن الفكرة من وراء هذا الكتاب» والأكثر من ذلك الرغبة في عمل هذا الكتاب 
نشأت مباشرة من مقرر درسته في السنة الأكاديمية ١96184‏ ۸۱۹۲۰ في جامعة كورنل . 
ولقد كان أكثر طلاب الضف یتکونون من طلاب السنة الثانية المتميزين فى الرياضيات 
في تلك الجامعة . ولقد كانت رغبتي تجربة عرض مادة لهم أكثر من تلك التى تعطى عادة 
للمستويين الأول والمتقدم . 


ولقد كان هد من هذا الكتاب. من حيث المستوى وأسلوب العرض أن يكون 
والآخر احير الحديث لمؤلفه فاندرفيردن . 


لقد حدث تغير ملحوظ في السنوات الأخيرة في تعليم الرياضيات في الجامعات 
الأمريكية وكان هذا التغيير ملحوظا في الصفوف العليا في الجامعة وبداية الدراسات 
العليا. إن المواضيع التي كانت تعتبر قبل سنوات مناسبة للمقررات شبه المتقدمة 
للدراسات العلیا فى الجبر أصبحت الآن تدرس ف أول المقررات فى الجير الجرد. وعلى 
افتراض أن هذا التغيير سيستمر بشكل مكثف في السنوات القليلة القادمة فاٍننی قد 
وضعت في هذا الکتاب. الذي صمم ليكون أول مقدمة في الجبر للطالب. مادة تعتبر 
حتى الآن متقدمة قليلا لتلك المرحلة من الدراسة . 


ل مقدمة الطبعة الأولى 


إنه عادة ما توجد مخاطرة كبيرة عند معالحة أفكار مجردة بصورة مفاجئة وبدون 
أساس كاف من الأمثلة بحيث تجعلها معقولة وطبيعية . ومن أجل تخفيف هذاء حاولت 
سلفا تقديم الدوافع والأفكار اللازمة لتلك الأفكار في أوضاع واقعية. إن أحد الدلائل 
قوة على كفاءة الفهوم المجرد هو ما يفيدنا به ذلك الفهوم وما ينتج في أوضاع مألوفة . 
ولقد بذلت محاولة ی كل فصل . تقريباء لاظهار أهمية النتائج العامة وذلك بتطبيقها في 
مسائل خاصة . فعلى سبيل الثال» عرضت فى الفصل المتعلق بالحلقات مبرهنة المربعين 
لفيرما كنتيجة مباشرة لنظرية الحلقات الاقليدية . 


ولقد تم اختیار الوضوع المطروح للمناقشة لا لأنه أصبح قياسيا لعرضه عند هذا 
المستوى ولا لكونه مها بصورة عامة ولكن بالنظر «لواقعيته» ولهذا السبب قررت حذف 
مبرهنة جوردان ‏ هولدر والتى كان من الممكن تضمينها في النتائج المتعلقة بالزم ورغم 
ذلك. فإنه لتقدير هذه النتيجة في حد ذاتها يتطلب الأمر تصورا كبيرا لنتائج سابقة أو 
لاحقة كا أنه لكي نرى استخدامها بكفاءة فان الأمر يتطلب حيودا كبيرا عن الموضوع . 
صحيح . إنه من الممكن دراسة نظرية بعد فضاء التجهات كإحدى نتائج تلك 
المبرهنة. ولکن. ولأول مر يبدو محتملا أن هذا منطلق متطرف وغير طبیعی لأمر 
أساسى جدا. وبالثل فإنه لا يوجد ذكر الحاصل الضرب الوتر أو الانشاءات المتعلقة 
به . إنه ليوجد متسع من الوقت لدى الطالب لدراسة تلك الأفکار الجردة فیما بعد ومن 
هنا فلم العجلة بتقديمها الآن في هذا الكتاب؟ 


بقيت كلمة حول المسائل التي يوجد عدد كبير منها . إن الطالب المتميز جدا هو 
الذی قد یکون بمکانه حل السائل جمیعها . إن بعض السائل ما هو الا تكملة لبرهان 
معين وَرَدَ أثناء العرض بينم یکون بعضها ليس إلا توضیحا عملیا لبعض النتائج التي 
وردت في الكتاب كا أن بعض المسائل قد قدَّم لا لمجرد حلها بقدر ما هو كيفية البدء 
بحلها. إن قيمة المسألة ليست بمجرد الحصول على حل ها بقدر ما هي في الافکار 
والحاولات الفكرية الق تقود إلى حلها. ولقد ورد بعض المسائل توطئة لمواضيع 
ستع لح فا بعد حيث ال الامل والسبب من وراء ذلك وهذا هو وصع الاساس 


مقدمة الطبعة الأولى مم 


للنظرية التي ستطور في بعد كا إنه يجعل من الأفكار والتعاريف والمناقشة أكثر طبيعية 
عندما تقدم في حينها. هناك مسائل عديدة ستظهر أكثر من مرة كما أن بعض المسائل 
التي تبدو لي لسبب أو لاخر صعبة نوعا ما قد وضع عليها نجمة (كا قد وضع على 
بعضها نجمتان) ومع ذلك فإنه لا يوجد هنا اتفاق بين الرياضيين فمنهم من يرى أن 
المسائل التي يوضع عليها نجمة كان من الفروض ألا يوضع عليها شىء والعكس 


إنني مدين بالشكر لعدد من الأصدقاء وذلك لا فتراحاتهم وتعلیقاتبم وانتقاداتهم 
ماکسویل روزفلخت. كما اس مدین بالشكر لدانيال جورنشتاين وإيرفنج كابلانسكي 
وذلك لنافشاتنا العديدة حول الکتاب من حيث مادنه وآفکاره وقبل کل شىء 3 آشکر 
جوم سيلجان لاقتراحاته الواضحة وملاحظاته حول طريقة العرضص والحتوی ک| آننی 
أشكر فرانسيس مكناري الموظف فى شركة جن وشركاه لتعاونه ومساعدته . وأخيرا أود 
أن آعر عن شکری لمؤسسة جون سايمون جوجنهايم موموريال لإعانتهم المؤلف ٤‏ 
كتابة جزء من هذا الكتاب وذلك عندما كان ٤‏ روما زميلا لؤسسة جوجنهايم : 
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أفكار أولسية 


© نظرية المحموعات © التطبيقات 
© الأعداد الصحيحة 


إن من أحد المعالم المهمة لرياضيات القرن العشرين هو ادراك المشتغلين بها بقوة 
الطريقة التجريدية وقدكان هذا باعثا مهما لنتائج ومسائل جديدة. ومن نم قادنا ذلك إلى 
استكشاف مجالاات جديدة في الرياضيات لم تخطر على بال أحد من قبل . 


ول ينتج عن هذه التطورات رياضيات جديدة فحسب بل نتج عنها أيضا 
وجهات نظر جديدة» وإلى جانب هذا براهين جديدة وبسيطة لنتائج تقليدية صعبة . 
ان اعادة مسالة ما إلى آساسیاتها تظهر لنا الوضع الصحيح ها فالنتائج التي كان يعتقد 
بأنها حالات خاصة منفصلة آصبحت ترتبط مع بعضها البعض من خلال هذه 
الأساسبالة: 


ولا یعتبر موضوع ابر الذي تطور من خلال هذه المفاهيم هو موضوع مستقل 
بذاته» بل إنه يربط بين فروع الرياضيات مثل الهندست نظرية الاعداد» التحليل 
والتوبولوجيا وحتى الرياضيات التطبيقية» كما يعتبر أحد مجالات البحث الحديثة المهمة 


ولقد أعد هذا الكتاب ليكون مدخلاً لهذا الفرع من الرياضيات الذي يدعى 
اليوم بالجير المجرد . إن كلمة «مجرد» هي تعبير ذو صفة شخصية بمعنى أنها تعني عند 


۱ 


۲ مواضيع في اخبر 


انسان ما شیثا محددا بینما تعنی شيا مختلفا عند (نسان آخر . فیما يعاق بالبحوث 
احارية فى الى یکن وصف هذا النشاط بات لیس تجریدیا من وجهة نظر انسان درس 
موضوع التفاضل والتکامل ولکنه يكن أن یوصف باأنه تجريدي جدا من وجهة نظر 
إنسان يرق هذه الادة العلمية لأول مرة . 


مثل الزمر. الحلقات. فضاءات التجهات. واخقول. ویمکن وصف النظام الجبري 
بأنه عبارة عن مجموعة من العناصر مزودة بعملیات تمكننا من ترکیب هذه العناصر . 


وقبل أن نبدأ بدراسة المجموعات من حيث کونها مزودة بعمليات. فان من 
الضروري دراستها مجردة عن هذه العمليات ودراسة بعض الأفكار المتعلقة مها. ومن 
ناحية آخری. سنحتاج إلى بعض العلومات عن مجموعة خاصة هي مجموعة الأعداد 
الصحيحة. إن الغرض من هذا الفصل هو مناقشة موضوع المجموعات ومجموعة 
الأعداد الصحيحة واشتقاق بعض النتائج التي سنحتاج إليها في مناسبات عديدة من 
هذا الكتاب . 


)١- ۱(‏ نظرية المجموعات 
لن نحاول إعطاء تعريف معين للمجموعة (560) ولن نمهد لموضوعات نظرية 
الملجموعات, ولكن بدلا من ذلك سنأخذ النطلق الأولي والعملی. بمعنى أن 
مجموعة ما هي تجمع من الأشياء . في كثير من تطبيقاتنا سنتعامل مع أشياء محددة» والتی 
ستتضح من خلاها الفكرة العامة للمجموعة کشی- معقول تماما. وبالنسبة لأولئك 
الذين يميلون إلى الجانب التجريدي فإننا سنعتبر المجموعة على أنها فكرة أولية لا یمکن 
تعریفها . 


سنبداً ببعض اللاحظات حول الاصطلاحات والرموز. إذا كان لدینا مجموعة 
ما ولتکن 5 » فإننا سنستحدم الرمز ۲ ليعني أن ”2 عنصر من 25 . وبالطريقة 


أفكار أولية ۳ 


نفسها فإن ۲ 4د" يع آن ”3 ليس عنصرا من “5S‏ . يقال عن المجموعة ۸ انا جموعة 
جزئية (]1656ا5) من 5 إذا كان كل عنصر من ۸ هو عنصر من 5 . آي أنه إذا كان 
۳ فان هذا يقتضى أن ”365“ . وسنكتب هذا على الشكل ۸۲5 [وأحيانا 
5-4 ] والتی یمکن أن تقرا ۸ محتواة في 5[أو 5 تحتوي على ۸ ]. ان هذا الرمز لا يعني 
اماد کات کون ۸ تساوی 5 . 


وبهذه المناسبة. ماذا نقصد بتساوي مجموعتین؟ 
إن هذا يعني بالنسبة لنا أن كلا منیا تحتوي عل العناصر نفسها. وبمعنی آخر إن کل 
عنصر في إحدى الجموعتین ينتمي إلى الأخرى والعکس صحیح . وبالتعببر عن ذلك 
بدلالة رمز الاحتواء فان المجموعتين ۸ و 8 تکونان متساویتین ونکتب 8 = ه إذا كانت 
8ه و 8٤-4‏ . إن الطريقة الثل لبرهان تساوى مجموعتين والتى سنطلبها أحيانا هی 
برهان أن علاقتی الاحتواء التعاکستین محققة لكل من الجموعتین. ۱ 


يقال عن الجموعه الحزئية ۸ من 5 نها محموعة جزئية فعلية (Proper Subset)‏ 
من 5 إذا كانت ۸25 ولکن 5 + ۸ (آی أن ۸ لا تساوی 5). إن المجموعة 
العدومة (۱۱:60() هى تلك الجموعة التى لا تحتوى على أى عنصر. وهی مجموعة 
جزئية في أية موف وغالبا تیف مجموعة بأنها معدومة بقولنا اب خالية 
(إامم8) . وأخيرا ملاحظة رمزية بحتة هی أنه إذا كانت 5 مجموعة فإن الرمز 
۸ حیث ((۳)۵ | 5 )= ۸ يعنى " مجموعة العناصر من 5 التى محقق الخاصة ۴“ . 


فعلى سبیل الثال : 

إذا كانت 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة وکانت ۸ مجموعة جزئية من الأعداد 
الصحيحة الموجبة فإنه يمكننا وصف ۸ على الصيغة (0 < |5 26  -)‏ . 
ومثال اخر 

هو أنه إذا كانت 5 هی المجموعة التى تتكون من (1(,)2(,......)10) فإنه يمكن 
وصف المجموعة الحزئية ۸ التى تتكون من (1(,)4(,)7(,)10) على النحو التالي : 


A=({((i)€S|li=3n+1,n=0,1,2,3,} 


1 مواضيع في ابر 


إذا كان لدينا مجموعتان فإن باستطاعتنا ترکیبهیا لكي نحصل على مجموعات 
جديدة. إنه لا يوجد أية خصوصية لاختيار العدد اثنين إذ أنه باستطاعتنا اتخاذ هذا 
الإجراء لاي عدد من المجموعات. سواء أكان هذا العدد منتهیا أم غير منته . إن سبب 
اختيارنا لمجموعتين يعود إلى أنه يوضح لنا البنية العامة دون أن نشغل القارىء 
بصعوبات ترميزية لا داعي شا 


5-5 


تعر يف 
ان اعاد (Unton)‏ المجموعتين A‏ و ویکتب A JB‏ هو جموعه العناصر 
۱ بحیث تنتمي * إلى آوتنتمي « الی۸(8 ۶ ار 68 ۶) . 


بقى أن نعلم استخدام الحرف «أو» في اللغة العامة. فعندما نقول إن شيعا ما أو 
اخر فإننا نعنى أنه واحد منهیا وليس كليهماء ولكن الأمر من الناحية الرياضية حتلف 
تماما وخاصة عندما نتكلم عن نظرية المجموعات. لأنه عندما نقول إن العنصر ×ينتمي 
إلى المجموعة ۸ أو إلى المجموعة 8 فإننا نعنى أن × هو على الأقل أحد عناصر ۸ 
أو 8 ومن الممكن أن يكون في کلیه| معا. 


لنری الا ن بعض الامثلة عل احاد مجموعين. 
انه لأية حموعة ۸ یکون ۸۱۸-۸ . 
وف الحقيقة. عندما تکون 8 مجموعة جزئية من ۸ فان ۸۱3-۸ . 

وإذا كانت ۸ هي المجموعة (ر×, ر×, ) [أي أن ۸ هی المجموعة 
التى عناص ها ۱ :]۰ وکانت 8 هی الجموعة (,۲, ,۲+ ,۲) فان : 

AUB= {Xx ,X,,X; JY 5 

وإذا كانت ۸ هي مجموعة الناس ذوي الشعر الاشقر و8 هی مجموعة الناس المدخنين 
فان ۸۱۵2 تتكون من الناس ذوی الشعر الأشقر أو الدخنین أو كليهما وبإمكاننا توضيح 
احاد الجموعتین ۸ و 8 بالرسم الا ی : 





أفكار أولية 3 


هنا ۸ هي الدائرة التى على اليسار و8 هي الداثرة التي على اليمين ولاه هو الجزء 
المظلل . 
۳ 

ان نقاطع )Intersection(‏ ا مجموعتين ۸ و8 ويكتب 8 ١‏ ۸ هو المجموعة 
(€68× ,۱۸ ) وهی مجموعة العناصر التي تنتمي ی ۸ و 8ف الوفت نفسه . 


سنوضح تقاطع مجموعتين ودلك باستخدام الجموعات الى وردت في توضیح 
انه لأية محموعة ۸ یکون ۸۲۱۸۸ . 
و ادا کانت (به برد ,<) < ۸و ل - 8 فان )0( < ۸0۱۳ . هذا على افتراضص 
أن لاع ,× حيث 1=1,2,3و 1,2=ز . 


وإذا كانت ۸ هي مجموعة الناس ذوي الشعر الأشقر و8 هي مجموعة الناس 
الدخنین فان 408 هی مجموعة الناس ذوي الشعر الأشقر والذين یدخنون في الوقت 
نفسه وبإمكاننا توضيح ۸۱8 كما في الشكل الا تي : 





۸ هی الدائرة التى على اليسار و8 هى الدائرة الى على اليمين و0178 هو الخزء المظلل . 


يقال عن مجموعتين نبا منفصلتان إذا كان تقاطعها خالیا. أي. الجموعة 
المعدومة. فمثلا. إذا كانت ۸ هی مجموعة الأعداد الموجبة و8 هی مجموعة الأعداد 
السالبة فإن ۸ و8 منفصلتان» ومع ذلك. لاحظ أنه إذا كانت © هي مجموعة الأعداد 
غير السالبة و1 هی مجموعة الأعداد غير الموجبة فان © و٥‏ غير منفصلتين لأن تقاطعهم| 
يحتوى على العدد الصحيح «صفره . وبالتالي فإنه غير خال . 


۹ مواضيع في ابر 


وقبل أن نعمم فکرة الاتحاد والتقاطم إلى اکق من جموعتين سنرهن قضية 
صعه تر بط بان التقاطع والا اد . وهده هي أولى النتائح التي يمحن برهانپا» والی 
سنترك بقیتها کمسائل عند نهاية هذا البند . 


قضية 
لأي ثلاث جموعات ٤,8,4‏ يكون 
AN(BUC) = (ANB) U (ANC)‏ 
البرهان 


إن البرهان یتکون من إثبات علاقتی الاحتواء التعاکستین 

, (ANB) U (ANC) CAN (BUC) 

An (BUC) C (ANB) U (ANC) 
يكت أولا أث:‎ 

(ANB) U (ANC) CAN (BUC) 
(ANB) CAN (BUC) فإن من الواضح أن‎ 8 C)8٥( لم كان‎ 
وبطريقة مماثلة نجد أن‎ 

ANC CAN (BUC) 
ولذلك يكون‎ 
(ANB) U (ANC) CAN (BUC) UAN (BUC) = AN (BUC) 

وبالنسسة للا تجاه الآخر نفرض أن ( A۸) BC‏ 6 × عندئذ B UC „x € A‏ € × ومن ثم 
فان 8 € × أو © € × . 


فلنفرض أن 8 © » عندئذ لا كان ۸ × و8 © »فان ۸8 ۸ ) »× . أما إذا 
كان ٤‏ © » فان ) ۲۱ ۸ © و هکذا وفى أى من الا جال نصد آن 
۲۱6 ش) !۱ (۳ ۲۱ ۸۵ © ۶ 


أفكار أولية ۷ 


ولذلك نجد أن : 
AN(BUCJC(ANB) U(AUC)‏ 
ومن علافتي الاحتواء التعاکستین نحصل على المساواة المطلوبة في القضية . 


تستانف الآن دراسة الجموعات وذلك لتعميم فكرة الاتحاد والتقاطع لأي عدد 
من الجموعات . ولنفرض أن ۲ مجموعة. نقول إن هی مجموعة الدليل لعائلة 
المجموعات (. ) = ۴ إذا كان أي 7 > » يوجد مجموعة ,۸ في العائلة ۴ . إن مجموعة 
الدليل قد تكون منتهية أو غير منتهية. وغالبا ما سنأخذ ۲ لتكون مجموعة الأعداد 
الصحيحة غير السالبة . ومع ذلك. يمكن أن تكون 7 أي مجموعة غير خالية . 


نعنی باتحاد المج وعات ,۸ حيث ۲ > » المجموعة التي تتكون من جميع 
العناصر × حيث ,۸ > ×على الاقل لعنصر ما » في 1 . وسنرمز هذه الجموعة بالرمز 
هر لا 


6 


ی نعي بتقاطع الحموعات ۸ حيث1 عن المجموعة الي تتکون هن . 
العناصر × حيك ,۸ ع » لكل1 ع نكما سنرمز هده المجموعة بالرمز TEA,‏ 
aT ۱‏ 


يقال عن الجموعات ,۸ نبا منفصلة تبادلیا (اجزمزمنة لام إذا كان 
لكل » و 8و ۰76 فان الجموعة و4 0 ,۸ هي الجموعة العدومة . فمثلا إذا كانت 5 
هی مجموعة الاعداد الحقيقية وکانت ۲ هی مجموعة الاعداد النسبية و,۸هی 
الس (»<»«|5»<) حيث ۰6۲ فان من السهل إثبات أن 5 - ,هلا . بينا ۸ 6 


: 26 
هی الجموعة العدومة كذلك فان الجموعات ۸ ليست منفصلة تبادلیا [یترله 
إثبات ذلك كله للقاریء] . 
تعر يف 


إذا كانت ۸ و 8 جموعتين فان جموعة الفرق A-B (Difference set)‏ هی 


المجموعة (8 ۲6۸۲۷ ويمكن أن نمثل 4-8 بالشكل : 





حيث ۸ هي الدائرة الیسری وظ هي الدائرة اليمنى والجزء المظلل يمثل ۸-8 . ويجب 
أن نلاحظ أنه لأية يجموعة 8 فان الجموعة ۸ مشق العلاقة 
(۸-8) با (۸=)۸۸8 [أثبت دلك]. وزيادة على ذلك فان (۸-8) 80١‏ هي انس 
اة | 


وحالة خاصة ذات أهمية لمجموعة فرق مجموعتين هي عندما تكون إحدى 
المجموعتين مجموعة جزئية من الأخرى ففى هذه الحالة عندما تكون 8۸ فإننا 
نطلق على 8-8 متممة ٤ B (Complement)‏ 2 . 


نتطرق الآن إلى إنشاء مجموعة جديدة من المجموعتين ۸ و 8 . هذه 
الجموعتء هی ما يطلق عليها الضرب الديكارتي (Cartesian Product)‏ 
للمجموعتين ۸ و 8 ويرمز ها بالرمز ۸×8 ۰ وتعرف بأنها مجموعة الأزواج المرتبة 
(مبه) حيث 26۸ و 968 . يقال إن الزوجين (,8,,6) » (رط ,رة) متساويان إذا وفقط 
إذا كان به = ,ةو رط = رط . 


ملاحظات على الضرب الديكارتي 

© اذا كان لدينا المجموعتان ۸ و 8 فإنه يمكننا إنشاء المجموعتين ۸×8 و 8×4 منها . 
إن هاتين المجموعتين مختلفتان ومع ذلك يمكن للقارىء أن یری آنا قريبتا 
الصلة ببعضها. 

© إذا كان لدينا المجموعات ۸ و 8 و0 فإننا نستطيع تكوين عدة حواصل صرب 
ديكارتية فا ومنبا على سبيل المثال المجموعة <۸. حيث 12-80 والمجموعة 
EXC‏ » حيث ۳-۸8 كذلك المجموعة المكونة من الثلاثيات المرتبة (2,0,0) 


آفکار أولية ۹ 


حيث 26۸ و 68ط و )»نه . اننا لانزال نری تقارب هذه الجموعات الثلاث من 
بعضها البعض . إننا بالطبع نستطیع الاستمرار بهذه الطريقة لتکوین جموعات جديدة 
مع أكثر من ثلاث مجموعات. ولکی نری العلاقة الوثيقة بين هذه الجموعات 
علینا أن ننتظر قليلا إلى البند القادم حيث نناقش هناك موضوع التقابلات . 

© إذا كان لدینا مجموعة دلیل 7 فان باستطاعتنا تعریف الضرب الدیکاری 
للمجم‌وعات ,۸ حيث » متیر في 7 . وحیث إننا لن نحتاج إلى هذا الضرب 
بصورة عامة» لذا فاننا لن نعرفه . 

© وأخيرا لنعتبر الضرب الديكارتي للمجموعة ۸ مع نفسها أي ۸×۸ . نلاحظ 
هنا أنه إذا كانت ۸ مجموعة منتهية: تحتوی على ١‏ من العناصر فان ۸×۸4 مجموعة 
منتهية محتوي على ”من العناصر. 


إن جحموعه العناصر (2,2) في ۸×۸ يطلق عليها قطر (002۱ع۵:) ۸×۸. 
يقال إن الجموعه الحزئية ۸ من ۸×۸ سب علاقة تكافؤ (Equivalence relation)‏ 
على ادا كان : 

61-۱ (2,2) لكل 26۸ . 

1-۲ € (,2) یقتضی أن 18 € (0,۵) . 

. )2:6( € R ادا كان ۲ € 5 و (2:۳) فان‎  * 


© وعوضا عن التحدث عن مجموعات جزئية من ۸*۸ فان بإمكاننا التحدث عن 
علاقة ثنائية على المجموعة ۸ نفسها معرفين هذه العلاقة كا يلى: يقال إن للعنصر 
۵ علاقة بالعنصر ‏ إذا كان ۸ > (8,6) . إن بالامکان ترحمة اراس الثلاث السابقة 
للمجموعة الجزئية ۸ إلى الخواص الثلاث في التعريف الآتي . 


قي 


تعريف 
يقال إن العلاقة الثنائية - على ا مجموعة ۸ هی علاقة تكافؤ على 4 إذا تحققت 
الشم وط الا تة لكل »,2,9 في ۸ 


۳ مواضيع في الجر 


2-8-١ 

۲ - إذا كان ا-2 فان و-و. 

۳ - ادا كان طا-ووع-9 فان ع-ثق. 
ویطلق على الخاصة الأول الانعکاسية (126016*:۷:۷) والثانية التناظر (رااأءص"صرS؟)‏ 
والثالثه التعدی (1۲۵06101۷10۷). 


إن مفهوم علاقة التکافو له آهمية کبری كا أنه يلعب دورا بارزا في جميع فروع 


لا 

لنفرض أن 5 هی أية مجموعة. عندئذ نعرف ۸-9 لكل ,2 في 5 إذا وفقط إذا 
كان 0-0 إن من الواضح أن هذه هي علاقة تكافؤعلى 5. في الحقيقة إن علاقة التكافؤ 
هذه ليست إلا تعمیما للتساوی وذلك قياسا على خاصة معينة . 


مثال (۱ ۱ ۲) 

لنفرضص آن 5 هی مموعه الأعداد الصحيحة وأن 8,565 عندئذ نعرف 2-6 إذا 
كان 2-9 عددا زوحيا. en‏ الآن من أن هذه هى علاقة تكافؤ على 5. 
۱- با أن العدد 2-2-0 هو عدد زوجی لذا فان ۳۷۳ 
۲ - ادا كان 2-6 فان 2-0 عدد این » وعندئد (6-ة)--جه0] هو عدد زوجى أيضا 
ولدلك فان 9-2. ۱ 
۳ ادا كان 6-خ و ع-6 فان کد من ۲+ و عط عدد زوجي ۰ وبالتالي فان 
(-) +(2-0)<ع-ه هو عدد زوجي أيضا ما يثبت أن ع--2. 


تال (۱ ۱۰ ۳۰ 

ین 5 5 هی محموعه الأعداد الصحيحة وأن 1< عدد صحيح ولنعرف 
لكل 3,565 العلاقة اه ذا كان 0-ه مضاعف للعدد .١‏ عندئذ تکون العلاقة - هي 
علاقة تكافؤ على 5 وسنترك إثباتها تمرينا للقاریء . 


أفكار أولية ١١‏ 


قال زب ا 

نفرض أن 5 هي مجموعة الثلشات في الستوی. عندئذ إن مثلثين في هذه 
المجموعة متكافئان إذا كانا متشابهين . [بمعنى أن زواياهما المتقابلة متساوية] عندئذ' 
إن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ على 5. 


مثال (۵-۱-۱) 

لتفرض أن 5 هی عموعة النقاط فى الستوی. عندئذ نعرف تكافق النقطتین 
۵ ذا کانا على مسافة متساوية من نقطة الاصل . إنه من الواضح أن هذه هي علاقة 
تكافؤ على 5. وكل| تقدمنا في هذا الکتاب سنواجه أمثلة كثيرة من علاقات التکافو. 
تعریف 

إذا كانت ۸ جموعة و - علاقة تکافو على ۸ » عندئد نعرف فصل (صنف) 
التكافؤٌ (Equivalence class)‏ للعنصر هل ۸ بانه الجموعة ۸/۵ ) وس نرمز له 
بالرمز (1)aء.‏ 


الآن ما هي فصول التكافؤ في الأمثلة التي ناقشناها؟ 

© فى المثال (۱-۱-۱) يتكون فصل التكافو للعنصر * مر العنصر ‏ نفسه فقط . 

© في المثال (۲-۱-۱) يتكون فصل التكافؤ للعنصر ه من جميع الأعداد الصحيحة من 
الصيغة 20+ حيث ....2+,2-0,21 وف هذا المثال يوجد فصلا تكافؤ حتلفان 
ها (100 و (0۱)1. 

© في الثال (۳-۱-۱) یتکون فصل التكافؤ للعنصر ه من جميع الاعداد الصحيحة من 
الصيغة 2+10 حيث ....2+,1,+,0-! » كما أن عدد فصول التکافو المختلفة هو 0 
وهي (5-1)كء...,(1)1ء,(0)ك. 

٤ 0‏ المثال )0-١-١(‏ يتكون فصل التكافؤ للعنصر 2 من مجموعة النقاط ٤‏ المستوى 
التي تقع على دائرة مركزها نقطة الأصل ور بالنقطة 8. 


١‏ مواضيع في الجبر 


على الرغم من أننا أوردنا تعاريف قليلة وكذلك بعض الفاهیم وبرهنا قضية 
بسيطة فإنه يمكن القول بدون مبالغة إنه حتى هذا الحد لم نيرهن أية نتيجة آساسية 
ونحن الآن على وشك إثبات أول نتيجة جوهرية فى هذا الكتاب . إن إثبات هذه المرهنة 
ليس صعباء بل على العكس من ذلك بسيط جداء ولكن رغم ذلك كله فإن النتيجة 
التى تتضمنهاء من وجهة نظرناء سيكون ها استخدام كثير. 


ميرهئة (۱ ۱۰ -۱) 

إن فصول التكافؤ الختلفة لعلاقة التكافوٌ العرفة على الجموعة ۸ تفرفها إلى 
احاد جموعات جزئية منفصلة عن بعضها البعض ومن ناحية آخری إذا آمکن كتابة 
الجموعة ۸ على هيئة احاد جموعات جزئية منفصلة وغير خالية » فإنه یمکننا تعریف 
علاقة تكافؤٌ على الجموعة ۸ بحيث تکون هذه الجموعات ا جزئية هى فصول التكافؤ 


الرهان 

لنفرض أن علاقة التكافؤ العرفة على ۸ هى - . نلاحظ أولا أنه لأي عنصر 
۾ في ۸ يكون هه وعليه فان ()1ء > وبالتالي فان احاد جميع فصول التكافؤ 
هو ۸ . فإذا كان لدينا فصلا تكافؤ فإننا نجزم نها إما متساويان أو منفصلان . ولإثبات 
ذلك نفرض أن (1)4ء و (ط)اء غير منفصلين. عندئذ يوجد عنصر ‏ بحيث 
يكون (1)3(061)6كء ×٤‏ . ولا كان (a)اء‏ €× » فاننا نجد أن -3 » وأيضا لما كان 
(ا)اء.»× فإننا نجد أيضا أن -ط . واستنادا إلى خاصة التناظر نجد أن ۶-0« وبالتالى 
فان × و6-< ووفقا لخاصة التعدی نجد أن 2-0 . 


لنفرض الآن أن (ط)اء ۷6 أي أن. رط » ومن العلاقتین ۰-۷ 2-0 نستنتج 
أن ره آی أن (2)اء ٤ر‏ . وبالتالى فان كل عنصر في (0)© ينتمى إلى (1)3© ما یثبت 
أن(2)اءء cl(b)‏ . وبمناقشة مشامهة ينم اسات أن (ط)اءc cl(ajC‏ ¢ ومن ذلك ستنتج 
أن (ط)ك = رزهو)كء . 


ومپد| نکون قد بینا آن فصول التكافؤ المختلفة منفصلة عن بعضها البعض وأن 
احادها هو المجموعة ۸ . وهذا یثبت الحزء الأول من المرهنة . 


ولبرهان الاتجاه الآخر. لنفرض أن ۾ ۸-۱1۸ حيث الجموعات ,۸ منفصلة عن 
بعضها البعض وغير خالية [لاحظ أن 0 عنصر في مجموعة دليل ما] . إن السؤال الذی 
یطرح نفسه هو كيف نستخدم هذا لتعریف علاقة تکافر؟ 


إن الجواب على ذلك واضح هو أنه إذا كان ه عنصرا من 4 فإنه ينتمي تماما إلى 
واحدة من المجموعات الحزئية ,4 » ومن أجل العنصرين ۳,۵ في ۸ نعرف 8-0 إذا 
كان 9,8 ينتميان إلى المجموعة الجزئية نفسها ,۸ . سنترك التحقق من أن هذه هی علاقة 
تكافؤ على ۸ وأن فصول التكافؤ المختلفة هي المجموعات ,۸ كتمرين للقارىء . 


مسائل 
١‏ - (ا) إذا كانت ۸ مجموعة جزئية من 8 و8 مجموعة جزئية من © فأثبت أن ۸ 
مجموعة جزئية من © . 
(ب) إذا كانت 92۸ فاثبت أن ۸۱-۸ وأن العكس صحيح . 
(ج) إذا كانت 9-۸ فاثبت أنه لأية مجموعة © یکون 8006۸۲7 
وأن BUCCAUC‏ . 


۲ - )ا( أثبت أن ۸0880۸ وأن BUA=AUB‏ . 
(ب) أثبت أن ۸600 (ANB)NC‏ 


AU (BNC) = (AUB) ^ (AUC) برهن على أن‎ - ۳ 


٤‏ - إذا رمزنا لمتممة المجموعة الحزئية © من المجموعة 5 بالرمز “© فأثبت قانونی دی 
مورجان (۲:۱۷۵۲۵۵۱۵۷5) الاتبن وذلك للمجموعتين الحزئيتين 8,۸ في 5 : 


١‏ مواضيع في اخبر 


(ANB) '= ۸8 )1١١ 
(AUB)' 2 8۲ (ب)‎ 


۵ - إذا رمزنا إلى عدد عناصر الجموعة النتهية © بالرمز (©)0 وإذا فرضنا أن ۸ 
و 8 مجموعتان منتهیتان» فعندئذ آثبت أن : 
0(AUB) = 0(A) + 0)8( -0(ANB)‏ 


5 - أثبت أنه إذا كانت ۸ مجموعة منتهية» عدد عناصرها « فان عدد المجموعات 
ا لحزئية في ۸ هو "2 . 


۷ - توضح عملية مسح أن *57/ من الأمريكيين يحبون الحبن بين| ۲ ۷/ منهم يحبون 
التفاح. ماذا نستطيع أن نقول عن النسبة المئوية من الأمريكيين الذين يحبون 
الحبن والتفاح في الوقت نفسه؟ (إن الاحصائية الواردة لا تعنى الاحصائية 
الدقيقة) . 


۸ - يعرف الفرق التناظر 2 )Symmetric Difference)‏ للمجموعتين ۸ و 8 
بأنه (-8) لا (4-8) أثبت أن الفرق التناظری للمجموعتين ۸ و 8 
يساوي (AUB) -(ANB)‏ . 


. 5 لنفرض أن 5 مجموعة و '5 هي مجموعة المجموعات الحزئية المختلفة من‎ - ٩ 
: ولنعرف الجمع والضرب في "5كا يلي‎ 
: إذا كانت "4,865 (تذكر أن ۸,ظ مجموعتان جزئیتان في 5 ) فان‎ 
«A+B = (A-B) U (B- A) 
A.B = ANB 
: برهن القوانين الآتية التى تحكم هاتين العمليتين‎ 


) ع 0 + ز8 + مم‎ ۵ + )8 + 0( )١( 


١ 


(ب) 
(ج) 
رد ) 
(ه) 


أفكار أولية 


A.(B + C) = A.B + A.C 
A.A = A 


له + ۸ هی المجموعة المعدومة . 
إذا كان © + B = A‏ + ى فان © = 8 , 


(إن النظام الموصوف باشواص السابقة هو مثال لما يدعى بالجير البوليني 
(Boolean Algebra)‏ ) . ۱ 


بين أيا من العلاقات الآتية هي علاقة تكافؤ على 5 


(1) 


(ب) 


(ج) 


رد) 
زهي 


ك2 


زپ 


5 هي مجموعة سکان العالم والعلاقة هي أن 5 --3 ذا كان لما الجد الأعلى 
نفسه . 

5 هي مجموعة سکان العام والعلاقة هي أن ط ~ ه إذا كان a‏ یسکن على 
بعد ۱۰۰ ميل من < . 

5 هي مجموعة سکان العام والعلاقة هي أن ط - 2 إذا كان لما الأب 
5هى مجموعة الأعداد الحقيقية والعلاقة هی أن 2-5 إذا كان + <2 . 
5هى مجموعة الأعداد الصحيحة والعلاقة هي أن ط - 3 إذا تحققت كل 
بو GA‏ »جاور ون 

٩‏ هی مجموعة المخطوط المستقيمة في المستوى والعلاقة هی أن ط - ۵ إذا 
كان ه يوازي « ۱ 


تنص الخاصتان الثانية والثاللة من خواص علاقة التکافو على أنه |ذا 
كان اه فان 9-2 وإذا كان احووع-9 فان ع-خ . الآن ما هو الخطأ فِ 
البرهان الاتي لاثبات أن الخاصتين الثانية والثالثة تؤديان إلى الخاصة 
الأولى؟ لنفرض أن ا-~ه » عندئذ ه-ط واستنادا إلى الخاصة الثالثة 
(مفترضين أن =4 ) نجد أن 4ھ . 

هل يمكنك اقتراح بديل للخاصة الأولى والذي سيضمن لنا أن الخاصتين 
الثانية والثالثة تقتضيان فعلا الخاصة الأولى؟ 


5 مواضيع في احبر 


۲- في المثال (۳-۱-۱) من أمثلة علاقات التكافؤ أثبت أن تلك العلاقة هی علاقة 
تكافق كي آن عدد فصول التكافؤ الختلفه هو 1 وهی cl(1),...., cl(n-1)‏ (61)0 


۳- أكمل برهان الجزء الثاني من مبرهنة .)١-١-١(‏ 


١(‏ -۲) التطبيقات 
نحن الآن على وشك إدخال مفهوم التطبيق من مجموعة إلى أخرى ويمكن 
القول» بدون أية مبالغة» إن هذا اله م٠‏ أهم المفاهيم المستخدمة فى خیم في 
ی ا اجا ی بسب ع وو اوی اا کے 
للرياضيات . فعندما كان يطلب منا رسم العلاقة 2«-ئا . كان ببساطة يطلب أن ندرس 
التطبيق الذي ينقل كل عدد حقيقى إلى مربعه . 


نتعبير غير دقيق + یمکننا القول بان التطبيق من جموعة 5 ال جموعة ارق 
۲ هو قاعدة ‏ مها كان يعنى ذلك تربط كل عنصر من 5 بعنصر وحيد امن 1 . 


سنعرف التطبيق بطريقة أكثر دقة ومنبجية والغرض من ذلك هو السیاح لنا 
بالتفكير والحديث على ضوء الشروط السابقة. إنه يمكن اعتبار التطبيق على أنه قاعدة 
أو طريقة أو الة تنقلنا من محموعة إلى أخرى. . 


دعنا نمهد قلیلا للتعريف الذي سنورده. إن وجهة النظر الق ستتبناها هي 
اعتبار التطبیق معرف «برسمه» . وسنوضح هذا الثال المألوف (*-) معرفا على مجموعة 
الأعداد الحقيقية والذی یاحذ قيمه في 5 . ومن أجل 5 تكون 525 هي جموعة جميع 
النقاط (3,5) التى يمكن أن نعتبرها على أنها المستوى. حيث يقابل الزوج (2,0) النقطة 
التى إحداثياتها 0.2 على الترتيب . في هذا المستوى سنختار جميع النقاط التي إحداثياتها 
من الشكل (×,×) وسنطلق على هذه المجموعة رسم العلاقة ۷ . 


افکار أولية ۱۷ 


ویمکن تثيل هذه الجموعة بالرسم كا ی : 





ولکی نحدد قيمة التطبیق أو الدالة عند النقطه ه = × ننظر في الرسم إلى النقطة 
التي إحداثيها الأول هوه . ونقراً الاحدائی الثانی على أنه قيمة الدالة عند النقطة 2-». 


إن هذا هو النطلق الذي سنستخدمه في الحالة العامة لتعريف التطبيق من 
مجموعة إلى أخرى . 

ادا كانت 1,5 جموعتین غر خالیتین » فان التطبيق (200108:) من 5 إلى 7 عبارة 
عن جموعة جزئية 1 من 5×1 » بحيث يقابل كل عنصر 565 عنصرا وحيدا ۲ في 
1» بحيث ينتمي الزوج ا مرتب (5,1) إلى 1۸ . 


إن هذا التعريف يجعل مفهوم التطبيق أكثر دقة بالنسبة لنا. ورغم ذلك فإننا لن 
نستخدمه في صيغته هذه. وعوضا عن ذلك نفضل اعتبار التطبيق كقاعدة تربط أى 
عنصر و في 5 بعنصر ما فى 1 . هذه القاعدة تربط - أو تقرن ‏ العنصر ني 5 
بالعنصر ۲ في ۲ (إذا وفقط) إذا كان (5,6) عنصرا في ۸ . وعندها نقول إن ؛ هو صورة 
العنصر ء تحت تأثير هذا التطبيق . 


۱ 5 5 ۶ ۱ 
الان نعبر عا سبق باستخدام الرموز. لیکن » هو التطبیق من 5 إلى 1 ؛ ومن 
وقت لآخر سنکتب ذلك بالشکل +5:ه أو 7ج . وإذا كانت هى صورة : تحت 


۸ مواضيع في الجر 


تأثير ه فاننا سنکتب ذلك أحيانا على الشکل 6+::» ونی أغلب الأحیان سنکتبه على 
الصيغة 6:-؛ . لاحظ هنا أننا کتبنا التطبیق ه على الیمین. ولکنه لا يوجد اتفاق عام 
على كتابة التطبیق فكثير من المؤلفين یکتبه على الشکل (6-<1 . وغالبا ما یکتب 
الجبريون التطبیق على اليمين بینا یکتبه کثبر من الریاضیین الا خرین على الیسار. وف 
الواقع» سوف لا نلزم آنفسنا بذلك مطلقا. ولکن عندما نريد التأكيد على الطبيعة 
الدالية للتطبیق © فإننا سنکتبه على الشکل (1-0)5 . 


أمثلة على التطبيقات 
سنفترض في جميع الأمثلة الآتية أن المجموعات غير خالية . 


مثال (۱-۲-۱) 
لنفرض أن 5 أى جموعة ولنعرف 5ج5: بالماعلة ٩-5‏ لأى عنصر 5 في 
5 . يطلق على هذا التطبيق ١‏ بالتطبيق المحايد )ldentity mapping)‏ على 5 . 


مثال (۲-۲-۱) 
إذا كانت 1,5 أى مجموعتين وکانآ>,؛ . ولنعرف ۲:5۲ بالقاعدة واجه:۲ لكل 
وق 5 . 


مثال (۲-۲-۱) 

لنفرض أن 5 هی حموعة الأعداد النسبية. وآن .۲-77 حيث 7 هی مجموعة 
الأعداد الس ا ادا كان 5 هو أي عدد نسبي فان بامکاننا عرب على 
الصبغة ْو حيث لا يوجد عامل مشترك بين العددين و2 . لنعرف 1:51 


ی يل : sST=(m,n)‏ . 


مثال (4-۲-۱) 
لنفرض أن 7 هی مجموعة الأعداد الصحيحة وأن : 
S={(mnN 6 2,۷ 2|2320(‏ 


ولنفرضص آن ۲" هي عم وعه الأعداد النسبة ولنعرف ] :۲ بالقاعدة 
(m,n) ۲ >‏ « لكل 5 (m,n)‏ . 


IT 

n 
)۵-۲-۱( مثال‎ 

لنفرض أن Z‏ هی مجموعة الأعداد الصحيحة وأن 7 × 7 = 5 ولنعرف 2+-5:+ 


بالقاعدة و + ۵ = ۲ (m,n)‏ . 


لاحظ أنه في الشال (۵-۲-۱) یمکن اعتبار الجمع في 2 على أنه تطبیق من 
2 إلى 2 . |ذا کانت 5 مجموعة ما فانشا نسمی التطبیق من 8:8 إلى 5 عملة 
ثنائية )Binary operation)‏ على 5 . فإذا كان لدينا مثل هذا التطبيق 58-5 + زان 
باستطاعتنا استخدامه لتعريف «الضرب» + على 5 وذلك بكتابة ع-6+ة إذا كان 
© > ۲ (طرة) . 


مثال (۲-۲-۱) 

لتمفرض أن 1,5 أى جموعتين ولنعرف 5«-]<۲:9 بالقاعدة ۵ = > (ط,4) لأى 
عنصر 5×1 > (۵,0) . إن هذا التطبيق يدعى بإسقاط (0000عز:۳) ×$ على 5 . 
وبطريقة مائلة يمكن تعريف إسقاط ۹*۲ على 1 . 


مثال (۷-۲-۱) 
لنفرض أن ٩‏ هي المجموعة التي عناص ها KR‏ ولنعرف دبو:۲ کےا يل : 


T=‏ 6 با 


بل ۸۱۲۸ . 


3 1 2 


مثال (۸-۲-۱) 

لنفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة و1 هی المجموعة التى عناصرها ۴ 
و۵ . ولنعصرف ۲:5۲ بالقاعدة 2-8 إذا كان « زوجيا و 2-0 إذا كان 
0 فردیا(؟ . 
(#) لاحظ أن اختبار الحرفين 0,۴ يعود إلى أنبها أول حرفین في الکلمتین 2۷60 و 000 اللتین تعنیان زوجبا 


وفرديا على التوالى . (ملاحظة المترحمين) . 


۲۰ مواضيع في الجبر 


الآن لنفرض أن 5 هی أية محموعتة. وأن (,«,....,<) مجموعة جزئية من 5 
عناصرها هی لج : وبصوره خاصة {x}‏ هى المجموعة الخزئية من 5 الى 


تتكون من عنصر واحد هو × . عندئذ يمكننا استخدام المجموعة 5 لبناء مجموعة 
جديدة “5 عناصرها مجموعات 5 الحزئية . يطلق على '؟ مجموعة المجموعات الحزئية 
في 5 . فعلى سبيل الثال إذا كانت (ر× ,,×) =8 فان '5 تحتوي على أربعة عناصر هي 
المجموعة الخالية © ولنرمز لها بالرمز ,2 والمجموعة ره التي هي 5 و(,*) ره و (ر×) يه 

إن علاقة 5 بالجموعة "5مهمة بصورة عامة وسنوضح بعض خواصها في المسائل . 


مثال )٩۹-۲-۱(‏ 
لنفرضص أن 5 أية مجموعة وأن CTS‏ ولنعرف 8:57 بأنه ينقل العنصر 5 إلى 
{s} ۲-090‏ والتي نساوی (5-15 ۲ 


مثال (۱۰-۲-۱) 
لنفرض أن 5 مجموعة معرف علیها علاقة تکافو وأن 7 هی مجموعة فصول التکافژ 
فى 5 (لاحظ أن 1 مجموعة جزئية في 5) ولنعرف 5+1:> بالقاعدة (55-01)5 . 


نعود الآن إلى مناقشة الوضوع ولنفرض أن ۲:5۲ تطبیق ولنعرف الصورة 
العكسية (ء1328 »ع10775) للعنصر 7 بأنها المجموعة (57-)|65:) . إن الصورة 
العكسية للعنصر 8 في الشال (۸-۲-۱) هي الجموعة الحزئية من 5 التي تتكون من 
الأعداد الزوجية . قد يحدث أن تكون الصورة العكسية لعنصر 161 تحت تأثير ۲ هي 
المجموعة الخالية. بمعنی أن اليس صورة لاي عنصر من 5 تحت تأثير > . ففي الثال 
(۳-۲-۱) نجد أن العنصر (4,2) ليس صورة لأي عنصر من 5 تحت تأثير > كما أن 
العنصر 5 في المثال )4-7-١(‏ باعتباره عنصرا من لیس صورة لأي عنصر من 5 تحت 
تأثير ۲ ۱ 


اقا 


تعر یف 
يقال عن التطبيق + من الجموعة 5 إلى ا مجموعة 7 إنه تطبیق غامر (عل) (90۸0) 
ادا كان یوجد لكل ۲٤7‏ عنصر 565 بحيث یکون 5-1 . 


أفكار أولية ۳۱ 


ويمكن التعبير عن ذلك بقولنا إن التطبیق 5-7:+ هو تطبيق غامر إذا كانت 

المجموعة (1|:2-5::565)») 9 والتي يطلق عليها صورة 5 تحت تأثير > هي كل ۲ 

لاحظ أن التطبيقات في الامثلة (۰)۱-۲-۱ (۰)6-۲-۱ (۰)۵-۲-۱ (۱۰-۲-۱) كلها 
تطبیقات غامرة. 


وفيا يلي» نعرّف نوعا خاصا ومهبا من التطبیقات التى كثيرا ما تقابلناء ذلك هو 
ما یطلق عليه التطبیق الأحادي . 
تعر يف 

يقال عن التطبيق 7 من ا مجموعة 5 إلى ال مجموعة 7 نه تطبيق أحادي 


(0۳6-10-008) عندما يكوا ل رک < ره يقتضي أن 55 , 


ویمکن القول بان التطبیق > هو تطبیق أحادي إذا كانت الصورة العكسية 


إن التطبیقات الواردة في الأمثلة (۰)۱-۲-۱ (۰)۳-۲-۱ (۰0۷-۲-۱ )٩-۲-۱(‏ 
جميعها تطبیقات أحادية . 


الآن متی نستطیم أن نقول إن التطبيقين من 5 إلى 1 متساویان؟ 
إن الجواب على ذلك هو أنه يجب أن یکون هیا التأثر نفسه على كل عنصر من 
5 بمعنى أن صورة أي عنصر من ٩‏ تحت تأثير أي من التطبيقين هي نفسها. 


والاآن نعرف تساوي تطبيقين بدقة اف 


نعريف 
يقال إن التطبيقين + و »من 5 ال 7 متساويان إذا كان +5 = ه لكل ؟ في 5. 


۳۲ عراضيع اي ابقر 


لنعتبر الآن الوضع التاليء إذا كان © تطبیقا من 5 إلى 1 ۰ و تطبيقا من 7 إلى 
تا فهل نستطیع ترکیب هذین التطبیقین واحصول على تطبیق من 5 إلى نا ؟ إن الطريقة 
الطبيعية والواضحة هي نقل عنصر 9>5 إلى لا وفق خطوتین آولاهما تطبیق ه على ثم 
تطبیق + على العنصر الناتح 0 في T‏ . إن ما سبق یمکن اعتباره ساسا للتعريف 
التال . 


تعريف 

ادا كان '0:5+1 و تآج:1:+ » فان تركيب (0110511107)) 0 مع ۲ (ويدعى أيضا 
حاصل ضرعیا) هو التطبيق [001:5+1 ال معروف بالقاعدة +(50) = (:00)؟ وذلك لكل 
5 : 





نلاحظ من هذا التعريف أن تركيب التطبيقين يقرأ من اليسار إلى اليمين أي +00 
4 أ آننا نبدأ بالتطبیق © ثم نتبعه بالتطبیق ۲ . هتا نحنف آن: ققيسية التمس والتار 
ساف ا 

إن الرياضيين الذين يكتبون التطبيقات على اليسار سيقرؤون التركيب 007 على 
أنه يعنى التطبيق 5 أولا ثم يتبعونه بالتطیق » . ووفقا لذلك. يجب على أى فرد أن ينتبه 
عند قراءة كتاب في الرياضيات. إلى الطريقة المتبعة في كتابة تركيب تطبيقين . وبالنسبة 
لنا فإننا نكرر القول «بأن +56 يعنى دائم| بالنسبة لنا تطبيق ه أولا ثم 6. 


نوضح الآن تركيب التطبيقين ببعض الأمثلة . 


مثال (۱۱-۲-۱) 
لنفرض أن (,: ,رد ,»)=8 و أن ۲-5 وأن 0:95 معرف وفق القاعدة : 


6,0 > ,را‎ X,0=X,, 02, 


وأن 1 معرف بالقاعدة 


1 1-8 2 


افکار أولية ۲۳ 


۷ ,)00۲(<)۷ 0) T= ۲ > با‎ 
x,(001)=(x,0) T= ۲ ر(<‎ 
x,(007)= (x0) T= ۷ ۲۷ 


52 لستطيع حسابت ۲۵0 یک بل : 
x,(T00)=(x,T) 02 x 0=x,,‏ 


0-6 


o= x,‏ (۲۵0(<),۲) را 


1 
Xx,(T00)=(x,T) 0< ۷,0۷ 


لاحظ هنا أن )۲٥۵(‏ ,× = ر× بینا (00۲), × وبالتالى فان 00+ ٭ 00۲ 


مثال (۱۲-۲-۱) 

لنفرضص أن 5 هی جموعه الأعداد الصحيحة وأن 1-55 وأن ]0:5 معرف 
وفق القاعلة اباس عمد . لنفرص ایضا أن 11-5 . وأن (5-)1+11:+ معرف 
بالقاعدة م+22,8(:>2) . 


عندئذ 5ج5 :001 » بیت| 100:11 , 


إن الحديث عن تساوي 7 و 206 عبر وارد ف هذه اخاله. ذلك لا یا 
لا يؤثران على المجموعة نفسها. والان نحسب 056 كتطبيق من 5 إلى نفسها ثم 
٥‏ کتطبیق من 1 إلى نفسها. ۱ 
لنفرضص أن 65 عندئذ (0-1,1) = ۲0 وبالتای : فان : 
m )060۲( = (mo) ۲ = (m-1,1) ۲ = (m-1) + 1 = 5‏ 
أى أن +مت هو التطبيق المحايد من 5 إلى نفسها. والآن ماذا يمكن أن نقول 
qo a‏ 


لنفرص أن €1 )m,۸(‏ » عندئذ ۸+ ۳= ۸(۲,) بينما 
(m,n) (Oo) = ((m,n)r) o = (m+n) o = (m+n-1,1)‏ 


۲٤‏ مواضيع في اخبر 


لاحظ أن انیت تطیفا محايدا من ۲ إلى نمسها. وفضلا عن ذلك . فإنه ليس تطبيقا 
عامرا من 7 إلى نفسها. 


مثال (۱۳-۲-۱) 

لنفرض أن 5 هي مجموعة الاعداد الحقيقيةء وأن 7 هي مجموعة الاعداد 
الصحيحة وأن (85,0) =ل . ولنعرف 5:57 بالقاعدة وهی أن 0 هي اکر عدد 
صحيح ية عن 5 أؤيساوية: وأن لآ1+ 1 :+ معرف بالقاعدة . 


ادا كان م فردیا © 


لاحظ هنا أن 0 غير معرف. نحسب صورة العددين الحقيقيين 5-7 . 89 = و 
وذلك تحت تأثير 00۲ . لا كان. 2 + 2 = 8 = و لذلك فإن 8/(0-2) ۰ بينم 
۳ > 22 = 8/0(۲) = (001) (و/ة) كذلك فان 0-3 (7) ۰ 
بینم (3)T=0‏ = 70(۲) = (7۲)007 
إن التطبیقات بصورة عامة تحقق قانون التجمیم بشرط أن یکون لترکیب التطبیقات 
معنی . وهذا ما تنص عليه التمهيدية الاتية . 


مهيدية (۱-۲-۱) (قانون التجمیع) 
إذا كان 0:7 » لاج-۲:1 و ۷ج فان 


)007( حيره‎ 00 (Top) 


المرهان 

لاحظ ولا أن للتطبیق 0۲ معنی کا أنه یصور 5 ال لاء ومن ثم فان للتطبیق 
(0۳) معنى أيضا حيث یصور 5 ۷ . وبالشل فان للتطبیق (00)70معنی حيث 
یر زر 5 إلى ۷ . وعليه نستطيع التحدث عن تساوي التطبيقين 060(0۳) . (9)۲0و 
أو عدم تساوپ| . 


أفكار أولية 5 
لكى نثبت المساواة المطلوبة ء» علينا أن نثبت أنه لأى 5 في 5 يكون 
((oOT)Opu) = s(oO(TOu)) |‏ 5 
فباستخدام تعريف تركيب التطبيقات يكون لدينا 
بإ(؟(50)) = 5)06۲(۲) = (661۲(9))؟ 
نیتم 
s(00(TOu)) = (so) )۲۵( = ))50(۲((۲‏ 
وبالتالى فان العنصرين (00۳(6۷)): » 5)0٥)۲٥((‏ متساويان بالفعل» وهذا ما يثبت 
المطلوب . 


نود الآن إثبات أنه إذا كان لدينا تطبيقان يحققان شر وطا معينة فان تركيبه| يحقق 
الشروط نفسها. 


تهيدية (۲-۲-۱) 
ادا کال ["'جوين ولا یب ]۲۰ فان 


. غامر إذا كان کل من © و ۲ غامرا‎ 007 )١( 
. احادی دا کان کل من © » ۲ أحاديا‎ ۲ (۳) 


الرهان 
سنثبت القسم الثاني تاركين برهان القسم الأول كتمرين للقارىء. لنفرض أن 
65 وأن غ3 5 عندئد 025,0۵ و لأن » احادي . کذلك. لا كان 0روغوه ی 

وأيضا لما كان > أحاديا لذلك فان ۲7۶65,0(۲ (5,0) » وبالتاللي فان 
(007) 


5, (OOT) = )5,0( ۲ # (s0) ۲ = رو‎ 


ی شت أن 1 أحادي 1 ومپدا ينم المطلوب . 


۳۹ مواضيع في ابر 


لنفرض الآن أن » تطبیق أحادى من على 1 . عندئذ یطلق على ه أنه تقابل 
بين 1,8 . لنفرض الآن أن 67: . ولا كان ه غامرا. لذا فإنه يوجد عنصر 565 بحيث 
يكون ۱2:0 » وأیضا لا كان ه أحاديا لذا فإن العنصر ؟ وحيد . 


الآن نعرف التطبيق ۱:1-5 بالقاعدة 5-07 إذا وفقط إذا كان 50-: . يطلق 
على التطبيق *0 معکوس » ؛ الان نحسب 0061 الذي ينقل 5 إلى نفسها. لنفرض 
أن 5 وأن 1-50 » عندئذ من التعريف 01)-ویکون: 
(so)o = 0۵‏ = (أومن)و 
أي أن التطبيق 0007 هو التطبيق المحايد من 5 على نفسها. وبطريقة ممائلة يتضح 
لنا آن 7100 هو التطبيق الحاید من ۲ على نفسها. 


ومن ناحية آخری, إذا كان 0:5۲ ,1-5: تطبیقا بحیث یکون کل من 
۸ و 90 التطبيق المحايد على كل من 7.5 على الترتيب» فإننا ندعي أن ه تقابل بين 
5 . لإثبات ذلك نلاحظ أولا أن » غامر لأنه إذا كان ۲ فان 
0( )) 1-۱0۸0 لأن ۰ هو التطبيق المحايد على 1 وبالتالىي أهو صورة 
العنصر 465) تحت تأثره . كذلك لاحظ أن 6 أحادي لأنه إذا كان »روعهی وبا أن 
هه هو التطبيق المحايد على 5 . لذلك نجد أن 


و5 > (00) رد > ۷ (5,0) > ۲ (5,6) = (0),و = 5 


هذا نكون قد آثبتنا التمهيدية الآتية . 


مهیدیه (۲-۲-۱) 
يكون التطبيق 0:51 تقابلا بين 1,5 إذا وفقط إذا كان يوجد تطبیق 
5ج ۸:17 بحيث يون ۵ و ۸۸۵0 هم التطیقان المحايدان على كل من 1,5 


افکار اولية ۳۷ 


5-5 


تعر يف 
إذا كانت 5 جموعة غير خالية فان (۸)5 هي جموعة كل التقابلات من 5 على 


إنه علاوة على أهمية A(S)‏ الحوهرية؛ فاضا تلعب دورا بارزا 5 البناء الرياضى 
المعروف بالزمرة» كما سنری ذلك في الفصل الثاني . ولهذا نذكر نص المبرهنة الا تية التي 
توضح طبيعة (۸)5 بدون برهان حيث برهنا جميع فقراتها في التمهيديات السابقة . 


ادا كان (4)/5 6 ,65,1 


فان : 

00۲» ۸)5( (1) 

00(TOu)=(oOot)ou (F) 

(۳) يوجد عنصر ا في (التطبيق الحاید على 5 ) في (4)5 بحيث یکون 001-60-0 
(4) يوجد عنصر 0ق (4)5 بحيث یکون 0100-0001 . 


ونختتم هذا البند بملاحظة حول (۸)8 . لنفرض أن 5 تحتوي على أكثر من 
06 ين وأن ۰ ,را ,۷ اة عناصر متلفة من 5 › ولنعرف التطبيق 5:55 کما يلي 
ان 02,6 رک ,0و و 50-9 لكل عنصر و في 5 ختلف عن 1 4 E,‏ 


كذلك لنعرف التطبيق 8:55 کا یل -؟ي,« و ۲و و5-: لأي عنصر 
و في 5 محتلف عن ر×و × . إل من الواضصح أن » و > عنصران من  ۸)5(‏ كذلك فان 
حسابا سيطا يشت أن ,ا -(60),< ولكن بجر (۲00) رن نمأ يشت أن 00400 . 
وهذا بدوره يقودنا إلى التمهيدية التالية : 


۲۸ مواضيع في احير 


تمهيدية (4-۲-۱) 
إذا كانت المجموعة 5 نحتوي على أكثر من عنصرین فان باستطاعتنا امجاد 
عنصم ين 6 و 1 في (4)5 بحیت یکول 0017500 ه 


مسائل 
50865 فيا ٍذا كان 0:57 تطبیقا غامرا أو احادیا أو غامرا وأحادیا معا ثم عن 
الصورة العكسية لاي عنصر ۲ في 7 تحت تأثير > وذلك في الحالات الآتية : 
(۱) 5- مجموعة الأعداد الحقيقية و ۲ - مجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة و 
و 
(ب) ۲-5 = مجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة و ”و=هء. 
(ج) 1-5 = مجموعة الأعداد الصحيحة و 0-52 . 
(د) 1-5- مجموعة الأعداد الصحيحة و ۹0-25 . 
۲ - إذا كانت 1,5 مجموعتين غير خالیتین. فبرهن على وجود تقابل بين 8×71 و؟×۲ . 
۳ - ادا كانت 5 .1,1 ثلاث مجموعات غير خالية فبرهن على وجود تقابل بين : 
(I)‏ ۲۲۳( *8) و (1<>17) x‏ 5 
(ب) أي من المجموعتين في (۱) ومجموعة الثلائی الرتب (نا,؛,5) حيث 5658 
و1 16و [آ16ا. | 
5 - () ادا کان يوجد تقابل بین 1,5 فأثبت وجود تقابل بين 5,1 . 
(ب) إذا كان يوجد تقابل بين 1,5 وبين 1,۲ فأثبت وجود تقابل بين 11,5 . 
© - ادا كان ¡ هو التطبيق المحايد على 5 فأثبت أنه لأي ه في (۸)5 يكون هعمه]-زهه 


5 - إذا كانت 5 أية مجموعة فأثبت أن من المستحيل إيجاد تطبيق غامر من 58 إلى ٩*‏ . 
۷- إذا كانت 5 تحمتوى على عناصر عددها 2 فأثبت أن (5)ه نحتوی على عناصر 
عددها ۱۱ , 
۸- ادا كانت 5 حتوي على عدد منته من العناصر فأثبت مايل : 
(۱) إذا كان 5ه5:ى غامرا فانه احادی . ۱ 


آفکار أولية ۳۹ 


(ب) إذا كان » أحادیا من 5 إلى نفسها فانه غامر . 
(ج) آورد مثالا تثبت فيه أن كلا من الحزئين السابقین غير صحیحین. ودلك 
عندما محتوي 5 على عدد غير منته من العناصر. 
4- أثبت أن معكوس كل من جزئي التمهيدية (۲-۲-۱) غير صحیح » أي : 
() إذا كان 00 غامرا فليس من الضروري أن يكون كل من 0,: غامرا . 
(ب) إذا كان +55 أحاديا فليس من الضروري أن يكون کل من ۲,0 أحاديا . 
٠‏ برهن على وجود تقابل بين مجموعه الأعداد الصحيحة ومجموعة الأعداد النسبية 
(القياسية) . 
۱- إذا كان 7ج0:5 تطبيقا من 5 إلى 7 وكانت ۸۰٩‏ وكان ره هو اقتصار 
(«وناءت_اوع1) o‏ على ۸ معرف بالقاعدة 20 = ,406 لأى EE‏ ۸ فائيت مايل : 
(1) »یعرف تطبيقا من ۸ إلى 1 . 
(ب) إذا كان » أحاديا فإن ره كذلك . 
(ج) يمكن أن يكون ,ه أحاديا حتى ولو لم يكن ٠‏ أحاديا. 
۲- إذا کان 5ج5:ه و ۸5 بحيث يكون ۸۰-۸ فأثبت أن ,وميه = م,(000) . 
۳- يقال إن المجموعة 5 غير منتهية (18610116) إذا كان يوجد تقابل بينها وبين مجموعة 
جزئية فعلية منها. أثبت أن : 
(ا) مجموعة الأعداد الصحيحة غير منتهية . 
(ب) مجموعة الأعداد الحقيقية غير منتهية . 
(ج) إذا كانت 5 مجموعة تحتوي على مجموعة جزئية غير منتهية فان 5 يجب أن 
تکون غير منتهية . (ملاحظة : وفقا لنتيجة المسألة ۸ فان المجموعة النتهية 
بالمعنى الشائع ليست غير منتهية) . 
٤‏ ۱- إذا كانت 5 مجموعة غير منتهية وكان بالامکان إيجاد تقابل بينها وبين مجموعة 
الأعداد الصحيحة فأثبت وجود تقابل بين 5 و55 . 
۵ إذا كانت 7,5 مجموعتين فإننا نقول إن 5>1 (5 أصغر من 7) إذا وجدّ تطبيق 
غامر من 7 إلى 5 ولا يوجد تطبيق غامر من 5 إلى 7. أثبت أنه إذا كانت 
1 >5 ,و T<U‏ فان S<U‏ . 


+۳ مواضيع في ابر 


- ادا كانت ۲,5 مجموعتين منتهیتین وکان عدد عناص هما هو 2,80 على الترتیب فاثبت 
أنه إذا كان م>م فان 5>7 , 


(۳-۱) الأعداد الصحيحة 

نختتم هذا الفصل بمناقشة موجزة لمجموعة الأعداد الصحيحة التى لن نحاول 
بناء‌ها بطريقة المسلمات؛ لکننا سنفترض بدلا من ذلك أن لدينا هذه المجموعة وأننا 
نعلم بعض خواصها الأولية . یمق هذا البند مبدأ الاستقراء الریاضی (والذي 
سیستخدم خلال هنذا الکتاب) ک| سنضمّنه احقيقة التي تنص على أن مجموعة الأعداد 
الصحيحة الوجبة تحوى عنصرا آصغر. أما فيها ختص بالرموز. فان الرموز المألوفة مثل 
2<0 و اه و |دا . . . الخ . ستبقی بنفس العنی . و لکی نتحاشی تکرار کون عدد 
ما صحیحا فإننا سنفترض أن جميع الرموز الواردة في هذا البند والکتوبة بحروف 
لاتينية صغيرة تعنی الأعداد الصحيحة . 


إذا كان لدينا العددان 2,ط وكان #0 . فان بإمكاننا أن نقسم 2 بواسطة ط لكي 
نحصل على باقي : الذي هو أصغر من ا » وبعبارة أخرى. نستطيع إيجاد ۲,۳ بحيث 
يكون ++2-206 » حيث ||>:>0 . إن هذه هي الحقيقة المعروفة بالخوارزم الإقليدي 
(Euclidean algorithm)‏ التي سنفترض سلفا أنها مالوفة لدينا. 


كذلك. نقول إں ١‏ حيث ٥۶0‏ پفسم ھ إذا كان 22700  .‏ عددا صحیحا 
وسنرمز لكون ١‏ يقسم ۵ بالرمز ه|۵ . وسنرمز لخلاف ذلك بالرمز 3ل . نلاحظ أيضا 
أنه إذا كان 2/1 فان 2+1 وأیضا إذا كان |ط و طاه فان ا+=ه » ونلاحظ أيضا أن 
اي عدد ا هو قاسم للصفر. إذا كان 92 فإننا نسمي ا قاسم (۵:۷:50۶) للعدد 8 . 
بالاضافة إلى ذلك نلاحظ أنه إذا كان م قاس للعددین ع,ط ۰ فانه قاسم كذلك للعدد 
۲ حیٹ 1,7 عددان صحیحان . وسنترك برهان كل هذه الملاحظات كتمرين 
للقاریء . 


أفكار أولية ۱ ۳ 


تعريف 
يقال إن العدد الصحيح ا موجب © قاسم مشسترك أعظم 
)Greatest common divisor)‏ للعددين 9,2 إذا كان 


6 © قاسم لكل من 3,ط . 
‌۳( أي قاسم للعددين 2,ط هو قاسم للعدد » . 


سترمز للقاسم الشم لد الاعظم للعددین ۲,۵ بالرمز (2,۳) . وحیث إن القاسم 

المشترك الأعظم يجب أن يكون عددا موجباء لذا فاننا نجد 
(a,b) = )2,-0( = (-a,b) > )-2,-0(‏ 
2 = (24-,60) = (60,24) 

ملاحظة آخری. هي أننا عرفنا القاسم المشترك الأعظم. إلا أن هذا لا يعنى أنه 
موجود. وإن) يجب برهان هذه الحقيقة. ومع ذلك فيمكن القول إنه إذا كان موجودا 
فإنه وحيدء لأنه إذا كان لدينا العددان ,ء ,ره اللذان يحققان كلا من شرطي التعريف 
السابق فإن راء و ,تاره وبالتالى فان ±= ۰ . وحيث إن القاسم اميرك الاعظم 
يجب أن يكون عددا موجبا. لذلك نجد أن رم . ويهذا نكون قد برهنا عل وحدانية 
القاسم المشترك الأعظم. والآن. علينا أن نثبت وجود (2,0) . في التمهيدية التالية 
سنثبت أكثر من ذلك وهو آن (5:8) جب آن يأخل صيفة م 


تمهيدية (۱-۳-۱) 
إذا كان ۵.۵ عددین صحیحین لا یساویان الصفر فإنه يوجد هيا قاسم مشترك 
أعظم (2,۳) . وفضلا عن ذلك فإنه يوجد عددان صحيحان ر" ,ره بحيث يكون 
ميم + (a,b) = m,a‏ 


المرهان 
لنفرض أن ۸ هي مجموعة كل الأعداد الصحيحة من الصيغة 2+0 حيث 
إن 2,213 عددان صحیحان . وحيث إن أحد العددين 3 لا يساوي صفراء لذلك فان 


۳۲ مواضيع في الجبر 


آعدادا صحيحة غير صفرية توجد في 4 . ولا كان u x×=ma+nb ٤M‏ لذا فان 
4 (ه) +( ) -»-. أيضاء من ذلك نستنتج أن 14 تحوی أعدادا صحيحة موجبة . 
وعندثل حتوی ۸ على أصغر عدد صحيح موجب وليكن »© . وحيث إن 60 » فان > 
تأخذ الصيغة طمهم+ق عه . إننا ندعي الآن أن (0,)ح» . لرهان هذا الا دعاء 
نلاحظ آولا. أنه إذا كان هه و 5|ل فإن مهم ومن ثم فان »۵ . والآن نثيت أن 
ها وطاء . لنفرض أن 6هم+وم-< عنصر من 34 . استنادا إلى الخوارزم الإقليدي 
نحل أن ۷2-1۲۲ حيث >05 . بالتعویضص عن »,۲ نحصل على 
ma + nb = t (mya + nb) + r‏ 
وبالتالي فان 
(m-tmy)a + (m-tn,) b‏ = ۲ 

و هل | یقتضی أن ۱ . ولا كان ع>: و :>0 وحیث إن » هو أصغر عدد صحیح موجب 
في 1۷ ۰ لذلك نستنتج أن ۲-0 وبالتای =× ها يثبت أن ×إء لاي عنصر × في ۰۷ ولکن 
221.20 و M€.1+ه.0=ط‏ ولذلك یکون طء و دا . وهکذا نکون قد برهنا 
على أن العدد » يحقق شرطی تعریف القاسم الشترك الاعظم بالنسبة للعددین 9,۵ 
أى أن (2:0)-<> . وبذلك تم برهان التمهیدیه . 
تعر يف 

يقال ان العددين الصحيحين ,۲ أوليان )Relatively primes) lumi‏ إذا كان 
1<(ا,2) . 


وکنتيجة مباشرة للتمهيدية (۱-۳-۱) لدینا ما یل . 


ادا كان 6,2 اولان اسا فانه یوج عددال صحصحانل 1,11 بحيث یکون 
mat nb=]‏ . 


الآن نناقش فكرة أخرى مألوفة هي فكرة العدد الأولي والتي نعني بها العدد 
الصحيح الذي ليس له تحليل غير تافه. وسوف نستبعد الواحد الصحيح من مجموعة 


الأعداد الأولية لأسباب فنية . 


إن المتتالية ..............,2,3,5,7,11 هی آعداد أولية. وبالثل فان ,....,5-,2,3 
أعداد أولية . 


ولا كان العدد السالب لا يقود إلى فروق جوهرية. عند التحلیل, لذا فان 
الأعداد الأولية ستعني بالنسبة لنا الأعداد الأولية الموجبة . 


تعر يف 
يقال إن العدد م حيث 1<م عدد أولى (Prime number)‏ إذا كانت قواسمه 


الوحيدة هى 1+ , م+ . 


وبعبارة أخرى يكون العدد الصحيح «(0<1) عددا أوليا إذا وفقط إذا كان 
(p,n) =1‏ أو مام > لاي عدد صحيح ١‏ . سنرى بعد قليل أن الأعداد الأولية تمثل 
حجر الزاوية للأعداد الصحيحة . 


تمهيدية (۲-۳-۱) 
إذا كان العدد « أوليا بالنسبة للعدد ط وکان ء5/ة فان 4/٥‏ . 


المرهان 

لما كان 9,۸ أوليين نسبيا فإنه وفقا لنتيجة التمهيدية (۱-۳-۱) نستطيع الحصول 
على عددين صحيحين 1,۳ بحيث يكول 723+00-1 . وعندئذ عدءم+ع08 » ومن 
الواضح آن 06 ومن الفرض ۵96 وبالتال a|)mac+mbc(‏ . ولا كان 
Lil « mac+nbe=c‏ ستنتح أن 6 وهذا هو المطلوب إثباته ٤‏ التمهیدبه . 


۳ مواضيع في احبر 


ونستنتج من تعریف العدد الأولي والتمهيدية (۲-۳-۱) النتيجة الهمة الآتية . 


نتجحه 
هك 


من هده الأعداد على الأقل . 


إل برهان هله النتيجة مترو للقارىء . 


لقد أكدنا على أن الأعداد الأولية هي اللبنات الأساسية لمجموعة الأعداد 


الصحيحة . إن التعبير الدفيق عن هده الحقيقة. المهمة. يكمن ی ميرهنة التحليل 


إن أي عدد صحيح موجب 8<1,2 يمكن تحليله بطريقة وحيدة على الصيغة 


2 52520 “ور 920 
حيث ,م<......<رم< ,هی آعداد أولية و 0<به. 
الرهان 


إن البرهنة. في الواقع » کا وردت تتكون من مبرهنتين جزئيتين مختلفتين . أولاهما 
إمكانية تحليل العدد الصحيح المعطى إلى حاصل ضرب قوي أعداد أولية والثانية تؤكد 
أن هذا التحليل وحيد. لذلك فان إثبات هذه المبرهنة يتم بإثبات كل من هاتين 
المرهنتين الحزئيتين بصورة منفصله . 


إن السؤال الذي يطرح نفسه هو: كيف نبدأ إثبات هذه المبرهنة؟ . . 


إن الطريقة الطبيعية للبدء بالبرهان هو استخدام مبدأ الاستقراء الرياضي . 
حيث سنستخدم الصيغة الآتية هذا المبدأ؛ إذا كانت القضية (0:)م صحيحة وإذا 


آفکار أولية ۵ ۳ 


كانت صحة القضايا (0)۳ لجميع قيم ] التي نحقق الشرط > کم تقتضی صحة 
القضية (1)م فإن (0)0 صحيحة لجميع قيم 2 بحيث 22700 . 


إنه يمكن إثبات أن هذه الصيغة لمدأ الاستقراء الرياضى ليست إلا نتيجة 
للخاصة الأساسية لمجموعة الأعداد الصحيحة التى تنص على أن أية مجموعة غير خالية 
من الأعداد الصحيحة الوجبة تحوى عنصرا أصغر. (انظر مسألة .)٠١‏ 


كيت اول آن کل عدد صحیح ۾ حيث 2<1 يمكن تحليله إلى حاصل ضرب 
العدد 2=" عدد أولي. لذلك فإنه یمکن کتابته على هيئة قوی عدد أولي . 


لنفرض الآن أنه یمکن تحلیل أي عدد صحیح ۲ حیث 2>7>1 إلى حاصل 
ضرب قوى أعداد أولية. فإذا كان » نفسه عددا أولياء فانه يمكن كتابته كحاصل 
ضرب قوى أعداد أولية. أما إذا كان » ليس عددا أولياء فإنه يمكن كتابته على الصيغة 
k=‏ حيث 1 >نا>1 و 1>>1 . ومن فرضية الاستقراء الرياضى لما كان كل 
من »۵ أقل من ۶ . لذلك یمکن تحلیل کل ما إل حاصل ضرب قوی آعداد رل 
ووفقا لذلك. فان k=‏ یمکن تحلیله إلى حاصل ضرب قوی آعداد أولية . لقد آئتنا 
أن صحة القضية لجميع الأعداد الصحيحة + حيث >2>۲ تقتضی صحتها للعدد ‏ 
نفسه. وبالتای ومن مبداً الاستقراء الاساسی فإن القضية صحيحة لجميع الأعداد 
الصحيحة 0 حيث 2210-2 ما يعني أن أي عدد صحیح 1 حيث 7222 هو حاصل 
ضرب قوى أعداد أولية . 


لاثبات وحدانیه التحلیل ستحدم مره أخرى قدا اااستقراء الرياضى . 
بالطريقة نفسها الستخدمة سابقا» لنفرض أن : 


و ........ و qf‏ = بو ...... تیم ام و 


۳۹ مواضيع في ابر 


حیت ([<...... << م و ...۰ < :۹ < رزوي اعداد أولية کا أنه 0<.ن و 0< ۵ 


۲ < 5 )۱( 

(T)‏ 4 ت :4۱۰.۰۰۰ > يه ؛ ,0 > رم 
sy > ۵۰ 05092 )۳(‏ رم > 0 

إن من الواضح صحة النظرية عندما 2 = ۵ . 


لنفرض الان صحة النظرية لجميع الأعداد الصحيحة نا حيث 2>u>a‏ 
الآن. با أن 
qf ۰‏ = “أ “أدج 
وبا أن 0<,» و ارم » لذلك فان ۹۳ .... ٩۳"‏ ار ومع ذلك لما كان ,م عددا أوليا فإنه 
من نتيجة التمهيدية (۲-۳-۱) نجد بسهولة أن ,و = ,م. لاحدی قیم 1 . وهکذا فان 
,م = و < ,و وباشل. لا كان ارو » فاننا نجد (م- بن لاحدی قيم زومن ثم فان 
= محم . وهکذا نکون قد آثبتنا أن ,وح ,م وبالتالي فان 


خجه ... 92 الوه ۳م ... وم "ام > 2 


إننا ندعی أن هذا یقتضی أن ,8 = ,» (آثبت ذلك!) 


ولكن عندئذ 





3 عت 3 ۱ 
...2 ...92 < حصا 
۱ 


وا كانت 1 قان 28 هد کو 8د ,لها يعق أن 5-1 غ . 
الآن إذا كانت 1< ونظرا لکون >a‏ فإمكاننا تطبیق فرضية الاستقراء الرباضی على 


العدد ا لنحصل على : 


أفكار أولية ۳۷ 


)١(‏ عدد العوامل ذات القوى الأولية المختلفة للعدد ا متساو في كلا اطانبین» أى أن 
2-1-5-1 . ما يعني أن ۲25 . 

O)‏ 8 ی نه ية 

(T)‏ 4 > 0 :۰۰۰۰ > و0 


بپذه العلومات مع ما حصلنا عليه انفاء أي » ,۹= رم, ,8 -,» نکون قد أخبينا ماما 
الطلوب إثباته . وهكذا نرى أن افتراض وحدانية التحليل للأعداد الصحيحة التى هی 
أقل من 2 تقتضی وحدانية التحليل للعدد الصحيح 2 نفسه . وعليه فان برهان التحليل 
الوحيد بواسطة الاستقراء الرياضى قل انتهی ۱ 


نتحه الأن نحو دراسة فكرة مهمه هي التطابق قياس عبد موحي مفر وض . 
زا ستری ا فان العلاقة التى سنقدمها الآن ليست الا حاله خاصة من علاقة آکثر 


شمولا والتي یمکن أن تعرف في سياق أعم . 


تعریف 
لیکن 8 ۽ حبث 1<0] عددًا صحخا ۱ نقول إن 2 يطابق طا قياس « وبکتب 
a=b 8‏ ادا كان (ط-ه)/ج . 


يطلق على هذه العلاقة «التطابق قياس « » (2 0۵۱0 ععءمءعدمعمه2) کا يطلق 
على العدد 2 «مقیاس» (720010105) هذه العلاقة. لاحظ على سبيل المخالء أن 
3 200 4 <73 وأن 0 212-9 وهكذا . . , 

إن علاقة التطابق هذه تتمتع باخواص الاتية : 


تمهيدية (۳-۳-۱) 
)١(‏ علافه التطابق قياس « تعرف علاقة تکافو على جموعة الأعداد الصحيحة . 
(T)‏ عد فصول تكافوٌ هذه العللاقة يساوي 11 . 


۳۸ مواضيع في ابر 


(۳) إذا كان a=b mod n‏ و c=d mod n‏ فان 
(b+d) mod n‏ تع 3 و ac= bd mod n‏ , 
)٤(‏ إذا كان « 227700 >2 وكان « أوليا بالنسبة إلى 7 


. b=c mod n فان‎ 


الرهان 

سنثبت أولا أن علاقة التطابق قياس " هی علاقة تكافؤ. 
ب أن ۱0 لذلك نجد أن ۱۱2-2 وهذا یقتفی أن 0 لص 222 لكل عدد صحيح 3 . 
كذلك إذا كان م 0۵ <ه فان (۸۱)2-0 . وبالتالي وا لأن b-a=-)a-b(‏ . أي أن 
b=a mod n‏ 
وأخيرا إذا كان د لهم اه و b=c mod n‏ فان n|b-c y n|a-b‏ وبالتالى n|{(a-b)+(b-c)}‏ 


أى آن» ۰۱2-6 وعليه فان ه00 220. 


لنرمز إلى فصل تكافؤ العنصر ه بالنسبة غذه العلاقة بالرمز [ه] ونسمي فصل 
التكافؤ هذا بفصل التطابق للعنصر 2 (قیاس ١‏ ) . فادا كان ه أى عدد صحیح » فانه 
باستخدام الخوارزم الإقليدي نجد أن ++م!-ج حيث 0>۲>۲ ولکن عندئذ نجد أن 
]6 ۰ وبالتالي [:]-[2] . وهکذا فانه یوجد على الأكثر فصول تطابق عددها ۱ 
وبالاضافة إلى ذلك فان هذه الفصول مختلفة لانه إذا كان [(]-[1] » حيث «>ز>>0 
> على سبيل الافتراض. فان (1-)|2 حيث 1-[ عدد صحيح موجب أقل من " ومن 
الواضح أن هذا مستحیل. وبالتالي فإنه يوجد فصول تطابق محتلفه عددها هو < اما 
وهي [1[,....,]8-1] ,[0] . وهكذا نكون قد برهنا الحزئين الأول والثانی من التمهيدية . 


والان إلى الحزء الثالث من التمهيدية . 
لنفرض أن (0 00)طكة وأن 5 00 لعه عندئذ » (۱۱)2-0 , (0()2۵ 
وبالتالی (ل)+(3-5)|ه أى » (9-+0)-(2+6)|« ولکن عندئذ» ۵۵ 0+۵عع+2 . 
وبالا ضافة إلى ذلك 5(ل-ء)+ء(1)3-6ه » وحیث إن 6-0(9-۵۸6-00)+2-9(4) لذلك نجد 


أن : n|(ac-bd)‏ أى أن mod n‏ 2000 وأخخيرا نلاحظ أنه إذا كان م 202261000 وكان 2 
أوليا بالنسية إلى 8 . فانه استنادا إلى أن (ع-13)05|ه واستنادا إلى التمهيدية (۲-۳-۱) فان 
هذا یفتضی أن n|(b-c)‏ ومن 3 فان م b=c mod‏ , 


نلاحظ آن ن الرابع من هذه التمهيدية قد لا يكون صحيحا وذلك عندما 
یکون 2 لیس آولیا بالنسبة إلى 0 


فعلى سبیل الثال 


6 0 24.3 2.3 ۰ على الرغم من أن 6 1000 2۶4 
إن التمهيدية (۳-۳-۱) نهد الطریق لعلومات متعة من وجهه نظرنا. 


لنفرضص أن 2 هی جموعة فصول التطابق قياس « أي أن 


2 )]0(: ([1-س],...,[1]‎ 
]1[, ][[ €7 فادا كان‎ 
وعرفنا‎ 
[i] + [ز]‎ = ] + j] (a) 
[i] [j] = [ijl 5 





فان التمهيدية (۳-۳-۱) تضمن لنا أن هاتین ال 
سفن | التعريف. بمعنى آزه ادا كان : 
[i‏ =[ 1۰زا = انا 


مليتنء أي «الجمع) و«الضرب» 


فان 
=F tj’ [< ][ + 0 [‏ [ز + ص > [زا + [1] 
وأن» 
[ زا [i] ÛJ] = [i]‏ 
(تحقق من ذلك) . 
إن هاتين العمليتين على ,2 الخواص الآتية (والتی سنترك براهينها كتمارين) . 
لاي ثلاثة عناصر [ذ] ,[ز] .[1] في ,2 يكون لدینا: 


٠‏ 2 مواضيع في ار 


i قنور‎ 1 [i] + Û] > Û] + [i] )۱( 

[J [i] )۲(‏ = انا ٩ 1 [i]‏ * ؟ 

_ م‎ (J+ GD + لعن‎ = [+ )+ [kD (FP) 

(i) ÛJ) [kK] = [i] (iJ[kKD )۶(‏ { اني اج 
]k[ )5(‏ [1] + [ن] [ن] = ((۳] + [زا) [ن] (قانون التوزيع) 

]0[ + [i] = [i] )5( 

[1] [i] = [i] (¥) 


ملاحظة أخحرى»› هي أنه إذا كان =p‏ حیت م عدد أو ٠‏ وكان ]a[۶]0[‏ عنصرا 
من ,2 ۰ فانه يوجد عنصر [ط] من ,2 بحيث يكون [1]-[2[]0] . 


إن المجموعة ,2 تلعب دورا بالغ الأهمية في ابر ونظرية الأعداد ويطلق عليها 
يجموعة الأعداد الصحيحة قياس ١‏ (2 200 1016826۲5) . ومپذا نكون قد ألممنا مها قبل 
أن نمضى قدما في دراستنا . 


فسات 

۱- إذا كان 9اه و 2إط فاثت أن 0+حد . 

۲ - ادا كان اقاس]| للعددين ع فأثست أنه قاسم للعدد mg+nh‏ . 

۳- إذا كان 6,3 عددين صحيحين فإننا نعرف المضاعف المشترك الأصغر 
)least common multiple)‏ لها والذي نرمز له بالرمز [2:0] بأنه ذلك العدد 
الصحيح الموجب 1 بحيث يكون 
|( 20و 0/0 . 

ب) إذا كان 2۳و اط فان «-0 . 
برهن على وجود [2,0] وأنه إذا كان 2<0 , 1<0 فان : 


30 
(a,b) 





[a,b] = 


أفكار أولية 3 


. )4 إذا كان شرب 3۹ 1=(ط,ھ) فأثيت أن ×|(ط‎ - ٤ 


ھا كان .0 ۵ , ® pt...‏ و 

Hains ano ل‎ Hols ا‎ 
(ط,ه)‎ < 0,۱... 0 )۱( 

حيث ۵ هو آصغر العددین »و 8 لكل : 

lab] ۳۰. (ب)‎ 

حيث ,لاهو أعظم العددین هو يق لكل 1 . 


5 - ليكن 9,۵ عددين ؛ بتطبيق الخوارزم الاقليدي على التتابع يكون لدینا: 


a = qb +r, 0 <r, < |b| 
سے‎ © 
b= 5 ۲, FT, ) > ۲. <r, 
۲, ,اين‎ 0 SFr, <r, 
۲ > د > 0 2+ بجي ری‎ > + 


وحيث إن الأعداد الصحيحة ,۲متنافصة كا أنها غير سالبة » لذا فإنه يوجد أول 
عدد صحيح « بحيث يكون 0 = , , ٣‏ أثبت أن (ط,ھ) = ٣‏ (اعتير هنا أن ۱ = (r,‏ 


۷- باستخدام المسألة السابقة» احسب ما يلى : 


)6540, 1206( (ب)‎ )1128,33( )١١ 


۸ - لتقریر ما إذا كان ه عددا أوليا اذ ثبت أنه يكفي أن نبرهن‌آنه غير قابل للقسمة على 


5 


لي عند رل بورسيك یوخ ۷ هب 
أثنت أن العدد ۸ حیث 1<« یکون أوليا إذا وفقط إذا كان لأيى عدده اما أن 
یکون 4,۸(=1) أو 4|" . 


8 على افتراض وجود عنصر أصغر في أية محموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة 


اة 
| ) لنفرض أن م قضية وأن 


به مواضيع في الجبر 


. صائية‎ 0)۳( )١ 
. )۳( ؟) صواب (1-)م يقتضي صواب‎ 
1021 ألست أن (8)م صائية لأي عدة ان‎ 
. ب ) إذا كانت القضية م تحقق‎ 
. صائه‎ 0)۳,( )١ 
متی ما كانت (0)2 صاشة خمیم الأعداد ۾ حيث ]>> فان‎ (3 
. صائبه‎ 0)10( 
۲<111, فأثبت أن (١)م صائة لأى عدد 0 حيث‎ 
. برهن على أن عمليتى الجمع والضرب على المجموعة ,2 حسنتا التعريف‎ -١ 
. 2, برهن الخواص من ۷-۱ لعمليتي الجمع والضرب على‎ - ۲ 
]2[]0[ = ]1[ إذا كان 1 = (2,0) فإنه يوجد .7 > [6] بحيث يكون‎ - ۳ 
. ۳و‎ = a 0۵ ۲ إذا كان م عددا أوليا فاشت أنه لأى عدد صحیح 2 يكون‎ - 4 
إذا كان 1-(2,5) وکان لدینا العددان ۲,۵ فأثبت : أنه یوجد عدد × بحیٹ یکون‎ - 6 
. x=b mod n و‎ x=a mod m 
.)۲-۳-۱( برهن نتيجة التمهيدية‎ - 57 
أثبت أن العدد « يكون أوليا إذا وفقط إذا كان [0]-[0][ه] في ,7 فإن هذا يقتضى‎ - ۷ 
. ]8[ = ]0[ = ]0[ أن يكون‎ 


قراءات إضافية فى المجموعات والأعداد الرئيسة 
Birkhoff, 6۰ and MacLane, 5. A Brief Survey of Modren Algebra, 2nd Ed. New‏ 
York: The Macmillan Company, 1965.‏ 








نظر ية الزمر 


© تعريف الزمرة 9 أمثلة على الزمر © بعض 
التمهيديات الأولية © الزمر الحزئية © أحد 
مبادىء العد © الزمر الحزئية الناظمية والزمر 
الخارجة © التشاكلات © الت‌ائلات الذاتية 
© مبرهنة كيلى © زمر التبديلات © مبدأ اخر 
للمذ © مبرهنة سيلو © الضرب الباشر © الزمر 
الا بدالية المنتهية 


سوف نباشر في هذا الفصل دراسة البنية الجبرية العروفة بالرمرَة» والتى هی لبنة 
اساسية في موضوع یدعی الیوم بالجبر الجرد. وفي فصول لاحقة سنلقي نظرة على 
مواضيع آخری مثل الحلقات. الحقول. فضاءات التجهات. ابر اخطی . وعلاوة 
على العرف التبع بالبدء بالزمرة» فهناك آسباب تبرر هذا الاختیار من بينباء أن الزمر 
هی أنظمة ذات عملية واحدة ما تجعل دراستها أمرا بسيطاء ولکن رغم هذه البساطة. 
فان المفاهيم الجبرية الأساسية مثل التشاكلات والبنى الخارجة وما شابه ذلك والتی 
تلعب دورا بارزا في البنى الجبرية» بل وفي الحقيقة » في جميع فروع الرياضيات تدخل 
هنا من الان - بصورة نقية وواضحة . 


وهنا وقبل آن نيدأ بالتفاصیل, دعنا نلقي نظرة سريعة إلى ما سيان . إثنا نجد 
في ابر الجرد آنظمة اساسية معينة اکتسبت مواقع ذات أهمية عظمی في تاريخ تطور 
الریاضیات . هذه الأنظمة هی عبارة عن جموعات یمکن أن نتعامل جبریا مع 


۳ 


۳ مواضيع في اجب 


عناصرهاء ونعني بذلك آننا نستطیع أن نركب عنصرین في الجموعة وربا بعدة 
طرق» كي نحصل على عنصر ثالث من هذه الجموعة. كا نفترض, بالاضافة إلى 
ذلك أن هذه العملیات الجبرية تخضع لقوانین محددة. والتي هي موضحة بصراحة با 
نسمیه بالسلیات أو الفرضیات العرفة للنظام . 


وعندئذ في هذا الوضع الجرد نحاول برهنة نظریات متعلقة بهذه البنى العامة 
املين دائا أنه عندما نطبق هذه النتائج على حالة خاصة فإنها ستضفي على هذه الحالة 
التی في متناول أيدينا وضوحا خوانب قد تخفى عند تناولنا دراستها من وجهة نظر 
حاصة. ذلك لأنناء عندئذ قد نكون مهتمين بتفاصيل قد لا تمت لموضوع الدراسة 


ونحب أن نؤكد أن للأنظمة الحرية والموضوعات التى تعرفها طابعا مألوفاء وأنها 
يب آن تبعق من خبرتنابامثلة متعددة كنا آنها يهب آن تکون غنية بنتائج مفيدة. إنه 
لا یمکن لأي إنسان أن يسرد مسلات قليلة ثم بستأنف دراسة الأنظمة الوصوفة على 
اساسها وهذا. صراحة. هو ما یفعله البعض. ولکن معظم الریاضیین یعتبرون هذه 
الحاولات ریاضیات غير مفيدة . 


إن سبب اختیارنا أنظمة للدراسة هو كونها حالة خاصة من بنی ظهرت مرة بعد 
مرة حیث لاحظ بعض الریاضیین آخبرا أن هذه الحالات الخاصة كانت بالفعل أمثلة 
خاصة لظاهرة عامة وكذلك وجود تشابه بين موضوعین ریاضیین مختلفين تماما ومن ثم 
قاد هذا إلى البحث عن أسباب هذا التشابه . وثمة مثال على هذه الظاهرة هو النظام 
الذي نعرفه اليوم بالزمرة. والذي بدأت دراسته في ناية القرن الثامن عشر وبداية 
القرن التاسع عشر» ولكنه ل یم بالشكل الذي هو عليه اليوم إلا في نهاية القرن 
التاسع عشر. إن البنى الحبرية التى ندرسها في الوقت اخاضر هي تلك التى اسست 
على قواعد متينة من دراسة حالات خاصة. وبقيت رغم مرور الزمن نظرا لاهمیتها 
ولذلك فلا يوجد شك من أحد من الرياضيين في اهمية الموضوع الأول الذي اخترناه 
للدراسة وهو موضوع الزمر. 


نظرية الزمر و 6 


(۲ - ۱) تعریف الزمرة 
من الستحسن أن نعيد إلى الذاكرة هنا ما نوقش في الفصل الأول . لقد عرفنا 
الجموعة (۸)5 بأنها محموعة التطبیقات الأحادية من الجموعة 5 على نفسها» حيث 5 
أية محموعة غير خالية . كذلك تعرفنا على حاصر ضرب التطبیقین © و من (4)5 ورمزنا 
له بالرمز :00 . كذلك یتضح ما سبقت دراسته في الفصل الأول أن عناصر (۸)5 قد 
حققت الخواص الاتية بالنسبة محاصل الضرب هذا: 
)١‏ لأى عنصرین م و في (۸)5 یکون 007 عنصرا في (۸)5 (ویمکن وصف هذا بقولنا 
إن (۸)5 مغلقة (10560ه) بالنسبة لعملية الضرت) . 
3( لأى ثلاثئة عناصر 0 و ۲ ولا 5 (8)5 یکون ©( 00) = (00)۲0 وتدعی هله 
العلاقة بالقانون التجميعي (Associative law)‏ . 
۳) يوجد عنصر خاص افي (5)ه يحقق العلاقة 100-0010 لكل 0 في (4)5 ومثل هذا 
العنصر يدعى بالعنصر المحايد (Identity element)‏ . 
)٤‏ لكل عنصر (068)5 يوجد عنصر في (8)5 يرمز له بالرمز ٠"‏ بحيث إن 
¡ = 0100 = 0001 . ويمكن وصف هذا بقولنا إنه يوجد لكل عنصر في (۸)8 
معكوس (©1076556) في (۸)5 . 


بقيت حقيقة أخرى. حول (۸)5 . هي أنه إذا كانت 5 تحتوي على ثلاثة 
عناصر فأكثر فإنه یمکننا إيجاد عنصرين (864)5 ,» بحيث يكون 086+8٥»‏ . إن 
هذه الحقيقة التى تخالف ما عهدناه سابقا في الرياضيات تجعل (8)5 تتمتع بصفة ۸ 
تقابلنا من قبل في غيرها . 


هذا المثال. كنموذج. نأي إلى التعريف الاتي : 


تعر يف 
يقال عن جموعة غير خالية © إنها زمرة (5نا810) إذا كانت توجد عملية ثنائیه 


معرفة على 6 تدعی حاصل الضرب ويرمز لها بالرمز "." بحيث تتحقق الشروط التالية : 


1 مواضیع في اج 


. إذا كان 2,560 فان 2.566 رالاغلاق‎ )١ 
إذا كان ۶06,ا,2 فان (.ط).دح»ء.(3.5) (قانون التجمیع)‎ ۳ 
یوجد عنصر ء ف 6 بحیث يكون 5 = ۰.5 = 2.6 لكل 240 روجود العنص‎ )۳ 


الحاید e‏ في 6 ) 
(٤‏ لکل عنصر هھ ف 0 يوجد عنصر ةلي 0 بحيث يكون 2.271<87.8<6 
(وجود معکوس لكل مهبم ف 6 ) 


وبالرجوع إل مصدر هذا التعریف نجد آله لیس غریبا آنه لابة مجموعة غير 
خالية 5 تکون الجموعة (4)5 زمرة . وهکذا فاننا قد وجدنا مصدرا غير محدود من الزمر 
الملموسة والشوقة . وسنری فيا بعد (في مبرهنة تنسب إلى كايلي (۷ع0۵۷۱) ) أن الزمر 
(۸)5 تکون عائلة عامة من الزمر. وإذا كانت 5 تحتوی على ثلائة عناصر أو أكش فإننا 
نعید إلى الذاكرة أنه بالامکان إيجاد عنصرین (0۲6۸)5 بحیث یکون 077۲00 وهذا 
يحثنا على أن نفرد نوعا خاصاء ولکنه بالغ الأهمية؛ من الزمر كا في التعریف التالي : 


تعريف 
يقال عن الزمر 6 نپا زمرة إبدالية أو ابلية )Abelian or Commutative)‏ إدا كان 
5-8 .3 لكل 3,560 . 


إن الزمرة التي ليست إبدالية تدعى » بالطبع. غير إبدالية . وحيث إننا قد رأينا 
أمثلة من هذه الزمرت لهذا نعلم أن الزمرة غير الابدالية موجودة بالفعل . 


إن عدد العناصر التى تحتوي عليها الزمرة © هو مميز اخر للزمرة وسنطلق عليه 
رتبة الزمرة 6 (6 04  )00۳06۲‏ ونرمز له بالرمز (0)6 . 


إن هذا العدد يكون أكثر أهمية عندما يكون منتهيا وفي تلك الحالة نطلق على 
الزمرة ۵ الزمرة المنتهية (مدامءع عانمز۳۴). إن الزمرة المنتهية غبر التافهة موجودة. لکی 


2 


تیه زیر ۷ 


نری ذلك یکفی أن نلااحظ أنه إذا كانت 5 مجموعة تحتوي على ١‏ من العناصر فان الزمرة 
A(S)‏ حتوی على ۱ من العناصر . زاس لك . 


إن هذا المثال ذا الاهمية البالغة يرمز له بالرمز ,5 في كل ما سيأتي في هذا الکتاب 
وسیدعی بزمرة التناظر (مناممع 6 من الدرجة 2 وق البند الاق سندرس 
بعنانه :5 والتی هي هي رمره ة غير إبدالية رتمتها 6 


(۲ - ۲) آمثلة على الزمر 
مثال (۱-۲-۲) 
لد 6 مموعة الاعداد الصحيحة ...,0,±1,±2 حيث نعني بالعملية 2.5 لكل 
6 عملية جمع الأعداد الصحيحة العادية. أى أن a‏ 


إن باستطاعة القارىء أن بتأکد وبسهولة أن نا هي زمرة إبدالية غير منتهية حيث 


يلعب العنصر 0 دور العنصر الحاید و -هو معکوس العنصر ۵ ۲ 


مثال (۲-۲-۲) 


لتکن 6 هي الجموعة التى تتکون من العددین الحقيقيين 1و 1- . عندئد تکون 
© زمرة ابدالية رتبتها 2 بالنسبة لعملية ضرب الأعداد الحقيقية. 


مثال (۲-۲-۲) 

لتكن ,0-5 . اي زمرة جميع التطبيقات الأحادية من المجموعة زو“ ,و“ ) على 
نفسها. عندئد فان ) زمرة رتبتها 6 بالنسبة لعملية تركيس التطبیقات التي عرفناها في 
الفصل الأول . الآن نحيد قليلة ودلك قبل الاستمرار فى هذا المثال. 


من أجل ترميز أدق» ليس فقط فى و5 بل فى ١‏ يه زمرق دعنا نعرف ما یل لأي 
عنصر )36 , 


1۸ مواضيع في اجحبر 


2 3 2 | 1-1 


02 = 1 و مهو 3 = 2 , 3.3 = 1 _ لا 


83 قوع انق =" 


۳۶ = (a"” , a” = (a ,..., ete 
ويمكن للقارىء التأكد من أن قوانين الأسس . سارية المفعول هناء وبعبارة أخرى,‎ 
: لأي عددين صحيحين 2,73 (موجبين أو سالبين أو صفرا) يكون‎ 


)1( 0 = "و3۳ 


2( عدو = ۳(۳ه) 


(تجدر الإشارة هنا 11 أنه ادا كانت 0 هي الزمرة الواردة ٤‏ الخال ( ات۱ ) فان a"‏ 
يعني 88 ) . 


دعنا الآن نعود إلى مثالنا ,5 ونفحصه عن کثب. مع وضع هذه الملاحظة نصب 
أعيننا. لنعتر التطبیق + العرف على المجموعة و× «یلا ,× کا يل : 


م +ع XK‏ 


بغ حدر :0 


22 ا 


ولنعتر كذلك او لتطبيق 


وآن 


۰. : 
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كا رل 10 
× ج ری 
إن من الواضح أن ب1. ± م.س وذلك لها لا ينقلان , »ال الصورة نفسها. ولا 
كان =٥‏ له » لذا فإنه يندج أن = ب . والان دعنا نری تأثر ۲۱.۵ على و باو ×. 
لا كان ”= "بو كان 


فإنه يكون لدينا 


۳ ۵ Ta, 

۷ 
وبعبارة آخری .۰۷ = ۵.۷۷ . لنعتمم العناصر ل.ل ,۵.۷۷ ,ص ,6,۰۷ . إن هذه 
العناصر جميعها مختلفة وتنتمي إلى 6 (لأن 6 مغلقة) التى تحتوي على 6 عناصر فقط . 
وعلیه فان هذه القائمة تضم جمیع عناصر 6 . وربا يسأل ٍنسان» على سبیل المثال. 
ما هو العنصر الذي يقابل (ب۷)9.1 في هذه القائمة؟ والجواب على ذلك هو أنه 
باستخدام العلاقة ".دض نجد أن 

و = e.‏ = ب y.(y'.p) = (y.y)‏ > (۵.1۲). 1۲ 
وثمة عبارة أخرى ذات أهمية هی العبارة : 
Y‏ = بع = 02۰۲ = (بدة).ن = p(y")‏ = زو ).م = ((۲.۵) ۰ = (ه.بم)-(باده) 
(لا ينبغي. للقارىء هنا أن يتخوف من هذه السلسلة المملة والطويلة من 

التساویات . إنها ستكون المرة الأخيرة التي نتطرق بها إلى مثل هذه الأمور) . وباستخدام 
الطريقة نفسهاء كالتى وأا يستطيع القارىء أن بحسب حواصل الضرب الخمسة 
والعشرین. والتي لا تشمل العنصر المحايد © » والتى سيرد بعضا منها في المسائل . 


0١‏ مواضيع في الجبر 


)٤-۲-۲( مثال‎ 

لنفرض أن « هو أي عدد صحيح » سنکون الآن زمرة رتبتها ‏ كا يلي : إن 6 
تک ون من جميع الرموز او سوق اتاد حیث نفرض أن عدفوساو 
و "لجع إذا كان «کز+ز و 22-2 إذا كان «<ز+1 . 


ر نگ للقاریء التأکد من آن هده زمره . وهده الزمرة يطلق عليها الزمرة 
)٤-۲-۲(‏ هو ک) يلي : 


بزاوية قدرها کے عندئذ (6۸)5 0 کذلك فان ویولد زمرة رتبتها «عناصرها هی : 
11 5 


i‏ لوزيهيع) 


مثال (۵-۲-۲) 


لتكن 5 هي مجموعة الأعداد الصحیحة كال معتاد. لنفرض أن (۸)5 هی مجموعة 
التطبيقات الأحادية من 5 على نفسها . 


کذلك . لتكن 6 هی يجموعة كل العناصر في (۸)5 التی محرك عددا منتهيا فقط 
من عناصر 5 . بعبارة ای 0 إذا وفقط إذا كانت الما [(03 :65 <) 
منتهية . ليكن 0.1 هو حاصل ضرب العنصرين 2,5 في 6 اللذين ينتميان بطبيعة الحال 
إلى (۸)5 . إننا ندعي أن 0 زمرة بالنسبة لهذه العملية. 


۸ لاثبات ذلك أولاء وقبل کل شبیء إذا كان ٠,۲٤6‏ فان كلا منبا محرك عددا 
منتهيا من العناصر فى 5 5 وبالتای فانه بامکان ٦‏ مر يك تلك العناصر من 5 » والتي 
حرکه | عل الأقل E‏ العنصرين 0 و ۲ . وعليه فان ۲ مرك عددا منتهيا من 


عناصر 5 » وهذا یعنی أن ٠.۲٤6‏ . إن العنصر الحاید ذفي (۸)5 لا حرك أي عنصر 


نظریه الزمر ۱ 


محققا في (4)5 . فانه کذلك محقق بالنسبة لعناصر 6 . 


وأخيرا إذا كان 566 وکان ×+"ه× » أي. لعنصر ما × في 5 . فان 
00( 20 ) « أي 00(x0‏ )× ۰ وهذ| يعنى صراحة أن 6« . بعبارة أخرى. يدل 
هذا على أن '» يحرك تلك العناصر من 5 والتى حرکها 5 وحيث إن » يحرك عددا منتهيا 
من العناصر في 5 ۰ لذلك فإن هذا صحيح بالنسبة للعنصر "0 وبالتالى فان "يجب 
آن يسمي ال 0 . 


لقد بيا الآن أن 6 تحقق السلیات الأربعة الأساسية التی تُعَرّف الزمرة وذلك 
بالنسبة للعملية الى عیناها. وهكذا فان 6 زمرة. إن على القارىء التحقق من أن 
6 غير منتهية وغير إبدالية . 


+ مثال (۲-۲-۲) 


لتكن 6 هي مجموعة المصفوفات (؛) من النوع 22 على مجموعة الأعداد 
الحقيقية بحيث إن 30-0070 . لنعرف على 6 عملية. هى عملية ضرب المصفوفات. 


ای 
ی /W XK aw+tby‏ اط a‏ 
,002 الا - 1 cC‏ 


إنه من الواضح أن عناصر هذه المصفوفة من النوع 2×2 هی أعداد حقيقية . 
لكي نثبت أن هذه المصفوفة تنتمى إلى 6 » علينا أن تثبت أن 
(aw + 0۷ () + dz) - (ax + bz)(cw + dy) 0‏ 


(إن هذه هى العلاقة الطلوبة بين عناصر المصفوفة لكى نجعلها تنتمي إلى 6 ) . 


۲ مواضيع في ابر 
بحسابات مختصرة یتضح أن : 

(aw+by)(cx+dz)-(ax+tbz)(cw+dy)= (ad-bc)(wz-xy) #0‏ 
لأن كلا من المصفوفتين (20) و (*”) تنتمي إلى © . إن قانون التجميع محقق بالنسبة 
لعملية ضرب المصفوفات. وبالتالي فهو محقق بالنسبة إلى 6 . كا أن العنصر 
(5)-1 ينتمي إلى 6 . لأن 1.1-0.0-10 ۰ وفضلا عن ذلك» فان القارىء يعلم أن 
الصفوفة 1 تقوم بدور العنصر المحايد بالنسبة للعملية المعرفة على 6 وباستطاعته التحقق 
من ذلك 


وأخيرا إذا كان 66 (25) فإنه يكون للمصفوفة 





/ _ ۵ مس‎ 
201-6 201-6 
2 a 
ad-bc 320-6 





معنی » وذلك لأن 0 20-67 وبالاضافة إلى ذلك 


1 _ 820-06 _ ۱ 4 لع ما E N‏ 
7۴0 20-6 20-00(۳) که 20-6 | | 20106 || 20-06 ۱ 


۳ 


وبالتالي فإن الصفوفة 


0 -0 


۳ ۳ 
20-6 201-0 


تنتمی إلى © . کذلك فان حسابا بسیطا یثبت أن : 


نظرية الزمر ۳ 


` -b d -b 
2 201-60 30-6 /1 0 320-6 30-6 > 
ê 2 <0 1F ۱ c d 
له 3 به‎ _ 32 
20-60 201-6 201-6 20-60 





اي أن هذا العنصر هو معکوس العنصر (5*) . وباختصار فان 6 زمرة. ومن السهل 


التحقق من آنها غير منتهية وغير |بدالية کذلك . 


+ مثال (۷-۲-۲) 

لتکن 6 هي مجموعة کل الصفوفات (20) من النوع 2×2 على مجموعة 
الأعداد الحقيقية بحیث إن 0-06-1: . ولنعرف على 6 عملية ضرب الصفوفات 
الواردة في المثال (۲-۲-). سنترك للقارىء التحقق من أن 6 زمرت وأنها فى الحقيقة 
غير منتهية وغير إبدالية . 


نلاحظ من الشالین (1-۲-۲) و(۷-۲۷-۲) أن الزمرة في الثال (۷-۲-۲) هي 
مجموعه جرئية من الزمرة في المثال (۰)1-۲-۲ بل یمکن القول آکثر من ذلك. فبالنسبة 
للعملية نفسها نجد أن الزمرة الواردة في المثال (۷-۲-۲) تکون زمرة بحد ذاتها. ویمکن 
وصف هذا الوضع بان نقول إن الزمرة في الثال (۷-۲-۲) زمرة جرئية (Subgroup)‏ 
من الزمرة الواردة في المثال (۲-۲-). وسنتطرق في بعد. بشکل أوسع. إلى مفهوم 
الزمرة احزئية . 


+ مثال (۸-۲-۲) 

لتکن 6 هی مجموعة الصفوفات (29) من النوع 2×2 حیث إن 9,۵ 
عددان حقیقیان ليس كلاهما صفرا. (نستطیم أن نعير عن هذا بقولنا إن 
0+ ) . باستخدام العملية نفسها العرفة في المثالين السابقين یمکننا أن نثبت» 
وبسهولة. أن 6 زمرة إبدالية غير منتهية . هل تذكرك عملية الضرب المعرفة على 6 بأى 


شی ۲۶ 


o4‏ مواضيع في اجخبر 


کشت 0 )على الصيغة [21+0 حيث 3 ۱ )<[ ۰ ثم اچسب الضرب بدلاله 


)٩-۲-۲( مثال‎ + 

لتکن 6 هی مجموعة كل الصفوفات (*) من النوع 2×2 ۰ حيث ,0,6,9 أعداد 
صحيحة فياس م » ۲ عدد أولى» 20-۲0 . لنعرف الضرب في 6 كما فعلنا في الثال 
(1-۲-1)» اخذين بعين الاعتبار أن الضرب والجمع لعناصر 
المصفوفة هو بالنسبة لقياس العدد الأولى م . سنترك للقارىء التحقق من أن 6 
زمرة منتهية » وغير إبدالية . 


والآن e‏ كم عدد عناصر الزمرة ENE‏ رسأ تسیز القارىء بالحالاات الخاصة 
[تنبيه! 6 تحتوى على 48 عنصرا عندما 3-م ] إن الحواب في الحالة العامة يتطلب 
معلومات لا مدنا عرضها ٤‏ هد | السياق ولعل القارىء رب حل هذه السألة 


(۲ -۳۰) بعض التمهيدات الأولية 
لقد تطرقنا قلیلا إلى نظرية الزمرء ولکن حتی الآن لم نبرهن حقيقة واحدة حوفا . 
لقد حان الوقت الان لعمل ذلك . إنه» على الرغم» من آن التانج الاو التي سنبرهتا 
ليست مشوقة (بل اا ی الحقيقة نة نويا ما لعنبا مع ذلك مفيدة جدا إذ أن 
تعلم حروف اشجاء لم يكن الجزء ء الشوق من تخل حلال طفرلها». ولکن بعدما تعلمنا 
ذلك انزاحت من آمامنا العقبات وبدت الأمور آکثر تشویقا. 


ونبدأ بما يلي : 


تمهيدية (۱-۳-۲) 
ادا كانت 6 زمرة فان : 
(١ع)‏ العنصر المحايد ق 6 وحيد . 


نظرية الزمر ۵ 


(ب) لكل عنصر 3 في 6 یوجد معکوس وحید . 
(ج) لكل عنصر 2 ي 0 یکون «-() . 
([ ۵ لکل 1 0 يكون "وو 


الرهان 

قد يكون من الستحسن. وقبل أن نبدأ البرهان. أن نرى ما هو الشىء الذى 
نريد برهانه . في الجزء (ا) نريد إثبات أنه إذا كان العنصران ٤,٠‏ في 6 يتمتعان بالخاصة 
وهى أنه إذا گان لكل 3 8 0 ۰ 228۵.026.8<29.121.۵ فان =f‏ . وق اء (ب) 
يوق هدفنا [ثبات أنه إذا كان 822.7-6.: و ۷.۵22.۷6 . جميع العناصر <,لا و 2۵ 
في © فان ر=× . 


لنعتير أولا اء زا لا كان 28 لكل ي 0 عندئل وبصوره خاصة . 
۰.21 . ومن ناحية آخری. لما كان طا=۴.ط لكل ا فى 6 . لذلك يكون لدينا 8-6 


بدلا من برهان فقرة (ب)» سنبرهن نتيجة أقوى منهاء والتی تكون فقرة (ا) 
بطبيعة اطحال. حالة خاصه منپا. لنفرض أن 2.16 و 2.1<6 حيث 360 . عندئذ من 
الواضح أن «نه-».ه . لتجعل هذه هي نقطة البداية بالنسبة لناء ویمعنی آخر 
لنفرض أن /ا.3.8-2 حيث 4,×,/66 . عندئد يوجد 066 بحيث یکول 6.8-6 (خد 
علمنا يمكن وجود عدة عناصر مثل هذا العنصر) وهكذا نجد (ل.ه).ط=(×.4).ط 
واستنادا إلى قانون التجميع نجد أن : 

لا > ۶.۷ = (b.a).x = b.(a.x) = b.(a.y) = (b.a).y‏ = 6.۷ = ۲ 
لقد برهناء في الواقع أنه إذا كان ر.ه=×.ة في الزمرة 6 فان هذا یقتضی أن يكون ر=». 


وبالمثل يمكن برهان أنه إذا كان 4.ر=ه.× فان رح . وهذا يعني أننا يمكن أن 


2 مواضيع في الجبر 


ا اه أن نستلتح أنه إذا كان ۸.<۷.۵ فان هذا يقتضى أن بو <ير. لأنه لیس لدينا 
یه طريقة لمعرفة ما [دا كان 2.2.2 . یمکن توصیح ذلك بمثال من ٩,‏ حيث 4<ه 
و ۷و ۷-۷۲ . 


إن فقرة (ج) تنتج من هذا وذلك بملاحظة أن 2۱.)3(۱<۵-8.۵ 
وباختزال *ه من الیسار یبقی لدینا 337(3-8) . إن هذا هو القابل فى الزمر للنتيجة 
المألوفة 5-(5-)- مثلا في زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع . 


إن فقرة (د) هی آکثر الفقرات بساطة لاأنه 
= 6" = (2.)6.87 ع< (2.))0.9(.2 < وو “قل زط 
ومن تعريف المعكوس ينتج أن 7 = "(.). نورد في التمهيدية الآتية بعض النتائج 
المهمة الى حصلنا عليها من البرهان . 


مهيدية (۲-۳-۲) 

لنفرض أن ۵,60 » عندئذ يكون للمعادلتين ا=×.ة و -2.:وحلول وحيدة في 
6 . وبصورة خاصة فإن قانوني الاختزال (Cancellation laws)‏ وهما 
إذا كان 2.۷ = ن.ة فإن هذا يقتضى أن يكون w=ں‏ » وإذا كان ۷.۵ = 3.ن فان هذا 
یقتضی أن يكون w=ں‏ متحققان ف ۱ 


إن تماصیل برهان هذه التمهيدية متروك للقار ی ۱ 


هس اقا 
١‏ - بين فيا إذا كانت الأنظمة الآتية زمرا أم لا؟ وإذا لم تكن كذلك فحدد مسلمة 
الزمرة التي لم تتحقق . 
)١‏ ©هى مجموعة الأعداد الصحيحة. ا-ة=.ه . 
ب) 0 ۴ تجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة واه > .2 . أي أن العملة هنا 
هي سای شرن الأعداد الصحيحة . 


5+ 
¥ 


نظرية الزمر 5۷ 


ج) 6 هي المجموعة 8۰ م2 حيث 4= :2.8 إذا كان 7>ز+: وإذا كان 
27 فان بربه = 2.2 (علی سبیل الثال» يه روبية-ية.ية » لان 
9-7 4+5 . 

د) 0 هي غسوعة الاعداد النسيةء حيث یکون الممام عددا فرديا 
و ا+4.(=4 هي عملية جمع الأعداد النسبية العادية . 

آثبت آنه ادا كانت 6 إبدالية فانه لكل a,b€G‏ « ولأى عدد صححيح ١‏ 

یکون *۵۳.0<-2.0(۳) . 

إذا كانت 6 زمرة تحقق الشرط 2.0(2-82.62) لكل ۵ ۰ طا فی 6 ۰ فأثبت أن 6 يجب 

أن تكون إبدالية . 


- إذا كانت 6 زمرة وكان أط.ة='(ط.4) من أجل ثلاث قيم صحيحة متتالية للعدد ¡ 


ولكل 3,ط فى 6 . فأثبت أن 6 إبدالية . 

أثبت أن الاستنتاج الوارد في المسألة ٤‏ لا يمكن أن يتحقق إذا افترضنا أن 
العلاقة أم.أه-'(3.0) محققة من أجل قيمتين صحيحتين متتاليتين فقط للعدد ز . 
أورد مثالا من الزمرة ,5 لعنصرين ۷,5 بحيث يكون Ey‏ 

أثبت أنه يوجد أربعة عناصر فى الزمرة ,5 تحقق الشرط ۲2-6 وثلاثة عناصر تحقق 
الشرط ۷-6 

إذا كانت 6 زمرة منتهية فاثبت أنه يوجد عدد صحيح موجب 7 بحيث يكون 
226 لكل ه في 6 . 

۱) إذاكانت 6 تحتوى ثلاث عناصر فاثبت أن 6 إبدالية . 

ب) إذا كانت 6 تحتوى على أربعة عناصر فأثبت أن 6 إبدالية . 
۳۳ إذا كانت 6 تحتوی على خمسة عناصر فأثبت أن 6 إبدالية . 

د. أك أنه | إذا كان کل عنصر في الزمرة 6 هو معکوس نفسه فان 6 ابدالية . 


6“ زین أنه ادا كانت رتبة الزمرة 6 عددا زوجيا فان ۵ حتوی على عنصر ۾ . 


#6 يحقق الشرط 32-6 


۲ ادا كانت 0 مجموعة غير خالیه وكانت مغلقة بالنسبة لقانون التركيب التجمیعی ‏ 


وحققت بالإضافة إلى ذلك مايل : 


۵۸ 
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۹ 


مواضيع في بمب 


أ( يوجد عنصر e‏ في © بحيث يكون 2.622 لكل 2663 . 
ب) إذا كان 366 فانه يوجد عنصر 3(66)ز بحيث يحون 
2.۷)2(<6 . 
آثبت أن 6 يجب أن تکون زمرة بالنسبة لهذا الترکیب . 
آورد مثالا تثبت فيه أن الاستنتاج الوارد في المسألة السابقة یکون غير صحیح إذا 
)١‏ یوجد عنصر ۲6ء بحيث یکون 2.622 لكل 240 . 
ب( ادا كان 260 عندئد بوجد 6)6 (۷)۵ بحيث یکو ن ع>3(.3)لا . 
على افتراض أن المجموعة المنتهية 6 مغلقة بالنسبة للضرب التجميعي وأن قانوني 
الاختزال محققان في 6 . أثبت أن 6 يجب أن تكون زمرة. 
)١‏ باستخدام نتيجة المسألة (۱4) أثبت أن الأعداد الصحيحة غير الصفرية 
فياس م » ححيث ۲ عدد أولى» تؤلف زمرة بالنسة لعملية الضرب قياس ۳. 
ب) طبق الجزء (۱) على الاعداد الصحيحة غير الصفرية والأولية بالنسبة إلى 
أورد مثالا توضح فيه أنه إذا كان أحد قانونى الاختزال محققا فإنه ليس ضروريا 
أن تكون ت) زمرة . 
أثبت أنه بالنسبة إلى المسألة )١4(‏ يوجد عدد غير نهائى من الأمثلةء التى تحقق 
الشرطين ولكنها ليست زمرا . 
کون زمرة غير إبدالية رتبتها 20 » لاي عدد » 2<<2 (تلميح : طبق فكرة 
العللاقات الواردة 5 5( 5 
اقا خانت 8 دبع عقلقة بالنسة اسان مس ات أنه مها جحت 
العناصر ,3,....,ة ,2 في آقواس مع الاحتفاظ بترتیب العناصر فانك تحصل على 
الحتصر نفسمه من 5 (أي أن : ((وق.بة)ءية).,3 = (يقءبة).(ية:بة) استخدام 
الاستقراء الرياضى على 2). 


نظرية الزمر ۹ 


+ ۲۰ - لتكن 6 مجموعة المصفوفات (؛) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد الحقيقية. 
بحيث إن 20-0030 عدد نسبي . ایت أن 0 زمرة بالنسبة لعملية صرب 
المصفوفات . 

+ ۲۱- لتكن 6 هي مجموعة كل المصفوفات (775) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الحقيقية بحيث إن 200 ۰ أثبت أن 6 زمرة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
هل 6 إبدالية؟ 


+ ۲۲ - لتكن 6 هي مجموعة المصفوفات (1) من النوع 2×2 حيث ۵ عدد حقیقی لا 
يساوي الصفر. أثبت أن 6 زمرة إبدالية بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
+ ۲۳ _ في الزمرة الواردة في المسألة (۲۱) کون زمرة جزئية رتبتها 4 . 
# :۲ - لتكن 6 هی مجموعة كل الصفوفات (25) من النوع 2×2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس 2 بحيث إن 20060 أثبت أن 6 زمرة رتبتها 6 » بالنسبة 
+ ۱-۲۵) لتكن ۵ هی زمرة كل المصفوفات 6 من النوع 2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس 3 بحيث إن 2060 . أثبت أن 48-(0)6 . بالنسبة 
ب) إذا غترنا الشرط وعدءط-80 الوارد في الجزء )١(‏ إلى 0-6-1 فا هى (0)6 ؟ 
4 ۸2۲ لتکن 6 هي زمرة كل المصفوفات (25) من النوع 2 على مجموعة الأعداد 
الصحيحة قياس م » حيث م عدد أولى بحیث إن 2100۶0 أثبت أن 6 
تكون زمرة بالنسبة لعملية ضرب الصفوفات . ما هي رتبة 6 ؟ 
ب) لتكن 51 هي الزمرة الجزئية من الزمرة 6 الواردة في الجزء (ا) والمعرفة 
کا ی : 
ad-be=1}‏ | 0 > (۶۲)) < ۲۲ 


عندئذ ما هی رتبة 11 ؟ 


.1 مواضيع في الجر 


(۲ - ؟) الزمر احرئية 
نود قبل استثناف دراسة الزمر أن نغير بعض الرموز قلیلا. إن الابقاء على 
استخدام الرمز «.» لعملية الضرب غير عملي » وعلیه فإننا سنتخلی عنه» وعوضا عن 
كتابة العنصر 3.6 لكل 5,ة فى 6 فاننا سنکتب هذا الضرب ببساطة على الصورة 86 . 


وعموما فإننا لن تم بمجموعات جزئية اختيارية من زمرة 6 لأن تلك 
المجموعات لا تعكس الحقيقة التى تنص على أن للزمرة 6 بنية جيرية مفروضة علیها. 
وأا كانت الجموعات امحزئية الى نعت,ها فاا ستکون تلك الجموعات الز ودة 
بخواص جبریه مشتقه من خواص ‏ . إن هذا یقودنا إلى التعریف التالي . 
تعر یف 

يقال عن الجموعه ا حزئية غير اخالیه 14 من الزمرة © [نبا زمرة جزئية من 6 إذا 
كانت ۲ نفسها زمرة بالنسبة للضرب العرف على 6 .3 

إن اللاحظة الاتية واضحة وهی أنه إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و K‏ زمرة 
جزئیه من 11 فان × زمرة جزئية من 6 . 


قد یکون من الفید أحيانا أن يوجد معیار لتقریر ما إذا كانت مجموعة جزئية من 
زمرة هي زمرة جزئية . إن هذا هو ادف من التمهيدية الاتية . 


تهيدية (۱-4-۲) 

تکون الجموعة ا جزئية غير ا خالية 4[ من الزمرة © زمرة جزئية إذا وفقط إذا تحقق 
الشرطان : 

)ا( ادا كان 2,7 فان ab€H‏ . 

(ب) إذا كان 2611 فان 31628 . 


نظرية الزمر ۱" 


الرهان 
من الواضح أنه إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 فان الشرطين (۰)۱ (ب) محققان . 


ومن ناحية آخری. لنفرض أن 11 مجموعة جزئية من 6 تحقق الشرطين () 
(ب). إن كل ما نحتاجه للرهنة على أن 11 زمرة جزئية هو التحقق من أن 611 وأن 
قانون التجميع ساري المفعول بالنسبة لعناصر ]1 . لما كان فانون التجميع محقفا 
لعناصر الزمرة 6 » لذلك فإنه أيضا محقق بالنسبة ل ]1 التي هي مجموعة جزئية من 6. 
إذا كان 3654 فإنه من الشرط الثاني 21611 وباستخدام الشرط الأول فإنه 614 "هه 


وهذا ينب برهان التمهيدية . 


وفى الحالة الخاصة عندما تكون 6 منتهية فان الوضع يصبح أبسط كثيرا» حيث 
إنه من الممكن الاستغناء عن الشرط الثاني . 


عهیدیه (۲--۲) 
إذا كانت ۲۷ جموعة جزئية منتهية وغير خالية من زمرة 6 وکانت 11مغلقة بالنسبه 


للضرب فان 11 زمرة جزئيه من © . 


المرهان 

على ضوء التمهيدية (۱-4-۲) سنحتاج فقط إلى إثبات أنه عندما يكون 3611 
فان 337613 . لنفرض أن 214 عندئذ a =a .a€H şa” =aaH‏ و.... وترع”ع 
وذلك لأن 11 مغلقة وبالتالى فإن المجموعة غير المنتهية من العناصر ةل بك 
وأن تقع في 14 التي هي مجموعة جزئية منتهية من 6 . وبالتالي فإنه لابد وأن يوجد تكرار 
5 هذه المجموعة من العناصر. بمعنى أنه ادا كان :,5 عددين صحيحين و۲<5<0 
فان a=‏ . ووفقا لقانون الاختزال في 6 نجد 2۳٩-6‏ . (وعليه فان 611 )› ولا كان 
2-5-1<0ء لذلك فان برع او كذلك فان 1"و= "ولان ء= =a"‏ "هه . وهكذا 
فان 21613 وبذلك نكون قد آنهینا إثبات التمهيدية . 


1۲ مواضيع في الجبر 


إن هذه التمهيدية تفيد بأنه لكي نتحقق من أن مجموعة جزئية من زمرة منتهية 
هى زمرة جزئية علينا أن نرى ما إذا كانت مغلقة بالنسبة لعملية الضرب أم لا. 
لعلناء نرى الآن بعض الزمر وبعض الزمر الجزئية فيها. إن الزمرة 6 هي دائما 
زمرة جزئیه من نفسهاء. كذلك فان | لمجموعة المكونة من العنصر الحاید 6 هی زمرة 
جزئية من 6 . إن أيا من هاتين الزمرتين ليست بذات أهمية في دراسة الزمر الجحزئية, 
وعلى ذلك فإننا سنصفهی بالزمرتين الجزئيتين التافهتین. كما سنطلق على الزمر الحزئية 
الواقعة بين هاتين الزمرتين المتطرفتين اسم الزمر الحزئية غير التافهة » والتى ستكون أكثر 
أهمية ک| سنری الان. 


مثال (۱-4-۲) 
لنفرض أن 0 هی زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجميع وأن 11 هی 
الجموعة الجزئية المكونة من مضاعفات العدد 5 . على القاریء التأکد من أن 14 زمرة 


إنه لا يوجد هنا شیء غير عادی بسبب اختیار العدد 5 . وبالئل یمکننا تعریف 
الزمرة ابزئية ,14 بأنها تلك الجموعة رة مرن © الكونة مرن مضاعفات العدد « . 
عندئد تکون ,4 زمرة جزئية لكل ۰ . ماذا یمکن للمرء أن يقول عن ,011 11؟ إن 
من الحكمة تجربتها في حالة ,81,011 . 


مثال (7-4-7) 
لتكن 5 أية مجموعة و (۸)5 زمرة التطبيقات الأحادية من 5 على نفسها بالنسة 
لعملية تركيب التطبيقات . 


ولنفرض أن [ر×=ض× | (068)5)-11)50 حيث 5>,« عندئذ تكون 
(-)11 زمرة جزئية من (۸)5 . إذا كان 65,* ۰ مر فإننا نعرف بالمثل 
(,*)1 . ما هو H(xٍ)0^H(<x,)‏ ؟. 


نظرية الزمر 1۳ 


مثال (7-4-7) 
لنغفرض أن 6 أية زمرة و 366 وأن : 
و ,1عبن د | و۱ ع (و) 
عندئذ تکون (ه) زمرة جزئية من 6 (تحقق من ذلك). |نها تدعی الزمرة الجزئية 
الدورية الولدة بالعنصر ۵ . 
إن هذا الشال یزودنا بطرق للحصول على زمر جزئية من الزمرة 6 . وإذا كانت 
(6=)3 لعنصر ما ه في 6 فانه يطلق على 6 فى هذه الحالة اسم الزمرة الدوريت إن هذه 
الزمرة مهمة إذ أنها تلعب دورا كبيرا في نظرية الزمر» وبخاصة في ذلك الجزء من النظرية 
الذي يعالج الزمر الإبدالية» وبالناسبة. فان الزمر الدورية هي إبدالية ولكن العكس 


مثال (5-4-7) 

لنفرض أن 6 زمرة. وأن ۷ مجموعة جزئية منهاء وأن (۷) هي تلك المجموعة 
الحزئية من 6 والمكونة من العناصر التي يمكن كتابتها على صيغة حاصل ضرب عناصر 
من ۷ مرفوعة إلى قوى صحيحة موجبة أو سالبة أو صفرا. عندئذ يطلق على (/18) اسم 
الزمرة الحزئية من © المولدة ب ۷ وهی أصغر زمرة جزئية من 6 تحوى ¥ . إن (۷) . 
في الواقع» هي تقاطع جميع الزمر الجزئية من 6 التي تحوى ۷ (إن هذا التقاطع ليس 
خاليا لأن © نفسها زمرة جزئية من 6 التي تحتوى ۷) . 


مثال (0-5-7) 
لتكن © هي زمرة الأعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب ولتكن 
3 هی مجموعة الأعداد النسبية الوجبة . عندئذ تكون !۲ زمرة جزئية من 6 . 


مثال (۲-4-۲) 
لتكن 6 هی زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع ولتكن 11 هى مجموعة 
كل الأعداد الصحيحة . عندئذ تكون 1 زمرة جزئية من © . 


0 مواضيع في اخبر 


+ مثال (۲--۷) 

لتکن 6 هي زمرة الصفوفات (5) من النوع 2×2 على مجموعة الاعداد 
الحقيقية حيث 20-0070 بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات ولتکن 
(0|2070 > (۶)) < ۲۲ » عندئذ تکون 11 زمرة جزئية من 6 ویمکن التحقق من ذلك 
فلا 


+ مثال (۸-4-۲) 
لتکن 11 هی الزمرة العرفة في المثال (۷-4-۲) ولتکن K=))(((‏ ۰ عندئذ تکون 
۴ زمرة جزئیه من 11 . 


)٩-4-۲( مثال‎ 

لتکن 6 هی زمرة كل الأعداد المركبة غير الصفرية من الصيغة +2 (حیث 0,8 
اعداد حقيقية لست كلها آصفارا) وذلك بالنسبة لعملية الضرب ولتکن 
H=)a+ bi | +b =1‏ ۰ أثبت أن 11 زمرة جزئية من 6 . 


تعر يف 
لك . 6 زمرة و 11 زمره جزلیه من ) 5 ولنفرض أن 60 2,6 4 نقول ان 2 
بطابق 8 قياس 11 ونكتب ۲7 a=b mod‏ ادا كان 617 207 . 


مهیدیه (۲-6-۲) 
إن العلاقة 14 0۵(« > هى علاقة تکافو. 


المرهان 
بالرجوع إلى الفصل الأول نجد أنه لكي نبرهن على التمهيدية )۴-٤-۲(‏ يجب 


علينا تحقيق الشروط الثلاثة الآتية لكل 66ع,3,5 : 
)١‏ 04۳۲۲ 2 2 4 


نظرية الزمر و" 


9 > a mod H فان‎ a > b mod 11 ادا كان‎ ۲ 
a = e mod 2 ا فان‎ = c mod H و‎ 2 = b mod H إذا كان‎ (۳ 


دعنا الآن نتحقق من کل شرط من هذه الشر وط على انفراد. 

)١‏ لكي نثبت أن 9770011 = 2 . يجب علینا أن نبرهن. وذلك باستخدام تعریف 
التطابق قياس ۲ أن 21614 . لا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و 68ء » ولا 
كان 22-6 لذلك نجد أن 22۱611 . وهذا هو الطلوت ائاته . 

۲ لنفرض أن 32070011 . آی لنفرض أن 2061 ونرید أن نثبت أن 
=a mod 1۷‏ أو بعبارة أخرى. أن (2۱6۲. لا كان ۵9614 . ولا كانت ۲۲ 
زمره جرزئیف. لدلك فان 201(۲6۲۲). ولکن من التمهیدیه (۱-۳-۲) 
او ۱(۱<)9۱(۵۱<۵ط )a‏ وبالتالی 92۱6۲۷ أي أن b=a mod H‏ . 

۳) بقی علینا برهان أنه إذا كان 11 mod Hy a=b mod‏ معط فان ۲۷ mod‏ م22 . 
9 التطابق الأول والثانی نحصل على 206۲۲ و 6۲1" على الترتیب . 
وحيث إن 11 زمرة جزئية من 6 . لذلك نجد أن : 
(ab ()0(61۷‏ ومع دلك (أءط)(-ط aec1=a(b'b)c1=)a‏ -1» ه وبالتای نجد 
أن آ اعو آی أن a=c mod H‏ 

إن هذا يؤكد أن علاقة التطابق قياس !۲ هی علاقة تكافؤ وعلیه فننا سنوظف 
جميع النتائج المتعلقة بعلاقات التكافؤ والتى تعرفنا عليها في الباب الأول في دراسة هذه 

العلاقة الخاصة . 





بقيت كلمة قصيرة حول الرمز الذى استخدمناه. إذا كان 6 هی زمرة الأعداد 
الصحيحة بالنسبة لعملية ابحمع وکانت ,لاسكا الزمرة ابلزئية من 0 الکونة من 
مضاعفات العدد ۰ . فان العلاقة ,۲۱ لهم 220 أي ,2016۲1 تعنی بالنسبة لعملية 
الجمع هنا أن 2-0 هو مضاعف للعدد 7 وهذا هو التطابق قياس ۲ العادي والمعرف ف 
نظرية الأعداد. 


11 مواضيع في الجبر 


وبعبارة آخری. إن العلاقة التى عرفناها باستخدام زمرة جزئية من زمرة ماء ما 
هی الا تعمیم لعلاقة مألوفة في زمرة ألفناها من قبل . 


چ 


i 


تعر يف 
اد كانت H‏ زمرة جزئية من ) و ب) 2 فإن المجموعة {hah EH)‏ <112 تسمی 
بالجموعة ا مشاركة الیمنی ل 11 في 6 . 


تمهيدية (5-4-7) 
لكل 6 © 2 يكون 


Ha= ] و0‎ =x mod H} 


الرهان 
لنفرض أن 3 =x mod‏ 60|2) -[3] » ونثبت أولا أن HaC]a[‏ . 


لذلك» إذا كان 611 ط فان ۱6۲۲ظ = (1 1" )جع (عط)ه لأن 11 زمرة جزئية من 6. 
وهذا یقتضی. استنادا إلى تعريف التطابق قياس 11 أن []626ط لكل 


7[ وعليه فان HaC]a[‏ . 


للفرض: الآن. أن [2]»* .» عندئذ یکون 21611 وبالتال یکون 
تزع )a×'(' =x‏ وهدا يعنى أن ط-1:ه: حيث 2611 . بضرب الطرفين من اليمين 
بالعنصر ج نجد أن 8ط -» آي أن » 8a‏ )× ويترتب على ذلك أن 113 3[2] . وهکذا 
نکون قد برهنا على الاحتوائين 118-[3] و [3] 113 » ومن ذلك نستنتج أن 118 -[2] ما 
ينهي الرهان. 


ووفقا لاصطلاح الفصل الأول فإن [a]‏ ومثله 2 هو فصل تحافو العنصر 
ه في 6 . واستنادا إلى مبرهنة (۱-۱-۱) فإن فصول التكافؤ هذه تقتضي محليل 6 إلى 


نظرية الزمر ۷ 


إننا ندعي الآن وجود تقابل بين أي مجموعتين مشاركتين يمنيين 112 وط 
لفق 0. بعبارة آخری» نقابل العنصر ۱26112 لأى عنصر 2611 . بالعنصر 
۱ ص 
۵ . إنه من الواضح أن هذا التطبیق غامر. ونثبت الآن أنه احادی كما یل : 


إذا كان طرط -طرط حيث ۷,611 ,رط فانه وفقا لقانون الاختزال في 6 نجد أن 
حرط > أى أن ره . إن هذا يثبت التمهيدية الآثية. 


تمهيدية (0-4-7) 
يوجد تقابل بين أي جموعتين مشاركتين يمينيتين ل "اف © . 


عندما تكون 11 زمرة منتهية فان للتمهيدية (25-5-7) فائدة كبرى لأنها تنص على 
أن أي مجموعتين مشاركتين يمنيين ل1 في 6 تحتويان على العدد نفسه من العناصر. 
ولكن كم عنصرا يمكن أن تحتويه المجموعة المشاركة اليمنى ل]1 في 6 ؟ 


حسناء لاحظ أن 11-116 هي نفسها مجموعة مشاركة يمنى ل1 . وبالتالى فان 
أية جموعة مشارکه یمنی ل1 في 6 محتوی على عناصر عددها (0)11 ۱ 


لنفرض أن 6 زمرة منتهية وأن » هو عدد المجمو عات المشاركة اليمنى 
المختلفة ل٨‏ في 6 . من التمهيديتين (۰)4-4-۲ (0-5-7) نجد أن أي مجموعتين 
مشاركتين يمنيين مختلفتين ل11 فى © منفصلتان کا أن كلا منهها تحتوى على عناصر 
عددها (00۲1 . ولا كان أي عنصر 366 ينتمي إلى المجموعة المشاركة اليمنى 
الوحيدة 515 . لذلك. فإن الجموعات المشاركة اليمنى تغطي 6 . وهكذاء إذا كان 
م یمثل عدد المجموعات المشاركة اليمنى ل١‏ في 6 . فإنه يجب أن يكون لدينا 


1۸ مواضيع في الجر 


(0)6-(۷0)۲1 ۰ ويهذا نکون قد أثبتنا المبرهنة الشهيرة الآتية المنسوبة إلى لاجرانج 
(Lagrange)‏ . 


)١-5-7( مبرهنة‎ 

إذا كانت 6 زمرة منتهية وكانت 11 زمرة جزئية منها فإن (0)73 قاسم ل (0)6 . 
تعر يف 

إذا كانت 1 زمرة جزئية من 6 فان دليل ۲1:0 في © هو عدد الجموعات 
ا مشاركة اليمنى الختلفه ل41 ف 6 . 


سنرمز هذا العدد بالرمز بء وعندما تکون 6 منتهية فان اكور ۱ 


کا هو واضح من [ثبات مرهنه لا جرانج . إن من المکن عاما وجود زمرة عير منتهیه 
حتوي على زمرة جزئية فعلية 13 بحيث یکون دلیل 11 في 6 منتهیا. 


قد یکون من الصعب هنا أن يدرك الطالب الاهمية البالغة لهذه النتيجة ولکن 
كلما تغلغل الإنسان أكثر في الموضوع فإنه سيجد نفسه مدركا أكثر فأكثر لمميزاته 
الأساسية . ونظرا لا هذه المرهنة من أهمية . لذلك فإنها تستحق تدقيقا عن کثب وكذلك 
الطريقة التى سنلخصها في بعد ليست تلفة عن تلك التى أوردناها انفا. إن تقديم 
التطابق قياس 11 يسهل كتابة العناصر الستخدمة فيا بعد. كما أنه يتجنب الحاجة إلى 
التأكد من أن العناصر الحديدة والمقدمة في كل مرحلة لم تظهر من قبل . 


لذلك. نفرض مرة أخرى أن 6 زمرة منتهية وأن 11 زمرة جزئية منها عناصرها هي 
ot 0‏ اسلا و 3 حيث r=o(H)‏ 5 


إذا كانت 11-60 فانه لا يوجد شىء یستدعی الرهان . لذلك نفرض أن ۲۱۶0 
عندئذ يوجد عنصر 260 بحیث یکون 217 . 


نظرية الزمر 15 


توت موی لاب ا 


۱۶ 1 


h,a, 4, وه‎ (۵ 


إننا ندعي أن جميع العناصر في الصف الثاني مختلفة عن بعضها البعض كا أنها 
متساويين. أي قرط-3,ط ۰ زع آفانه من قانون الاختزال نجد أن 1= 1 وهذا تناقض . 
ولو كان عنصر من الصف الأول مساويا لعنصر من الصف الثاني. أي .ط-8,ط فان هذا 
يقتضى أن ۲1 !:ط-ة لأن 11 زمرة جزئية من 6 وهذا يناقض کون 2411 . 

إلى هنا. نكون قد حصلنا على عناصر عددها (20)11 . فإذا كان هذا العدد هو 


عدد عناصر 6 . فإننا نكون قد انتهينا من البرهان. وان لم يكن الأمر كذلك فانه يوجد 
عنصر 566لا ينتمى إلى كل من الصفين المذكورين انفا. لنعتر القائمة الحديدة. 


ys hı, TIN: 5 3 
103, h,a, ESE 043 
0 0 00+ ی‎ hb 


إن بإمكاننا کا فعلنا سابقا أن نثبت أنه لا يوجد عنصران متساويان فى الصف 
الثالث. ا لا يوجد عنصر من الصف الثالث مساو لعنصر من الصف الثاني أو الأول . 
وهک‌ذا نکون قد كرا قائمة من العناصر الى عددها (30)3 . بالاستمرار فى هذه 
الطريقة نجد آن کل عنصر جدید بستحدث ینت في الاب عناصر جدیدة 
عددها (0)11 . ونظرا لکون 6 منتهية فاننا يجب أن نأي على جميع عناصر 6 . ولکن 
إذا انتهینا باستخدام صفوف عددها ‏ لكي تشمل هذه الصفوف جميع عناصر 6 . فان 
بوسعنا أن نکتب قائمة بعناصر محتلفة عددها (۲0)۲۷ وبناءً عليه فان (1(=0)6)ه» . 


أنه لیس من الضروري إذا كان (510)6 » فان 6 تحتوی على زمرة جزئية رتبتها ‏ . 


۷۰ مواضيع في ابحبر 


فعلى سبیل المثال. توجد زمرة رتبتها 12 ولكنها لا حتوي على زمرة جزئية رتبتها 6 . 
ویمکن للقاریء أن محاول إيجاد مثال اخر غذه الظاهرة؛ والزمرة التي یمکن أن ینظر 
إليها هي في الزمرة ,5 » زمرة التناظر من الدرجة الرابعة التي تحتوي على زمرة جزئية 
رتبتها 12 والتى محقق ما نرید . 


إن ميرهنه لاجرانج تشتمل على نتائج في غاية الأهمية . ولكن قبل أن نعرض هذه 
النتائج نعطي التعريف الاتي : 


تعر يف 
إذا كانت © زمرة و 606 2 فان رتیه (order(‏ (أودور a ( (period)‏ هي أقل عدد 


صحیح موجب « بحيث ال ع-”ق . 


وإذا لم یوجد مثل هذا العدد الصحیح فاننا نقول إن رتبة 8 غير منتهية . وسنرمز 
لرتبة العنصر ‏ بالرمز (0)8 . لنعيد إلى الذاكرة رمزا استحخدمناه سابقا هو أنه إذا كان 
لدينا العددان نا,نا فان انا يعني أن ن قاسم ل 


نتيجة (۱) 


إذا كانت 6 زمرة منتهية و 260 فان (0)2(|۵)6 . 


المرهان 

إنه يبدو طبيعياء حيث مبرهنة لاجرانح في متناول أيديناء أن نبرهن على صحة النتيجة 
عن طريق تكوين زمرة جزئية من 6 رتبتها (0۷8. إن العنصره نفسه يزودنا بهذه الزمرة 
الحزئية وذلك باعتبار الزمرة الحزئية الدورية (8) من 6 المولدة بالعنصر ۵ ؛ إن (2) تتكون 
من العناصر ,....,*۵,8,ع . إن السؤال الذي يطرح نفسه هوكم عدد العناصر في (a)‏ ؟ 


إننا نزعم أن هذا العدد هو (ه)0 . من الواضح أن هذه الزمرة الجزئية تحتوي على 
عناصر عددها (0)3 على الاک ذلك لأن =٥‏ 7ج » وادا کانت تحتوي على عناصر 


نظرية الزمر ۷۱ 


عددها أقل من (0)3 فان هذا يعنى أن لوعای حيث (0)2>ز>1 > 0 » وعندئذ لو 
نة ۽ ولق عدا ای ریق انه رت علیه فاق ال اخوفية رة 
بالعنصر 2 تحتوي على عناصر عددها (0)3 . واستنادا إلى مبرهنة لاجرانج نجد أن 
(0)3(10)6 . 


نتيجة (۲) 


إذا كانت 6 زمرة منتهية و 260 فان ع-20)60 . 
الرهان 
وفقا لنتيجة (۰)۱ (0)3(|0)6 ؛ لذلك يكون (720)8-(0)06 وبناءً عليه 


ع دهن = «زلةاقج) ے )0ع - (0)6ج 


حالة خاصة من هذه النتيجة ذات أهمية عظمى في نظرية الأعداد تتعلق بما يسمى 
بدالة أويلر p(Euler)‏ والتی تعرف حمیم الأعداد الصحيحة الموجبة م کے یی 
1 = (۵)1 ؛ وإذا كان 1<" فان (۵)0 هو عدد الأعداد الصحيحة الموجبة التی 
هي أقل من « وأولية بالنسبة إلى 2 . وهكذاء وعلى سبيل الشال. 4-(8)+ : 
لان 7 هی فقط الأعداد التي أقل من 8 وأولية بالنسبة إليه . 


في السالة ۱۵(ب) التي في نهاية البند (۳-۲) مطلوب من القاریء أن يبرهن على 
أن الاعداد الى أقل من « وأولية بالنسبة إليه تولف زمرة وذلك بالنسبة لعملية الضرب 
على مجموعة الاعداد الصحيحة قياس « . إن رتبة هذه الزمرة هی (0)0 . وبتطبیق 
النتيجة (۲) على هذه الزمرة نحصل على : 


نتيجة (۳) (أويلر 67اظ) 
إذا كان « عددا صحيحا موجبا وكان 2 أوليا بالنسبة إلى « فان ۰ 290۳۳۱۵۵ . 


۷۲ مواضيع في اخبر 


لکی نطبق نتيجة (۰)۲ يجب استبدال 2 بباقی قسمته على « فاذا كانت « عددا 
أوليا ولیکن م . فان 1-م-(م)8 . وإذا كان ۾ عددا صحیحا آولیا بالنسبة إلى م فانه 
وفقا لنتيجة (۳) م 200 2۳12 » ومن لم فان م mod‏ 2۳22 . 


ومن ناحية آخری. إذا كان ليس أوليا بالنسبة إلى م » وحيث إن م عدد أولي 
فإنه يجب أن يكون لدينا | » وبناءً عليه » فان م 8300 220 ۰ وبالتال م 00م 22۲-۵ 


نتيجة (4) (فيرما Fermat‏ ) 
ادا كان م عددا أولياء وكان « ه و أي عدد صحيح فإل م a5a mod‏ . 


نتيجة (5) 


إذا كانت © زمرة منتهية رئبتها عدد أ وبي م فإن 6 زمرة دورية . 


الرهان 

إننا نذعي أن 6 لا تحتوي على زمرة جزئية غير تافهة ۲۷ ؛ لأنه إذا وجدت مثل 
هذه الزمرة فان (0)13 يجب أن يقسم ٥)6(‏ التى تساوي م وعليه فإنه يوجد احت‌الان 
هما 1-(0)51 أو م-(0)81 إن الاحتمال الأول يقتضى أن (ء)=1 . بين الثاني يقتضى 
أن H=G‏ . 


لنفرض الآن أن ©26 حيث عه . وأن (3)-11 . عندئذ تكون 11 زمرة جزئية 
من 0 (عء) +11 , لأن ae . a€H‏ . وهكذا فان 1-0 نما يعنى أن 6 دورية وأن كل 
عنصر من 6 هو إحدى فوى ۵ . 


إن لهذا البند أهمية كرى لما سيرد لاحقاء وليس ذلك راجعا إلى نتائجه بل لأن 
روح البراهين المقدمة هنا متأصلة فيها نظرية الزمر. ومن المتوقع أن يقابل القارىء أمورا 


نظرية الزمر ۷۳ 


أخرى على هذا النمط . ومن الا فضل آن یستوعب القاریء الادة الواردة هنا بصورة 
أعمق قبل أن يواجه نظريات لا يستطيع استيعابها وذلك قبل فوات الأوان . 


(۵-۲) أحد مبادیء العد 
لقد عرفنا سابقاء أنه إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و 2660 فان 113 هی مجموعة 
كل العناصر في 6 من الصيغة هط حيث 1٤4‏ . دعنا الآن نعمم هذه الفكرة فإذا 
كانت 11 و K‏ زمرتين جزئیتین من 6 فإن : 
k€K}‏ ,611 ط HK = )۲60| = hk,‏ 
الآن نلقي نظرة على هذا المثال. لنفرض أن ,0-5 وأن (ه,ع) -1] 
و (6,۷۷) 62 . 


ماذا یمکن أن نقول عن ۲۱ ؟ 

استنادا إلى تعریف 111 » نری أن 1116 تتکون من العناصر ۷ ۵,۵۷۲,۵۳۷ 
وحيث إن ×1 تتکون من آربعة عناصر وحیث إن العدد 4 لیس قاس للعدد 6 الذی 
هو رتبة ,5 » لذلك فانه وفقا لمبرهنة لاجرانج نجد أن ۲1 ليست زمرة جزئية من ,5 . 
(بالطبع یمکننا التحقق من ذلك مباشرة ولکن هذا لا يمنع من التذکیر بمبرهنة 
لأجرانج ) إن بإمكاننا أن نبحث عن سبب عدم کون ۲11 زمرة جزئية . 


لاحظ أن : 
HK‏ # ( ۱۲۲ = ۵۵ ,بام ,۵ ,ع) = KH‏ 
وهذا هو بالفعل سبب عدم کون 111زمرة جزئية» كما سنری ذلك في التمهيدية الآتية . 


تمهيدية (۱-۵-۲) 
إن 8116 زمرة جزئية من 6 إذا وفقط إذا كان KH=HK‏ . 


المرهان 
لنفرضء آولا» أن 1112-1611 « ى أنه إذا كان ۳61۷ k€Kg‏ « فان بطرا = hk‏ 
حيث ۳1 ٤۸K,‏ ,6 (لیس ضر وریا هنا أن يكون k =k‏ أو طع, ط). 


۷ مواضيع في ابر 


لبرهان أن ×1 زمرة جزئية يجب علینا التحقق من أنها مغلقة وأنه يوجد لكل 
عنصر فى 1116 معک وس في ۲11 . لنثبت آولا خاصة الاغلاق . لنفرض أن 5-6۳11 
وأن HK‏ ۷-۲ . فیکون xy=hkh'k'‏ « ولکن 111-111 "۲ وبالتالی کر" 
حيث 1,٤83‏ و ۲,616 ويناء عليه فان 
xy = h(h,k,)k' = (hh,)(k,k’') € HK‏ 
ومن ثم فان 111 مغلقة. كذلك فان kh? ¢ KH=HK‏ = ۷(۲ظ) = x‏ « أى 
أن HK‏ "× ومن ثم فان 111 زمرة جزئية من 6 . 


ومن ناحية أخحرى. إذا كانت ۲16 زمرة جزئية من 6 فإنه ق 22411 و k€K‏ 
یکون ۷۱6۲1۷ وهکذا فان kh=(h"k)"eHK‏ « أي أن .KHCHK‏ 


الان. إذا كان × أي عنصر من ×1 فان 6۳۷1 ۲-۲« وعلیه فان 
(hk) = kh" eKH‏ = )و 
أي أن ۲۱۲۷ . وپذا نكون قد أثبتنا أن HK=K#H‏ . 


حالة خاصة من هذه التمهيدية هی عندما تكون © إبدالية ء في هذه الحالة 
يكون 111-1211 ونتيجة لهذا يكون لدينا. 


رت حه 


إذا كانت 4,۸ زمرتين جزئيتين من الزمرة إلابدالية © فان ۲11 زمرة جزئية من © . 


لقد رأينا أنه إذا كانت 6,11 زمرتين جزئيتين من 6 فإنه لیس ضروريا أن تكون 
8 زمرة جزئية من 6 . إن السؤال الذي يطرح نفسه بعد هو: ما هو عدد العناصر 
المختلفة الموجودة فى المجموعة الحزئية 5116 ؟ إذا رمزنا لهذا العدد بالرمز (0)1116 فإنه 
تكون لدینا المرهنة الآتية . 


نظرية الزمر Ve‏ 


مبرهنه (۱-۵-۲) 
إذا كانت 16,۴۷ زمرتین جزئیتین منتهیتین من الزمرة © وکانت (0)14 و (16)ه هیا 
رتبتا 16,13 على الترتيب فان 
o(H) o(K)‏ 


o(HK) = - مس‎ 


الرهان 

على الرغم من أنه لا توجد حاجة لكي نركز انتباهنا على الحالة الخاصة التي 
يكون عندها (۵)-۲۷ . ولكنه بالنظر لمثل هذه ال حالة يمكننا استنتاج حقائق عن 
الحالة العامة. هنا يجب أن نبحث كيفية إثبات أن (0)16 (0)11 = (0)13116 . ونسأل 
أنفسنا ما الذي يمنع من حدوث هذه المساواة؟ . 


من الواضح أن اخوات ها هو أنه نكتابة جميع العناصر hk‏ حيث 6۳۱ ,6۲ ۷ 
فإنه يوجد بعض التكرار» بمعنى أن بعض العناصر في القائمة يمكن أن تظهر مرتين 
على الأقل . 


بعبارة أخرىء. يكون ,عارط-اط حيث طط . 11) ,ط,ط ولكن عندئذ يكون 
"علرءاتط'رطونا كان 8,611 لذا فان ۳6۲1 أيضا ومن ثم فان 614" وبالمثل 
kk" 6‏ . ویاآن k,k‏ = ط7ط لذلك ند (6) = 61۸۸ طط ویناء عليه فان 
© - 1ط وهذا يقضى أن 12 ,ط مما يناقص کون ۶ ,۲ . وهکذا نكون قد برهنا 
على أله لا یکن وجود آی تک او أي أن (111) ه تساوي بالفعل 00 ه (11) ه . 


الان بالاستعانة با أثبتناه في الفقرة أعلامع ر نمكتنا برهان |الجالة العامة وکا رآینا 
انفاء مجب أن نطرح السوال : كم مرة یمکن للعنصر عاط أن يظهر على هيئة حاصل 
ضرب في قائمة عناصر 1116 ؟ إننا نذعي أنه يجب أن یظهر (0)110016من الرات! . لكي 
تری ذلك نلاحظ أولا أنه إذا كان »611۲۱1 ط فان 


۷٦‏ مواضيع في الجبر 


hk = hh, (hik) )1) 


حيث hh, €H‏ « لأن eHNKCH « heH‏ رط وكذلك h;'k€K‏ لأن كل 11016 ,م 
و 616 . وهكذا فان العنصر عاط مكرر فى حاصل الضرب على الاقل (0)110176 مرة . 
ومع ذلك إذا كان :۰2۵ فان نع "('ءز)!- 'طاتط و 1611016 . وبناءً عليه فان 
اطع "و ط =u‏ '» » مما يعني أن جميع التكرارات قد أخذت في الحسبان كما في (۱). 
وبالتالى فان العنصر اط يظهر فى قائمة عناصر 1116 بالضبط (0)110016 مرة . وهكذا فان 
عدد العناصر المختلفة ی HK‏ هو العدد الكل ٤‏ قائمه HK‏ . أى (0)11(0)16 ۰ مقسوما 
على عدد تكرار عنصر ما أي (010 مما پشت المرهنة . 


لنفرض الآن أن 1,55 زمرتان جزئیتان من الزمرة المنتهية 6 وأن (1/60)0< (0)11 
و(1/0)6< (0)16 . عندئذ با أن HKCG‏ فإن (6) > (0)۲1۲ . ومع ذلك› 


0(6) 
o(HNK) 





o)‏ ۷ 37 ا ا 
oF‏ 2 


o0(G)z=o(HK)= 011 





وهكذا فان 0)11016(<1 وبناءً عليه فان (ع) 1101# . مپذا نکون قد أثيتنا 
النتيجة الائية . 


دا كانت 16,11 زمرتين جزئيتين من 6 وكانت (0)11(<1/0)0 و (0)16(<1/0)0 
فان H^K+#(e)‏ . 


لنطبق هذه النتيجة على الحالة الخاصة الاتية . لنفرض أن 6 زمرة منتهية رتبتها 
هم حیث ص و و عددان آولیان و و<م . إننا ندّعى أن 6 یمکن أن تحتوي على زمرة 
جزئية واحدة على الا کثر رتبتها م . 


نظرية الزمر ۷۹ 


لبرهان ذلك لنفرض أن ۲۲  ,‏ زمرتان جزئیتان رتبة کل منها م . من النتيجة 
السابقة (©) 1101162 . ونظرا لکون ۲1001 زمرة جزئية من ۲۲ ۰ کذلك لا كانت رتبة 11 
عددا أولياء ولا كانت 11 لا تحتوى على زمر جزئية غير تافهة فإننا نستنتج أن HNK=H‏ 
> وبناء عليه فان HCHNK CK‏ ۰ وبالمثل ۰1-11 ومن ثم فإن 16 -]1 مثبتين بذلك أنه 
يوجد على الاکثر زمرة جزئية واحدة رتبتها تساوي م . وسنرى فيما بعد أنه يوجد على 
الأقل زمرة جزئية واحدة رتبتها تساوي م » وهذا مع ما سبق يفيدنا أنه يوجد تماما زمرة 
جزئية واحدة في 6 رتبتها تساوي م . وبپذا نكون قادرين تماما على تعيين بنية الزمرة 6 . 


مسائل 

١‏ - ادا كانت 6,11 زمرتين جزئيتين من 6 فأثبت أن 1101 زمرة جزئية من 6 (هل 
بامکانك أن تری أن الرهان نفسه يثبت أن تقاطم أي عدد سواء كان منتهيا أو 
غير منته من الزمر الحزئية في © هو أيضا زمرة جزئية في 6 ؟) . 

¥ چ لتکن 6 زمرة بحیث یکون تقاطم جميع زمرها الحزئية التى لا تساوي (ع) هو زمرة 
جزئية لا تساوي (©) . أثبت أن رتبة كل عنصر من 0 يجب أن تكون منتهية . 

۳ - إذا كانت 6 لا تحتوي على زمر جزئية غير تافهة. فأثبت أن 6 يجب أن تكون 
منتهية ورتبتها عدد أولي . 

٤‏ - ۱) ادا كانت 11 زمرة جزئية من 6 وكان 266 و (14) ط|!وطة) "21127 فات أن 

2113 زمرة جزئية من 6 . 
ب) إذا كانت 11 منتهية فا هي رتبة !2818 ؟ 

۵ - لنعرف المجموعة المشاركة اليسرى للزمرة الحزئية 14 من 6 والتی نرمز لما بالرمز 
1 بأنها مجموعة كل العناصر من الصيغة ۸ه حيث 53 أثبت أنه يوجد تقابل 
أحادي بين الجموعات المشاركة اليسرى واليمنى ل41 في 6 . 

5 - اكتب جمیم المجموعات المشاركة اليمنى ل 11 في 6 حيث : 
| ) (6=)3 هي الزمرة الدورية التي رتبتها تساوي 10 و (27)-۲1 هي الزمرة 

الحزئية من 6 المولدة بالعنصر هة . 


۷۸ 


١ 
11 


a 


E 


مواضيع في ابر 


ب) 6 هی الزمرة نفسها الواردة في الفقرة (ا). وا هي الزمرة الحزئية المولدة 
بالعنصر ”3 . 
ج) (0-4)5 حيث × ري« ۲)حوو ( ع ه,<|)060) -11 . 


المسألة (5). 
في المسألة (") هل كل مجموعة مشاركة يمنى هی مجموعة مشاركة يسرى ل 1 في 
3) , 


لنفرضص أن H‏ زمره جزئیه من 0 بحيث انه اف ] تکون ۳۲۱۵۶۳ فان 
21011 . آثبت أن ۱011 ع1ع لكل 0)ع . 


. لتکن 6 هی زمرة الأعداد الصحيحهة بالنسبة لعملية الجمع و,11هي الزمرة الجزئية 


من 6 المكونة من مضاعفات العدد ١‏ . عين دليل ,11 في 6 ثم اکتب جميع 
المجموعات المشاركة اليمنى ل٨‏ ف 6 . 

في المسألة (۱۰) ما هو 1,04 ؟ 

إذا كانت 6 زمرة و ۸,٢۹‏ زمرتين جزئيتين من © بحيث يكون دليل كل منہا في 
ن6 عددا منتهيا . أثبت أن دليل 11016 فى 6 هو عدد منته أيضا . هل تستطيع إيجاد 
حد أعلى لدليل 11016 في 6 ؟ 

لنفرضص أن 260 ولنعرف المجموعة N(a)={x€G|xa=ax}‏ . أل أن N)3(‏ زمره 
جزئیه من ۵ . بطلق على (۱/)2 منظم أو گر کر (Normalizer or Centralizer)‏ العنصر 
3 ی بت . 

إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 . فإننا نعرف تمركز 11 الذي نرمز له بالرمز (11)© 
بانه محموعة العناصر ۰60 بحیث إن ۲-0۷ لكل 5611 . برهن على أن (11)© 
زمرة جزئیه من 6 . 

يعرف مركز (ع:0601©) الزمرة © ويرمز له بالرمز 7 بأنه جموعة العناصر 2600 
بحيث يكون 2-2 لكل ×٤6‏ . أثبت أن 2 زمرة جزئية من 6 . هل تستطيع 


التحقق من أن (72-6)1 لزمرة جزئية من 30 


نظرية الزمر ۷۹ 


5- إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 و  )۸60|21121-11(‏ (۱)۲۷ (انظر مسألة > 
فقرة ) آثبت أن : 
N)H( ) |‏ زمرة جرئية من 6 . 

N(H)2H ب)‎ 

۷- ورد مثالا لزمرة جزئية 11 من زمرة 6 بحيث یکون (11)©+(21)11 . هل تو جد أية 
علافه احتواء بين (71)11 و (0)11 ؟ 

۱۸- لتکن "۱۸۲1۲ ۲ <-حیث 11 زمرة جزئية من 6 . أ؛ ثبت أن لا زمرة جزئية من 6 

بحيث إن 4( -! اله لكل فى 6 . 
- إذا كان دليل الزمرة الجزئية ۲4 في 6 منتهياء فأثبت أنه يوجد عدد منته من الزمر 
الحزثية المختلفة في 6 من الصيغة ۵1127 . 
۰ إذا كان دليل الزمرة الحزئية 13 من 6 منتهيا . ابا الس و أبس لا 
6 و لا محتواة في 11 ىا أن دلیل × فی 6 منته بحیث إن = 2۱2 لكل 20 . 
هل تستطيع إعطاء حد أعلى لدلیل × فی 6 ؟ 

-١‏ ليكن ٣هو‏ التطبيق من مجموعة الأعداد الحقيقية إلى نفسها المعرف بالقاعدة 
۰۲:0 حيث 6,3 عددان حقيقيان ولتكن (2360|ى 032 . أن شت أن © 
زمرة بالنسبة لعملية تركيب التطبيقات. أوجد صيغة للتطبيق وا1 . 

۲- في المسألة .)۲١(‏ لتكن 11 هي المجموعة الحزئية من 6 المكونة من العناصر ,> 
بحيث يكون ه عددا نسبيا. أثبت أن 11 زمرة جزئية من 6 . اكتب قائمة جميع 
المجموعات المشاركة اليمنى ل1 في 6 وقائمة جميع المجموعات المشاركة اليسرى 
د14 یی 6 . ومن ذلك آثبت آن ن أية مجموعة مشاركة يسرى لا في © هی مجموعة 
مشاركة یمنی . 

۳- لتكن ([۲,,66)-(۰ حيث 6 هی الزمرة الواردة في السألة (۲۱). أثبت ما يل : 
) الازمرة جزئية من 6 . 0 ۱ 
ب) إذا كان 260و n€N‏ فان 6۲ 2027 . 

- لتکن 6 هي الزمرة النتهية التى رتبتها لا تقبل القسمة على 3 ولنفرض أن 
= (طa)‏ لكل 3 في 6 . الت أن 6 يجب أن تکون إبدالية . 


۸۰ مواضيع في احبر 


۵ لتکن 6 زمرة ابدالية ولنفرض أن 6 تحتوي على عنصرین رتبتاهما 0,۲۰ على 
الترتيب. آثبت أن 6 تحتوي على عنصر رتبته هی الضاعف الشترك الأصغر 
للعددین 1,۳ . 

إذا كانت زمرة إبدالية تحتوي على زمرتین جزئیتین رتبتاهما 0,۳۳ على الترتيب . 

آثبت أن هذه الزمرة تحتوي على زمرة جزئية رتبتها هي الضاعف الشترك 
الاصغر للعددین ,2 (لا تقلق إن ۸ تستطم حل هذه السالة باستخدام 
العلومات التی عرفتها حتی الآن من نظرية الزمر . فحتی الان لم يستطع آحد 
بما في ذلك نفسي حل هذه المسألة باستخدام المادة التي درست في هذه المرحلة 
من هذا الكتاب ولكن من الواجب أن تحاول ذلك . إن لدي مراسلات حول 
هذه المسألة أكثر من أية نقطة أخرى فى هذا الكتاب) . 

۷- أثبت أن أية زمرة جزئية من زمرة دورية فق دورية . 

۸- کم مولد يوجد للزمرة الدورية التي رتبتها ۰ ؟ (يكون العنصر 066 مولدا إذا كان 
6-(0) ). 

لتكن ,نآ هی مجموعة الأعداد الصحيحة والأولية بالنسبة إلى مع عملية 
الضرب قياس « . لقد سبق وأن اتضح في المسألة ۱۵«ب) في المسائل التابعة 
للبند (۳-۲) أن ,نا تكون زمرة. وفي المسائل القليلة القادمة سنلقى نظرة على 
طبيعة ,نا کزمرة ودلك لبعض القیم المعينة للعدد 2 . ۱ 

04 آثبت أن ,لا ليست زمرة دورية . 

۰ أثبت أن ونا زمرة دورية . ما هي کل موداتها؟ 

"1١‏ أثبت أن ب لازمرة دورية . ما هي کل مولّداتها؟ 

۲ أثبت أن يلا زمرة دورية . 

۳ أثبت أن رلا ليست زمرة دورية . 

4 آثبت أن كلا من ,رلا ,رلا زمرة ذورية . 

۵ حمل لأية قيمة من قيم « تجعل من ,لا دورية (تستطيع التحقق من تخمينك 
بالرجوع إلى أي كتاب مناسب في نظرية الأعداد) . 

۳ إذا كان 266 وء-"3 فأثيت أن 2 |(0)8 . 


نظرية الزمر ۸۱ 


۷ إذا محققت العلاقتان =٥‏ و = aba‏ في الزمرة 6 حيث 9,2 عنص ان من 6 
فأوجد (ط)0 . 
۸- لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية بحيث يكون عدد حلول العادلة ۰۳-6 في 0 
هو عل الاکثر هع لكل عدد صحیح موجب 7 . آثبت آن 0 مجب أن تکون 
دوریه . 
4" لتکن 6 زمرة و 8,4 زمرتین جزئیتین من 6 . إذا كان ۷,۷ عنصرین من 6 فلنعرف 
لإ« إذا كان ا×a=ر‏ حیث 26۸و ۱68 . آثت أن : 
) العلاقة العرفة انفا هي علاقة تكافؤ. 
ب) فصل التكافؤ للعنصر : هو 
AxB= {axb| ۵6۸, 6۳۱‏ 
(یطلق على الجموعة ۸×8 المحموعة المشاركة المزدوجة (Double Coset)‏ 
لكل من 3,۵ في 6 . 
۰- إذا كانت 6 زمرة منتهية فأثبت أن عدد العناصر فى الجموعة الشاركة الزدوجة 
8م هو 


o(A) 0)8( 
o(ANxBx") 


- ادا كانت 0 زمرة منتهیه وکانت ۸ زمرة جزئية من 6 بحیث إن کل المجموعات 
المشاركة الزدوجة ۸×4 تحتوى على العدد نفسه من العناصر فأثت أن ۸="ع۸ع 


لكل 6٤ع‏ . 


(1-۲) الزمر الجزئية الناظمية والزمر الخارجة 
لتکن 6 هی الزمرة ,5و 11 هی الزمرة الحزئية (,ع) . لما كان دلیل 11 في 6 
يساوى 3 . لذلك فإنه توجد ثلاث ار عات مشاركة یمنی ل 11 في 6 وکذلك توجد 
ثلاث مجموعات مشارکه بسری ولنکتب هذه الجموعات كا يلي : 


۸۲ مواضيع في ابر 


الحموعات المشاركة الیمنی الجموعات المشاركة الیسری 


H = {e,0} H = (هرع)‎ 
yH = {y, ph = (*ب*ب‎ Hy = {y, oy} 
yH = {y, ۱۹۵ = py} Hy = {p*, pp”) 


نلاحظ هنا حقيقة واضحة هي أن المجموعة المشاركة اليمنى إ1 ليست مجموعة 
مشاركة يسرى. وبالتالي. فإنه بالنسبة هذه الزمرة» على الأقل. ليس من الضروري 
أن تتطابق فكرتا المجموعتين المشاركتين اليمنى واليسرى . 


لنعتبر مرة أخرى الزمرة ,6-5 ولنفرض أن N‏ هی الزمرة الحزئية (2ب,لط,ء) . لما كان 
دليل × في 6 يساوي 2 . لذلك فإنه توجد مجموعتان مشاركتان یمنیان ومجموعتان 
مشاركتان يسريان ل × في 0 يمكن كتابتهما كما يلى : 


N= ,ع)‎ ۱, yp”) N= ,ع)‎ ۱۷, p*) 
د ولح (*۵۱۲ ,باه ,ه) ع لان‎ )4۱ po, ۱۳۹۵ ( 
 ), ۱۳۹۵, yo} 


نلاحظ هنا أن كل مجموعة مشاركة یسری لا في © هی جموعة مشاركة یمنی والعکس 
صحیح . وهکذا نری تطابق الجموعات الشاركة الیسری مع الیمنی لبعض الزمر 
الجزئية بينم لا تتطابق لبعض الزمر الحزئية الأخرى . إن الفضل يعود إلى عبقرية جالوا 
(ونهاة6) لأنه هو الذي آدرك أن الزمرة الجزئية التى من أجلها تتطابق الجموعات 
المشاركة اليسرى مع اليمنى هي زمرة جزئية ميزة. وغالبا ما تكون المشكلة في 


نظرية الزمر ۸۳ 


الرياضيات ٤‏ القدرة على إدراك واکتشاف مفاهیم وسقه الصلة سعضها وعندما ينجر 
مثل هذا العمل فإننا نكون قد أنهينا معظم ما ننشده . 


سنعرّف هذا النوع الخاص من الزمر الحزئية بطريقة مختلفة قليلا وسنثبت. 
عندئذ. أنها مكافئة للملاحظات في الفقرات السابقة . 

يقال عن الزمرة ا جزئية × من 6 نپا زمرة جزئية ناظمية (Normal subgroup)‏ 
من 6 إذا كان ٤۸‏ عع لكل ع في © ولكل « في N‏ . 


بعبارة عرق مكافئة . تسکت القول إنه إدا كانت ع هی المجموعة الق 
عناصرها من الصيغة “ممع حيث ۰6۱ فان × تكون زمرة جزئية ناظمية في 6 إذا وفقط 
إذا كان اك“ ع(ع لكل 0)ع . 


تمهيدية (؟-7-١)‏ 
تكون N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 إذا وفقط إذا كان ×= Ng"‏ ع لكل 66ع . 


الرهان 
ادا كانت '=N‏ ع لاع لكل 00 فإنه بالتأكيد نحل أن ۷ ع لاع ومن ثم 
فان N‏ ناظمية في 6 . 


لنفرض الآن أن N‏ ناظمية في 6 . فإذا كان 6ع فان "ولو » کذلك 
نجد أن g' Ng = g'N(g^)1CN‏ الآن لا كان g" NgCN‏ وکانلت اعللیاع N= g(g Ng)‏ 
فإنه بناء عليه يكون "2 N=‏ . 


إننا نؤك هنا عل أن التمهيدية 8-59 لا تعن آن =n‏ ا عمع لكل 0671 
و0 6ع . إن هذا قد لا يكون صحیحا. خد على سبيل الخال الزمرة بذ -0) ولا هی الزمرة 


A4‏ مواضيع في الجبر 


الحزئية ل ,۰۲ ,6). بحساب N4"‏ نجد أنها تساوي (ب,*6,1۲) = (هثروه, هبهیءع) 
ومع ذلك فان ۵۲۵۶ . إن كل ما نريده هنا هو أن تكون مجموعة العناصر فى 8718 
هي نفسها مجموعة العناصر في × . نعود الآن إلى السؤال المتعلق بمساواة المجموعات 
المشاركة اليسرى واليمنى . 


قهيدية (۲-۱-۲) 
نکون الزمرة ا جزئية ٨‏ في 6 زمرة جزئية ناظمیه في 6 إذا وفقط إذا كانت کل 


البرهان 

لنفرض أن × هی زمره جرئیه ناظمية ٤‏ 0 . عندئد ا -! ع(ع لكل ۲ ومن 
ثم فان ۵-۲۷۵( عل(ع) أي أن عل لاع . وبالتالي فان المجموعة المشاركة الیسری 
الم هي المجموعة المشاركة الیمنی Ng‏ . 


ومن ناحية أخرى» لنفرض أن كل مجموعة مشاركة يسرى ل في 6 هی مجموعة 
مشاركة یمنی . أي أن المجموعة ١ع‏ » لكونها حموعة مشاركة یسری. يجب أن تكون 
جموعة مشاركة یمنی » حيث 60ع . 

ماذا يمكن أن تكون المجموعة المشاركة الیمنی ؟ 
بها أن ۸ ععع فإنه مهما تكن المجموعة المشاركة اليمنى التى تساوي اع » فإنها يجب 
أن تحتوي على العنصر ع . ولكن العنصر ع ينتمى إلى المجموعة المشاركة اليمنى 8/8 . 
كذلك فإن المجموعتين المشاركتين اليمنيين لا تحتويان على عناصر مشتركة (تذكر برهان 
مبرهنة لاجرانج) وبناءً عليه. فان هذه المجموعة المشاركة اليمنى وحيدة. أي أن 
۵-۶ ۰ وبعبارة أخحرى» ×="ععN="عNع‏ أي أن N‏ ز: 2 جزئية ناظمية . 


لقد عرفنا سابقا ما هو المقصود بالمجموعة 11 حيث 1,۲ زمرتان جزئيتان 
من 6 . وبامکاننا أن نوسع هذا التعریف إلى حموعات جزئية اختيارية كا یی : 


نظرية الزمر هم 


إذا كانت 8,4 مجموعتين في الزمرة © فان (€8 ۸,0 A8B=)x€6|x=ab,a€‏ . 
ماذا يمكن أن نقول عندما 8-8-1 حيث 11 زمرة جزئية من 4 ؟ 


إن اخواب على ذلك هو أن 6212-13 رط ,,ظ | رط ط) -11]1 لأن 11 مغلقة بالنسة 
لعملية الق تب ولكن HHD2He2H‏ „ لان 7 وهکد | فان HH=H‏ . 


لنفرض الآن أن N‏ زمرة جزئية ناظمية من 6 وأن 2,566 ولنعتر (ط۸a()۸)‏ ؛ 
إن 38-212 لأن ۲۷ ناظمية في 6 وبالتالى فان 
N (aN) b = N (Na) b = NNab = Nab‏ = ۱2 
كم هي كثيرة تلك الامکانات التى يمكن أن تزودنا بها هذه الصيغة البسيطة! لكن قبل 
أن نستمر في الموضوع فإننا نسجلها وذلك للتأكيد والرجوع إليها . 


تمهيدية (۲-۲-۲) 
تكون الزمرة ا جزئية ۷( في 6 ناظمية في 0 إذا وفقط إذا كان حاصل ضرب 
جموعتين مشاركتين يمنيين ل في © هي جموعة مشاركة يمنى ل لا في 6 . 


الرهان 

لقد برهنا انفا أنه إذا كانت N‏ ناظمية في 6 . فان حاصل ضرب مجموعتين 
مشاركتين يمنيين ل لا في 6 هي جموعه مشاركة يمنى ل N‏ في 6 . إن برهان النتصف 
الثاني من التمهيدية هو أحد المسائل الواردة في غجاية هذا البند . 


لنفرض الآن أن ١‏ ناظمية في 6 . إن الصيغة ۷0(-۱۵(۷0 تبدو طبيعية ؛ أي 
أن حاصل ضرب مجموعتين مشاركتين يمنيين هي مجموعة مشاركة يمنى . 


هل بإمكاننا استخدام هذا الضرب لتحويل مجموعة المجموعات المشاركة اليمنى 
إلى زمرة؟ بالتاکید يمكن أن نفعل ذلك . 


۸۹ 


مواضیع في ابحبر 


إن هذا النوع من البناء الذي غالبا ما حدث في الریاضیات له أهمية بالغة وغالبا 


ما ندعوه بالبناء اخارج )Quotient structure)‏ . لنجعل 6/١‏ ترمز إلى جموعة 
الجموعات الشاركة الیمنی ل × ني 0 [أي أن عناصر 6/۸١‏ هی محموعات جزئية محددة 
ی 4 ]. 


إننا ندعي أن ضرب الجموعات المشاركة الیمنی يحقق ما یل : 


١‏ ) إذا كان ۷6۵/۲ ,× فان 0 2۷ لأنه إذا كان =× و ۰۱۷ حيث 


Gi 


CF 


( 


8 عنصران من © فان XY=NaNb=Nab€ 6/N‏ . 
ادا كان Y,Z€ G/N‏ ,× فان 2-11 ×Y=Na, Y=Nb,‏ حيث 3,5,060)0 ۰ ويثاءً عليه 
فإن: 

(XY)Z=(NaNb)Nc=N(ab)Nc=N(ab)c=Na(bc) 
- NaNbc=Na(NbÞbNc)=X(YZ) (لأن 6 تجميعية)‎ 
. يحقق خاصة التجميع‎ 6١۸ ٤ لذا فان الضرب‎ 
فادا كان 260/۳ فان 7-0 حيث 260 ومن ثم‎ . N=Ne€6/× لنعتير العنصر‎ 
فإن‎ 

XN = NaNe = Nae = Na = ۶ 

وبالمثل فان ۱-2 أي أن ۱۷۵ هو العنصر المحايد في 6/١‏ . 
شا ی آن [11/ 223 (حيث 360 )؛ وعلیه فان (/60 (E « Na"‏ آن 
۱۵۵۲-۶۵ = ۱۷۵۲۵۲ وبالمثل فان  ۱۷۵(۵-(6‏ أي أن 112:3 هو معکوس 
العنصر ١/3‏ في 6۸ . ولكن النظام الذي 1ع هو ذلك النظام الذي 
ندعوه زمرة . أى أن : 


ممر‌هنه (1-1-7) 


إذا كانت 6 زمرة و N‏ زمرة جزئية ناظمية في © فان 6/١‏ زمرة أيضا . وتدعى هذه 


الزمرة بالزمرة اخارجة «منامتع Quotient‏ أو زمرة العامل («ناهرع ۴0۲) للزمرة 6 


نظرية الزمر AY‏ 


إذا كانت 6 . بالإضافة إلى دلك. زمرة منتهية فا هي رتبة 6/١‏ ؟ لما كانت 
عناصر ۷ هي الجموعات المشاركة الیمنی ل في 6 ولا كان عدد هذه المجموعات 





ES a OOF,‏ وود و ام سلا 
ا ([1)ن1 فإنه یمکننا أن نقول : 
مهیدیه (41-5-7) 
ا ea‏ ی 7 یس ناظمية في © فان اد = (/0)0 


ونختتم هذا البند بهذا الثال 
لتکن 6 زمرة الاعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع ولتکن × هي مجموعة مضاعفات 
العدد 3 . لما كانت العملية العرفة على 6 هي الجمع » هذا فإننا سنکتب الجموعات 
المشاركة ل × فى 6 على الصيغة 2+2 بدلا من ۱۷۵ . لنعتير الآن المجموعات المشاركة 
الثلاث N.+1,‏ ,3+2 . إننا ندعى أن هذه المجموعات المشاركة هی كل المجموعات 
المشاركة ل في 0 . لأنه إذا كان a€G‏ فان ع+2-36 . مش نان مهو سيق آی 1 أو 
2 [أي أن ع هو بافي قسمة a‏ على 3 ] وهكذا فان N+a=N+3b+c=(N+3b)+c=N+c‏ 
لأن 30611 . أي أن كل مجموعة مشارکة. كما أشرنا إلى ذلك. هی واحدة من 
المجموعات N‏ ,۱+1 ,2+ أي أن : 

GIN = {N,N+1, N+2} 
؟‎ 6/١ الآن كيف نجمع العناصر في‎ 
: إلى‎ NaNb = Nab يمكن ترحة العلاقه‎ 
(N+1) + (N+2) < (۲ + 3 ع‎ (1 (3 > N jÎ) 

و ۱+1 = ۱+4( = )N+2( + )N+2(‏ وهلم جرا. ومن السهل أن يشعر القارىء أن 
للزمرة 6/١‏ علاقة قريبة بزمرة الأعداد الصحيحة قياس 3 . بالنسبة لعملية اطمع . 
وواضح أن ما عملناه بالنسبة للعدد 3 يمكن عمله لأي عدد صحيح » وعلى أية حال» 
فان الزمرة الخارجة في هذه الحالة توحي بعلاقة مع مجموعة الأعداد الصحيحة قياس ١‏ 
بالنسبة للجمع وهذا النوع من العلاقة سيوضح في البند التالي . 


۸۸ مواضيع في ابر 


ا 
١‏ - ادا كانت 11 زمرة جزئية من 6 بحيث يكون حاصل ضرب مجموعتين مشاركتين 
يمنيين ل11 في 6 هی مجموعة مشاركة يمنى ل1١‏ في 6 فاثبت أن 11 ناظمية 
في 6 . 
۲ - دا كانت 6 زمرة و 11 زمرة جزئية من © بحیث یکون دلیل 11 في 6 يساوي 
2 فأثبت أن 11 ناظمية في 6 . 
۳- ادا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 وکانت 11 هی أية زمرة جزئية في 6 فأثبت أن 
N1‏ زمرة جزئیه في 6 . ۱ 
٤‏ - آثبت أن تقاط أي زمرتین جزئيتين ناظميتين في 6 هي زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
۵ - ادا كانت 11 زمرة جزئية في 6 وکانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 فاثبت أن 
۸ زمرة جزئية ناظمية في 11 . 
٠‏ - آثبت أن أية زمرة جزئية من زمرة ابدالية هي ناظمية . 
۷- هل عکس مسألة ٦‏ صحیح؟ إذا كانت الاجابة بنعم فأثبت ذلك . وإذا كانت 
خلاف ذلك فاورد مثالا لزمرة غير إبدالية بحیث تکون جميع زمرها الحزئية 
۸ ورد مقالا لزمرة 6 تحتوي عل زمرة جزئية 14 ولعنصر 266 بحیث یکون 
21131 ولکن aHa"#H‏ . 
4 - افرض أن 11هي الزمرة الجزئية الوحيدة في زمرة منتهية 6 ال رتبتها (5)11 . آثبت 
أن 1 زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
۰ - إذا كانت 11 زمرة جزئية في 6 و (1-131ع1[ع| © »ع) = (71)11 فأثبت أن 
(۱) (81)1 زمرة ججرئية من ) 
(ب) 11 ناظمية في (01)11 
(ج) إذا كانت 11 زمرة جزئية ناظمية في الزمرة الجزئية × حيث K‏ زمرة جزئية 
من 6 فإن K۸)8(‏ [أي أن : (21)11 هی أكبر الزمر الجزئية في 6 بحيث 
تكون 11 ناظمية فيها] . 
( د) ۲۲ ناظمية في 6 ادا وفقط إذا كان 0-(731)11 


نظرية الزمر ۸۹ 


۱- إذا كانت N‏ ,۷ زمرتين جزئيتين ناظميتين في 6 فأثبت أن ۱۸ هى زمرة جزئية 
ناظلمية 4ة . ۱ 
۳۲۳ إذا كانت M1, N‏ زمرتين جزئيتين ناظميتين في © بحيث يكون (ع)-21011 . 
فأثبت أنه لأى ”فی و ص فى M‏ يكون 2-07۳ . 
۳ - إذا كانت الزمرة الحزئية الدورية 1 في 6 ناظمية . 
فأثبت أن كل زمرة جزئية من ۲ هی ناظمية في 6 . 
8" ورد عقالا تلبت ف آنه یمگن انجاد ثلاث زمر 6 ,۳ .ظ حك إن 
E, ۲20‏ ناظمية في ۴ ,۴ ناظمية في 6 لکن ۲ ليست ناظمية في 6 . 
٠‏ _ إذا كانت N‏ ناظمية في 6 وکان 266 . 
فأثبت أن رتبة ‏ تقبل القسمة على رتبة العنصر 812 فى 0/۱ . 
5- إذا كانت × زمرة جزئية ناظمية في الزمرة المنتهية 6 بحيث يكون ()ی: 
و (()0 أولیین نسییا. 
فأثست أن كل عنصر ×٤6‏ يحقق العلاقة "=٠‏ × يهب أن یکون فى × . 
۷ - لنعرف 6 على أنها جميع الرموز ألأ< ,0,1,....0-1,1-0,1-زحیث نفرض أن 
و = راد إذا وفقط إذا كان "أا زعزهع رن 52ہ راد بو 
(۱) آوجد صيغة الضرب (۷()۷) على الصورة ۴ . 
(ب) باستخدام هذا الضرب آثبت أن 6 زمرة غير ابدالية رتبتو ! 20 . 
(ج) إذا كان « فردیا فأثبت أن مرکز 6 هو (0) بینا إذا كان « زوجیا فان 
مركز 6 أكبر من (©) . 
إن هذه الزمرة تسمى بالزمرة الزوجية (56۵0:2۱() وان التصور اهندسي 
هذه الزمرة هو كا يلي : 
لنفرض أن ر تمثل دوران المستوى الاقليدي حول نقطة الأصل بزاوية 
مقدارها كت وأن × تمثل الانعكاس حول المحور الرأمي. عندئذ تكون 6 في 
هذه الحالة هي زمرة حركات المستوى الولدة بكل من « و ۷ . 
۸ - لتكن © هی الزمرة التى تتحقق فيها العلاقة "8”6-"(36) » لكل 0,2 في 
«OG‏ حیث » عدد صحیح أکبر من 1ج 


٠‏ 4 مواضيع في الجبر 


اثبت آن 
)ا ) (6"=)×"|×€6 زمرة جزئية ناظمية في 6. 
)ت( (۱|60ر) Gg"‏ زمرة جزئية ناظمية ي 6. 
٩‏ - لتكن 6 هي الزمرة الواردة في المسألة (۰0۱۸ أثست أن 
215 ان 8 = ”206 لكل قرط في 6. 
(س) ع< =" 0 3) لكل «,ط في 6. 
قا ر 6 هي الماصة الق يكون فيها ”ط4 = (0ه) لكل 2رط في 6 . 
حيث م عدد أولى لكك 5 هي الجموعة )×€6G|x =e}‏ حيث 03 
عدد ما يعتمد على ×. آشت أن 
(۱) 5زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
(ب) ادا كانت 0>0/5 وكان 66 يحقق الشرط 5-6 فان =× 
ا تكن 6 هي جموعه التصشوفات من النوع 2 من الضصيغة 
() على محموعة الاعداد قوس حيث 40ھ بالنسبة > لعملية ضرب 
الصفوفات . ولتکن N=))0((‏ ۰ أثبت أن 
(۱) ل زمرة جرثية دي 
(ب) 0/2 زمرة إبدالية . 


(۷-۲) التشاكلات 
إن الأفكار والنتائج الواردة في هذا البند تتداخل مع مثيلاتها في البند السابق. 
اسن مالع يع اجبر الحديث فهي فكرة التشاكل 
ويمكن أن نعرفها بأنها تطبيق من نظام جبري إلى نظام جبري مشابه » يحافظ على البنية 
اخمرية . 5 التشاكلاات بصورة أدق بالنسبة للزمر. 


تعر یف 
يقال عن التطبية 4 من الزمرة 6 إلى الزمرة 6 إنه تشاکل (Homomorphism)‏ 
دا كان (۵)2(9)0 = (طة) لكل 2,ط في © . 


نظرية الزمر ۹1 


لاحظ أن حاصل الضرب ده في الحد (۵)۵0 في الطرف الایسر ینتمي إلى 6 
وذلك باستخدام الضرب في 6 . بینا یکون ()۵)2(۵ في الطرف الأيمن هو حاصل 


مثال (۲ - ۷ - ۱) 
إن 58 («)۵ لكل x€G‏ هو تشاکل من ۵ ال نفسها وكذلك ال حالة بالنسبة 
للتطبية «-(:2)م لكل 67 . 


فثال "١‏ - ٠غ‏ ؟) 

لتکن 06 هي زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع (۵0 هنا يعني العدد 
الحقيقى +2 لكل ۳,۵ في 6) ولتکن 6 هی زمرة الاعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة 
لعملية الضرب العادية ولنعرف 6ج+:م بالقاعدة 2° = (۵)۵ . 


لكي نتحقق من أن هذا التطبیق هو تشاکل يجب علینا أن نتأكد من أن 
(۵)۵(۵)0-(۵)۵0 ۰ حیث يعني الضرب في الطرف الأيسر العملية العرفة على 0 (أي 
عملية الجمع). وبعبارة أخرى . يجب أن نتأكد من أن 2۳۳-2۳ والدی هو صحیح 
بالفعل . ولا كان *2دائ) موجباء فإن صورة + ليست كل 6 . مما يعنى أن ۵ تشاكل 
من 6 إلى 6 + ولكنه ليس غامرا . 


مثال (۲ - ۷ ۳) 
لتسكسن (۵۷ ,۵۷ ,ل ,۷۷ ,۵ ,) -6 و (و,ه) =6 ولنع رف التسطبیق 
0ج1:0 وفق القاعدة 
ف = f(Y) = e, 16۲ ( = e, f(pY) = ¢, f(pY”)‏ ,۵ = (9)؟ f(e) = e,‏ 
إن على القارىء التحقق من أن ؛ العرف آنفا هو تشاكل . 


مثال (۲ - 4-۷) 
لنفرض أن 6 هی زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية احمم وأن 0-6 
ولنعرف 4 بالقاعدة ×2=(×)ض لكل ۰60 . عندئذ فان م تشاکل لأن 


۹۲ مواضيع في الجر 
2)x+y( = 2x + 2y = p)x( + )۷(‏ = (بإجير)ن 


مثال (۲ - ۷ - ۵) 
لنفرض أن 6 هي زمرة الاعداد الحقيقية باستثناء الصفر وذلك بالنسبة لعملية 
الضرب. (1-,1) =6 حيث یکون : 
1- > 1(1-) = (1-)1 ,1 = (1-)(1-) ,1 = 1.1 
ولتعرف 6 ج 6 :م وفق العلاقة : 


ادا كان × موجبا 1 
ادا كان × سالما 1-. 


موجب × موجب = موجب. موجب × سالب = سالب. سالب × سالب = موجب 


مثال (۲ - ۰-۷ 5) 

لنفرضص أن 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسية لعملية الجمع وأن ,0 هي 
زمرة الاعداد الصحيحة مقیاس « بالنسبة لعملية الجمع ا علیها غليها ولاف 
من 6 إلى ۰ كيا يل : : (×) يساوي باقی قسمة × على " . نه یمک للقاری» اماک 
وبسهولة. من أن 4 تشاکل . 


مثال (۲ - ۷ - ۷) 
لنفرض أن 6 هي زمرة الأعداد الحقيقية الوجبة بالنسبة لعملية الضرب وأن 
6 هي زمرة ت الأعداد الحقيقية بالنسية لعملية الجمع . 
لشاف 6 ج 6 :۵ وفق العلاقة × ۱02 = ()ه 
(x) + PCY)‏ = نزورعه! + مرع ۱0 p(xy) = log, (xy)‏ 
لان العملية في الطرف الأيمن هى العملية المعرفة على 6 وهي عملية الجمع . وبالتالي 


نظرية الزمر ۹۳ 


فان 4 تشاکل من 6 إلى © . إنه ليس تشاکلا فحسب. بل هو بالإضافة إلى ذلك 
1 


+ مثال (۲ - ۷ - ۸) 

لنفرض أن 6 هی زمرة الصفوفات (25) من النوع 2 على مجموعة الاعداد 
الحقيقية بحیث یکون 21-0670 بالنسبة لعملية ضرب الصفوفات . 

ولنفرض أن 6 هی زمرة الأعداد الحقيقيةباستثناء الصفر بالنسبة لعملية الضرب 
رن 6 ج ):۵ وف العلاقة : 20-6 = 0 ۵ عندئذ فان ۾ تشاكل من 6 على 
6 (نحقق من دلك) . 


إن التمهيدية الاتيت دنا بصنف غير منته من أمثلة التشاکلات . وعندما نثبت 
حالات التشاکل . 


تمهيدية (۱-۷-۲) 
لنفرض أن © زمرة و ۸ زمرة جزئية ناظمية فیها ولنعرف التطبیق # من © إلى 
۷ كبا يل × = (۵0 لكل ×٤6‏ عندئد یکون + تشاكلا من © على 0/۷ . 


الرهان 
فى الحقيقة» لا يو جد شىء يستدعى البرهان هناء لأننا قد برهنا على هذه الحقيقة 
مر ات عدیدة و لکننا نعيذه هنا للتأكيد . 


إن من الواضح أن ۵ غامر لأن کل عنصر 60/۲ هو من الصيغة ۲-۱۵ 
حيث 6٤ع‏ وهذا يعني أن (ع)+-< . 

ولإثبات أن 4 تشاكل يجب التحقق من خاصية الضرب وذلك بملاحظة أنه إذا 
كان ۰,۷0 فان : 


4 مواضيع في الجبر 


p(xy) = Nxy = ۲ = p(x) %(y) 
إن التمهيدية (۱-۷-۲) والشال السابق لها يؤكدان حقيقة مهمة هى أنه ليس‎ 
ضر وریا أ ن يكون کل تشاکل ات . ولكنه يوجد نسق معین فى هذه الطريقة‎ 
للانحراف عن الأحادية . . وسیصبح هذا واضحا في السطور القليلة الاتية.‎ 


تعريف 
ادا كان ف تشاكلا من 6 إلى 6 فإننا نعرف نواة (اه07+ والتى نرمز لها 
بالرمز يك نها 


چت K, = (x € G | %(x)‏ 
حيث ع هو العنصر المحايد في 6 . 


من المستحسن أن نبرهن على أن ,× ليست مجموعة خالية وذلك قبل البحث عن 
أية خاصة ها وهذا ما سنتناوله في الجزء الأول من التمهيدية الآنية . 


تمهيدية (۲-۷-۲) 
إذا كان ف تشاكلا من 6 إلى 6 فان : 
(1) © = (ع)ثم هو العنصر الحاید في 6 
(۲) ۵0۷ = (0هلکل 566 . 


الرهان 
(x) e = p(x) = p(xe) = p(x) (e)‏ 
واستنادا إلى خاصة الاختزال في 6 نحصل على ع=(ء)م . 


لرهان (۲) نلاحظ أن : 
p(x)‏ (0ه = (xx)‏ = ۵/9 دع 
ومن تعريف "(×)+ في 6 نحصل على النتيجة المطلوبةء أي أن "(×)ض = (1×)ض . 


نظرية الزمر ۹ 


و25 
إن برهان التمهيدية (۲-۷-۲) لابد أن يذكر القارىء الذي سبق 


1 
و ۷ 2-108 - و10 . إن هذا ليس من قبيل المصادفة ذلك لأن التطبيق × عها ج رن 
X‏ ۱ 
هو تشاكل من زمرة الأعداد الحقيقية الوجبة بالنسبة لعملية الضرب إلى زمرة الأعداد 
الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع . كما رأينا ذلك في المثال (۷-۷-۲). 


إن تمهيدية (۲-۷-۲) تثبت لنا أن العنصر المحايد © ينتمي إلى نواة أي تشاكل 
وبناء عليه فإن النواة غير خالية . وبإمكاننا الحصول على معلومات أكثر من ذلك حيث 
نجل : 


مهيدية (۳-۷-۲) 
ادا كانت × هي نواة التشاکل © من 6 إلى 6 فان × زمرة جزئية ناظمية في © . 


البرهان 

أولا : يجب أن نثبت أن × هي زمرة جزئية من 6 ولكي يتم ذلك, يجب أن نثبت 
أن × مغلقة بالنسبة للضرب وأنها تحتوي على معكوس أي عنصر في × . 

إذا كان ۴٤ر‏ ,× فإن © = () ف وة = () ۰9 حيث هو العنصر المحايد ني 6 . 
ومن ثم فان © = 55 = (۵60 00 = (۵0 أي أن 616ر» . 

أيضا (دا كان ×٤۴‏ فان 5 = («)م . واستنادا إلى تمهيدية (۲-۷-۲) يكون 
8 - ۴ = ۵6۷ = (×)ه أي أن 1616 وعليه فإن K‏ زمرة جزئية من 6 . 


لبرهان ناظمية × . يجب علينا أن نثبت أنه لأي 66ع و16 يكون 
4 » عبان اخری» عيب آن شبت انه متى ما كان 5 = (4)1 فان 
5 - ('عاع)م . ولکن 
e‏ = '(8)ه (ع)۵ = 50)8(7 (ع)ب = (اع))ن (1)ن (ع)ن = (عع)ن 
هذا ينتهي برهان التمهيدية (۲-۷-۲). 


45 مواضيع في الجر 


لنفرض الآن أن ض تشاكل من الزمرة 6 على الزمرة 6 وأن × هي نواة © . فإذا 
كان 6 » ۽ فإننا نقول إن العنصر ×٤6‏ صورة عكسية للعنصر ع تحت تأثير ف إذا 
كان ع<()۵ . 


ولنسال : ما هی الصورة العکسية للعنصر ۾ ؟ 
ذا گان 5 -5 فان اشراب واضح وسر 6 (من تعریف 1). ولان ماذا لو کان 
6 ؟ حسنا لنفرض أن ×٤6‏ هو إحدى الصور العکسية للعنصر ع . 

هل یمکن الحصول على عناصر آخری؟ إن الجواب. بکل وضوح. نعم لأنه 
ادا كان 61 وکان =k×‏ ر فعندئد 

¢(y) = ۵000 = p(k) p(x) = e g = g 

أي أن جميع عناصر المجموعة ×× تنتمي إلى الصورة العكسية للعنصر ع متى ما كان × 
NS‏ 


هل يمكن وجود عناصر أخرى؟ 
دعنا نفرض أن (×)ض  -‏ = (2)ض عندئذ (4)8 = (0)2 وهذا بقتضی أن يكون 
ع = "(×) (۵)2 وحيث إن (1«)ف ="(×)ض لذلك فان 
(2*5)م = p(x")‏ (2) = ۵0۲ )2)¢ دع 
ما یعیی أن «zx € K‏ أى أن × 26 . بعمارة أخرى . نكون قد آئتنا أن ×۴ هي بالضبط 
جیمع الور اة المع ی كان * سرن عا له. دا تکون قد یا 
التمهيدية الاتية . 


مهیدیه (1-۷-۲) 

إذا كان ف تشاکلا من الزمرة 6 على الزمرة 6 وکانت × هی نواة © فان جموعة 
الصور العکسية للعنصر 866 تحت تأثير 4 هي 1 حيث × هي أية صورة عكسية 
للعنصر چني 5 . 


نظرية الزمر ۹۷ 


حالة خاصه من هذه التمهيدية هی عندما K=(e)‏ . 
هناء ووفقا لتمهيدية (4-۷-۷) فان أي عنصر 866 له صورة عكسية مکونة من عنصر 
واحد فقط. وهذا يعنى أن 4 تطبيق احادي . والعكس صحيح › بمعنی أنه إذا كان 
التشاكل من 6 إلى 6 أحاديا (ليس من الضروري أن يكون غامرا) فإن نواته يجب أن 
تتكون من العنصر المحايد فقط . 


يقال عن التشاكل م من © إلى ت إنه تمائل (ععنجا‌مجممعن) إذا كان واد 


نعر يف 

يقال عن الزمرنین © , © إنب) متائلتان (عنط:00:) إذا وجد تمائل من 6 
على "© وق هذه ا حالة نكتب 6<6 ونترك للقارىء برهان ا حقائق الثلاث الآنية : 
ات 6 عت 
۲ إذا كانت 6 = 0 فان 6 = 0 
۳ إذا كانت 6 < 6وکانت 06 = '6فإن "6 < 6. 


عندما تکون زمرتان متاثلتين فإنه یمکن اعتبارهها متساویتین إلى حد ما. ما 
ختلفان لأن عناصرهما متلفة . وإذا عرفنا حسابات فى زمرة معيّنة. فان بوسعنا 
باستخدام التائل إجراء حسابات مشاممة في الزمرة الأخرى . 


يكن تشبیه التمائیل بقاموس یُمکن إنسانًا من ترجمه عبارة في لغة ما إلى عبارة 
أخرى بالعنی نفسه في لغة آخری (لسوء الحظ. لا یوجد قاموس متکامل کهذا لأن 
الکلیات لا یکون لما معنی واحد في اللغات. كنا أن العانی لا تنقل من خلال ترجمة 
حرفية) ولكن عرد القول بإمكانية التعبير عن حملة ما بلغة أخرى يعتير ذا مردود قلیل 
ها مجعل حاجتنا للقاموس ليقوم بمثل هذه الترجمة أمرا لا مفر منه . وبالمثل فان معرفة 
أن زمرتين متائلتان قد يعتبر ذا مردود قليل ولكن من الأهمية بمكان معرفة التماثل نفسه 


۹۸ مواضيع في ابر 


ولذلك عندما نرهن على أن زمرتين هما زمرتان متاثلتان فإننا سنحاول إيجاد التطبيق 
المطلوب الذي يعطي التماثل بين الزمرتين . 


ونعود الآن إلى تمهيدية (۷-۲-) حيث نجد فيها طريقة لمعرفة متى يكون 
التشاكل تمائلا وذلك بدلالة النواة . 


إذا كان ف من © إلى 6 تشاكلا وكانت ,هی نواة 4 فان ف يكون تمائلا 
من 6 إلى 6 إذا وفقط إذا كانت (6)- ,1 . 


إن في هذه النتيجة طريقة قياسية لإثبات أن زمرتين متمائلتان أو لاء نوجد تشاكلا 
من زمرة على أخرى ثم نثبت بعد ذلك أن نواة هذا التشاكل هي العنصر المحايد فقط . 


و تت2 ستتضصح لنا هذه الطريقة من برهان الرهنة المهمة الا تية . 


مرهنه (۱-۷-۲) 
لنفرض أن ۵ تشاکل من © على 6 وان نواته هي × . عندئذ 6^ ره . 


الرهان 
لنعتبر الرسم : 
G/K‏ 


حيث ۵ = (ع)0. 


ونود إكال الرسم السابق على النحو التالي : 


نظریه الزمر ۹۹ 


0/۲ 
۵ كوسيط بحیث یکون هذا الانشاء غير معقد نسبیا. يبدو أن الأمر الطبیعی هو أن 
نکمل الرسم السابق كا يل : 


89 بمج 
¥ 


۳1 


Kg 
60/۲ ذا التمهيد نعرّق التطبیق ۷ من 0/6 إلى 6 وفقا للفاعدة : إذا كان‎ 
حيث 21-168 فإن (۵)2 = (۷)26 . ومن حق القاریء أن یتساءل هل هذا التطبیق حسن‎ 
التعریف؟‎ 
حسنا. إذا كان 60/6 فانه یمکن کتابته على الصیغه ۵ بعدة طرق [علی سبیل‎ 
المثال ۵-۲2 ۰ ۲61 ]؛ ولکن ادا كان "2148-162 حيث 60 8,8 فاننا نجد من‎ 
. ناحية أن (ع)4=(×)ص ومن ناحية أخرى ('4)8-(3)! ولكي یکون للتطبیق معنى‎ 
» 14 فإنه يجب أن يكون ('ع)4=(ع)ض . لذلك : نفرض أن "162-162 ؛ 'عk=ع حيث‎ 
وبناء على ذلك.‎ 
%(g) = p(kg’') = p(k) ('ع)وء = ('ع)م‎ = 0)8/( 

لأن ۸٤۴‏ » حيث 1 هي نواة 4 . 

الآن نثبت أن ب غامر فإذا كان 6 > × فان (8) = × » حيث 6٤ع‏ (لأن ۾ غاس 
وبالتالى فان (عك1) = رع) 4= ×. إذا كان 60/1 ۸,۷ فان 21212 , 164 -لا » حيث 
6 ,ع وعندئذ 2162161-1621 2۷ ومن ثم فإن 

Y(XY) = y(Kgf) = (8)م = (1ع)+‎ (f) 


+۱۰ مواضيع في ابر 


وذلك لأن ۵ تشاکل من 0 عن 6 . ولکن 
(ع)۵ = YX) = y(Kg)‏ , (۲)<( )۱۷ ( ۷۲۷ 

ولذلك فان (ل)ب (×)ص = (۱۳)6۷ أى أن ۷ تشاکل من 0/1 على 6 . 

لکی نثبت أن بدتمائل من 6/۸ على 6 مجب علینا أن نبين أن نواة ب هی العنصر الحاید 
فى 6/۸ . ولا كان العنصر الحاید في 0/4 هو 166-16 لذا فإنه يجب علینا أن نثبت أنه إذا كان 
e‏ = (ع)۷ فان 18-16-16 إن من السسهل انبات هذا. لانه إذا كان 
(8)-(ع1)بحء ۰ فان 6<(ع)+ . ومن ثم فان ع عنصر من نواة © التي هي × . 
ولکن» عندثئذء ۵-6 لأن 1 زمرة جزئية من 6 . وبضم هذه العلومات مع 
بعضها نجد آننا قد آثبتنا وجود تشاکل احادی من 0/6 على 6 . وهکذا نجد أن 
0/626 . ومذا نکون قد آأتنا مرهنة (۱-۷-۲). 


إن مبرهنة (۱-۷-۲) مهمة » ذلك لأنها تفیدنا وبدقة عن الزمر التى یمکن أن تنشأ 
على هيئة صورة تشاكلية لزمرة معينة . إنه یمکن التعبیر عن هذه الزمر على الصيغة 
6 حيث 6 زمرة جزئية ناظمية من 6 . ولکن من تمهيدية (۱-۷-۲) نجد أن 6/۳ 
صورة تشاكلية للزمرة 6 حيث ١‏ زمرة جزئية ناظمية من 6 . وهکذا فانه یوجد تقابل 
بين الصور التشاكلية للزمرة 6 والزمر الحزئية الناظمية فیها. وإذا آراد القاریء أن 
يبحث عن جميع الصور التشاكلية للزمرة © فإن بوسعه التوصل إلى ذلك بالعمل داخل 
الزمرة 6 وذلك كما يلي : آوجد جميع الزمر الحزئية الناظمية × في 6 ثم کون جميع الزمر 
۸ . إن مجموعة الزمر الكونة بهذه الطريقة هي جميع الصور التشاكلية للزمرة 6 [إلى 
حد التاثل]. 


يقال عن الزمرة 6 إنها زمرة بسيطة (5:۳0۱6) إذا لم يكن ها صورة تشاكلية غير 


تافهة . وبعبارة آخری. إذا كانت لا تحتوى على زمرة جزئية ناظمية غبر تافهة. 


هناك تخمين (حدس) مشهور بقي بدون برهان لمدة طويلة يقول إن رتبة أية زمرة 
بسيطة غير إبدالية ومنتهية هي عدد زوجي . لقد تم برهان هذا التخمين من قبل الرياضيين 
الأمريكيين وولتر فايت (]856 ۲٤ا‏ ۷) وجون طومسون (500م12022 (John‏ , 


نظرية الزمر ۱۰۱ 


لقد أشرنا إلى أن مفهوم التشاكل هو مفهوم مهم جدا . لكي نزکد هنذا القول 

صترئ القارىء كما أن طرق ونتائج هذا البند یمکن استخدامها لاثبات حقائق عبر 
نافهة في الزمر. عندما ننشی ء الزمرة (/0 حيث ١‏ ناظمية في 6 وإذا حدث وأن عرفنا 
بنية 6/0 فإننا نعلم بنية © «بالنسبة | إلى «N‏ . صحيح » أننا نفقد بعض العلومات 
کک یکو غاا ماران اوت #اقية سین اقا رسكن عن طريقها استسام 
بعض المعلومات عن 6 . عندما نصور منظرا معینا فإننا نحول الشیء ذا الأبعاد الثلاثة 

ال قي في ین يسا وود فإننا نستطيع من النظر إلى الصورة أن نعرف 


إن البرهان المقدم في التطبيقين الاتبین على بعض الأفكار الطورة حتى الآن. 
ليس أفضل ما يمكن . إذ سنثبت النتيجتين لاحقاً في وضع أكثر شمولية وبطريقة 
أسهل . ولكننا نستخدم هذا العرض هنا لأنه يوضج لنا بشكل جيد بعض المفاهيم فى 
نظرية الزمر . 


تطبيق (۱) : (مبرهنة كوشى الإاءددت] للزمر الإبدالية) 
لنفرض أن 6 زمرة إبدالية منتهية وأن (0)©6إم حيث م عدد أو لى . عندئذ يوجد 
عنصر 466 و236 بحيث يكون 35-6 , 


الرهان 

,سنبرهن على هذا التطبیق باست‌خد ام الاستقراء الرياضى على رتبة © . بعبارة 
اخری. سنفرض صحة المبرهنة بشمیع الزمر الإبدالية التي رتبها تقل عن رتبة © . 
واستنادا إلى ذلك سنثبت أن النتيجة محققة بالنسبة ل 6 . ونبدأ الاستقراء بملاحظة أن 
المرهنة صحيحة في حالة الزمر التى نحتوي على عنصر واحد. 


إذا كانت 6 لا حتوی على زمرة جرئية ۶۲1:(ع) و۲176 فإنه وفقا لنتيجة سابقة في 
هذا الفصل يجب أن تكون 6 دائرية رتبتها عدد أولي . هذا العدد الأولى هوم . وفي 


فول مواضيع في ابر 


هذه الحالة تحتوي 6 على عناصر غير تافهة عددها 1-م ورتبة کل عنصر من هذه 
العناصر هي ( . 
لنفرض الآن أن 6 حتوی على زمرة جزئية ١‏ بحيث تکون (©) +81 +6 . 

إذا كان (()0|م فانه وفقا لفرضية الاستقراء الریاضی يوجد عنصر 070 بحيث يكون 
b=‏ وذلك لأن ٥)N(>0)6(‏ ک| أن × ا مسر إن 96۱۱6۵ لذلك فإننا قد 
حصلنا على عنصر يحقق شرط المبرهنة . 
لذلك نفرض الآن أن (/10)2م . لما كانت 6 إبدالية ول ناظمية في 6 لذلك فان 6/77 
نمق قا أن 1 = (6/83)ه وبا أن (0)۱(ع لذا فان 

لاد 





(0)0 > | م 


أيضا فان /6 إبدالية نظرا لأن 6 كذلك. ووفقا لفرضية الاستقراء الرياضيى يوجد 
عنصر 0 يحقق العلاقة 207-۰ حيث هو العنصر المحايد في 0۸ . 
ک| أن ,#6 . 

ولكن صيعة العنصر 4 2 ۷ هی 2:20 4 960 وبناء عليه نحد X"=(Nb)"=NbP‏ 
وحيث إن ×= e‏ و 6۳-6(و ,#6 ×لذا نجد أن N۶‏ كما أن 2050-11 مما يعني أن 
bPEN‏ « 51 ةط , 

بو 

ليکر (عی عندئل ع<طع ولکی شت أن العنصر © فق شرط الميرهنة يجب 
ظلیشا أن شست أن عه . فلنفرص آن من غت کل هت ن ومن لم فان 
(-۳() وبامم ما بين ×=”(ط۸) وکون (0)8 | حیث ‏ عدد أولي 
نحصل على ×= وذلك یقتضی أن ۸٤ط‏ . وهذا تناقض . ومن ثم فان #6 
ک| أن عدت ومپذا نکون قد انهينا الاستقراء وبه يتم البرهان . 


تطبیق (۲) : (مبرهنة سيلو [«5910] للزمر الا بدالیة) 
إذا كانت © زمرة ابدالية رتبتها (0)0 وکان م عددا أوليا بحیث ان (©)0/م 


و (0)0 2*۱ فان 6 حتوي على زمرة جزئیه رتبتها “م . 
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الرهان 

إذا كان 0 = » فإن الزمرة الحزئية (©) تحقق استنتاج البرهنة . لذلك نفرض أن 
0 » عندئذ (6)و|إم ووفقا للتطبيق الأول يوجد عنصر 6 © ده 
بحيث يكون 20<6. لنفرض أن (حيث ۲ عدد صحیح ما 6 ۲60|۳) -5 . با أن 
5 وع#ب#ةلذلك تکون (ء)8# . إننا ندعی أن 5 زمرة جزئية من 6 . لما كانت 58 منتهية 
لذا فإنه يكفى أن نتحقق من أن 5 مغلقة . إذا كان 65ز:» فان =× وع= ۳ وبالتالی 
فإن yg‏ ۳ = ۳ ۳۳(ود) [لقد استفدنا هنا من کون 6 إبدالية] وهذا يثبت أن 
5 . بعد هذا ندعى أن “م-(0)5 حيث »>0>8 . لبرهان ذلك. إذا كان و عددا 
أوليا معینا وکان )0 > معدن . فانه وفقا للتطبيق الأول» يوجد عنصر 63*65 بحيث 
يكون 68-6 > ومع ذلك فان ع- حیث ‏ عدد صحيح معين لأن 5عء. ولا كان "م,و 
أوليين نسبيا فبإمكاننا إيجاد عددين صحيحين ۸ و ۸ بحيث يكون 1-"مر+ن 2 وبناء عليه 
فان 


ع - (c*(e"))‏ ب "۸+ د ی دح 
ولكن ذلك ینافضص کون مغوع , 


واستنادا إلى ميرهنة لاجر انج فان (5(|0)6)ه » لذلك فان »>6 . 
لنفرض الآن أن »> ولنعتبر الزمرة الابدالية 6/5 . لما كان »>8 وكانت 
0 -(6/5)ه وكان أيضا (0)6/5إم » فإنه يوجد عنصر »5 (66» في 6/8 

يحقق الشرط 5575 و5-"”(5) حيث « عدد صحيح أكبر من الصفر. 

5 ۸= (×8) -5 وهكذا فان ۳65 وبالتالی ۳۳ = تراهم = "ريده . 
ولذلك فان × يحقق تماما المتطلبات اللازمة لكى ينتمى إلى 5 » وبعبارة أخرى 265 . 
ولذلك فإن 5-5 مما يناقض کون 57۴5 وعليه فان کون >۸ غير ممكن وبالتالي فإن 
8-0 . وبناءً على ذلك فان 5 هی الزمرة الحزئية المطلوبة ذات الرتبة "م . 

لنضفي على هذا التطبيق قوة أكثر وذلك بفرض أن 1 هي زمرة جزئية أخرى 
من 6 رتبتها *م » 1+5 وعندئذ فان 51-715 لأن 6 إبدالية ولهذا فإن '51 زمرة جزئية من 
6. 


٠١‏ مواضيع في احبر 


استنادا إلى مرهنة (۱-۵-۲) نجد 


o(ST)= (1)ه رذ)ه‎ _ ۳۳۳۳ 
o(SNT) o(SNT) 


وحيث إن 5+1 . لذلك فإن 2۴ > (0)501 وبالتالی فان ”م > (0)51 حيث »< . 
وبما أن ٩۲‏ زمرة جزئية من 6 فان هذا يقتضى أن يكون (6)٥|(1؟)0‏ » 
أي أن (6)ه|"م ما يناقض حقيقة أن » هو آکر قرع للعدد م التي من أجلها 
(©)0|*م وبناءً عليه فإنه لا يوجد مثل هذه الزمرة الحزئية (أي 7 ). أي أن 
5 هی الزمرة الحزئية الوحيدة ذات الرتبة “م وپذا نكون قد برهنا النتيجة الاتية . 

إذا كانت 6 إبدالية رتبتها (0)0 وكان (06)م|"م و (0*1/0)0م فإنه 
يوجد زمرة جزئية وحيدة في 6 رتبتها “م . 


ادا نظرنا إلى الزمرة ,6-5 التي ليست إبدالية حيث 2.3-(0)6 فإننا 
نجد أن 6 تحتوي على ثلاث زمر جزئية مختلفة رتبة كل منها تساوي 2 وهی على 
الترتيب (ه,ء) و (۷۷,ع) و (002ه,ء) وبالتالي فان النتيجة تؤكد أن الوحدانية ليست 
محققة في حالة الزمر غير الإبدالية بيد أن مبرهنة سيلو سارية المفعول لجميع الزمر 


نعود الآن إلى موضوع التشاكل . لنفرض أن 4 تشاكل من 6 على 6 نواته 
هي × وأن 8 زمرة جزثية من 6 ولتكن (6»6|0)*(68*) -11] . إننا نذعي أن 
۸ زمرة جزئية من 6 نحتوي × . إن کون ۲121 واضح ذلك لأنه إذا كان 616 
فان 5617 =(×)۵ ومن ثم فان ۲۱2 . لنفرض الآن أن 611لز,: عندئذ ۴ €(×)ض 
و68()+ وهكذا فان 7261)م (۵0 = ()۵ وبناء عليه. 615ب مما 
يعنى أن 14 مغلقة بالنسبة لحاصل الضرب في 6 . وفضلا عن ذلك إذا كان 


نظرية الزمر ۱۰۵ 


4 فان 671( وبالتالى ۵0-۵063 ما يترتب عليه أن یکون 
7 . وهکذا فاننا قد برهنا على إدعائنا بان 11 زمرة جزئية من 6 . بالاضافة إلى ذلك 
ماذا یمکن القول عن الحالة التی تکون فیها ۴ ناظمية فى 6 ؟ لنفرض أن 6)ع وتان 
عندئد €۴ (۵)1 ومن ثم فان 6۴1 ۸)۵(۲(ظ)۵)۵(۵-("عطع)ه لأن 8 ناظمية في 6. 
وبالتالى فان 7( واع أى آن 11 ناظمیه في 6 . 


آمر اخر جدیر باللاحظة هو أن التشاکل 4 من 6 على 6 عندما يعمل على عناصر 
14 فقط . فان حدث تشاکلا من ٨‏ على آ۴ نواته هی 6 نفسها. ولا كانت 
۲121 فانه وفقا مرهنة (۱-۷-۲) نجد أن 11/1 --8. 


وعلى العکس. لنفرض أن ا زمرة جزثية من 6 وأن .ات1 ولتكن 
)×٤6|×=4)(,1٤1(‏ <,ا عندئذ يستطيع القاریء أن یتحقق من أن .1 زمرة جزئية من 
6 . هل یمکن وصف الزمرة الحزئية (9601009(61) -7 بوضوح؟ واضح أن 127 . 
هل يوجد أى عنصر ۲٤۲‏ بحيث يكون .41) ؟ لنفرض أن 7 عندئد €1 (۵)0 ومن 
تعريف ,1 نجد (4)1=() حيث .161 . وبناءً عليه فإن 5 = "(1) (:)++-(4):11 وبالتالى 
1 أي أن ؛ینتمي إلى 11 الق تساوي :1 . وبعبارة آخری لقد برهنا عل أن 
1 وهده النتيجة مع کون 1.7 تقتضی أن =1 . مهذا نكون قد أنشأنا تقابلا بین 
مجموعه الزمر اخزئیه في 6 ومجموعة الزمر الحزئية من 6 التي تحتوی × . وبالاضافة إلى 
ذلك نجد وفقا هذا التقابل أن كل زمرة جزئية ناظمية في 6 تقابل زمرة جزئية ناظمية في 


6. 
الخ هده الققرات في العا ا 
تمهيدية (۵-۷-۲) 


لیکن ه تشاکلا من 6 على 6 نواته ھی × ولنعرف 1 کم یی H={x€G|p(x)€H)‏ 
حيث 11 زمرة جزئية من 6 . عندئذ تكون 11 زمرة جزئية من 6 حتوي × . وإذا كانت 


۰۹ مواضيع في ابر 


۸ ناظمية في 0 فان 11 ناظمية في 6 وبالااضافة إلى ذلك فإنه ينشأ عن هذا الترابط تقابل 
من جموعة كل الزمر ا جزئية من 6 على جموعة كل الزمر ا جزئية من 6 التي نحتوي + . 


نود الآن إثبات ميرهنة عامة حول العلاقة بين زمرتين متشاكلتين . 


مرهنه (۲-۷-۲) 
لیکن ف تشاکلا من 6 على 6 نواته × . ولتکن ۸ زمره جزئیه ناظمية من 
6 و ۸۷-6006 عندئذ 6/7 < +0 وبعبارة أخرى G/N=(G/K)/(N/K)‏ . 


الرهان 

كا نعلم. يوجد تشاكل 0 من 6 على 6/۸ معرف کا يل ع۷[-(ع) 0. 
الآن نعرف التطبيق 6+85/50:م: كا یل (ع)۵-(ع)(۰ حيث 260 . إن ب غام لأنه 
إذا كان 866 فان (5-4)8 حيث 66 ونظرا لان 4 غامر لذلك فإنه يمكن كتابة 
العنصر 38 في 6/۸ على الصيغة (ع)۰۲-(ع)۱۵ إذا كان 2,040 فإنه ‏ وفق تعريف 
التطبيق (۱ - يكون (۳۸)۵0-(۷)۵0 ولكن ()۵)2(۵-(۵)۵0 لأن ۵ تشاكل وبالتالي : 

.N (2)ه‎ p(b) = N (د)ب‎ N به = زط)م‎ (a) بد‎ (b) 

وهكذا فإن ب تشاكل من 6 على 6/۸ . ما هي نواة ۰۷ ؟ لنفرض أن 1 هي نواة 
ب . أولاء إذا كان ۸6۸ فإن 0(610)+ وبالتالى 1-(54)0-(0) + حيث 1 هو 
العنصر المحايد في 6/۸ وهذا يثبت أن ۱۲ . 
ومن ناحية آخری. إذا كان 6»1: فان (۲)" هو العنصر المحايد فى 6/۸ الذي يساوي 
۴ » ولكن ()۸4=()ص وبالتالي فإن: 0)+8-50 وهذا يعني أن 0)(60 . ومن 
تعريف N‏ نجد أن 1678 » أي أن 1 وبهذا نكون قد برهنا على أن نواة به هي 
N‏ . وعندئذ يكون ب تشاكلا من 0 على 6/١‏ نواته هي N‏ . 


واستنادا إلى المبرهنة (۱-۷-۲) نستنتج أن 6/۸ < 6/۸ وهذا يثبت القسم الأول 


من المبرهنة. إن القسم الثاني من المبرهنة ينتج من ملاحظة أن N ~N/K « 6 ~6/K‏ 
ومنه نجد (/0/16(/)0۷) < 6/8 . (وهذا ينتج أيضا كنتيجة لمرهنة ۱-۷-۲). 


ب 
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مسائل 

تحقق ما ذا كانت التطبیقات الآتية هي تشاکلات ثم آوجد نواة التشاکل . 

() © هی زمرة الاعداد الحقيقية غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب 
و © = 0 و *۵0(<۸ لكل €6× . 

(ب) 6 وه کا في (ا) و "۵)×(=2 . 

(ج) 6 هى زمرة الأعداد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع 

و © = 0 و1+<ع-(:«)م لكل 6»60: . 

(د) 6وت کا في (ج) ۾ p(x)=13x‏ « 60 . 

(ه) 6 أية زمرة إبدالية و 6 = 6 و ×=(x)م‏ لكل 6)€× . 

لنفرض أن 6 أية زمرة وأن 6)ع عنصر معين ولنعرف 6+6:ض بالعلاقة 

"و <(۵0 . آثبت أن + تماثل من 6 إلى 6 . 

لنفرض أن 6 زمرة إبدالية منتهية رتبتها (0)6 وأن « عدد صحيح بحيث 

يكون 1 = ((2,0)6 ). برهن على أن كل عنصر 6٤ع‏ يمكن كتابته على الصيغة 

"دع حيث 2600 , 

إرشاد: اعتبر التطبيق 6+6: المعرف كما يلي "ع = (4)8 ۰ ثم برهن على 

أنه تمائل من 6 على نفسها. 

419 ا کانت ۵ آية زمرة ولا حموعة جزئية منبا. ولتکن نا. اصغر زمرة 
جزئية من 6 تحوى ا . آثبت وجود مثل هذه الزمرة الجزئية 0 في 6 . 
[يطلق على أ. الزمرة الحزئية الولدة بالجموعة نا ]. 

(ب) إذا كان ۲۲" عنع لكل g€O‏ ولكل €1 ں۔ فانت أن 1. زمرة جزئية ناظمية 

ی ©. 

لمكن (۷۱۳۷60)-1] . يرمن ل لآ في هذه الحالة بالسرمز 

"6 ويطلق عليها زمرة المبدلات الجزئية في 6 

. 6 برهن على أن "0 زمرة جزئية ناظمية في‎ )١( 

(ب) برهن على أن ' 6/6 إبدالية . 

(ج) إذا كانت 0/8 إبدالية فاثت أن N26‏ . 


۱۸ مواضيع في ال حبر 


(د) إذا كانت 11 زمرة جزثية من 6 و۱120فان 11 زمرة جزئيه ناظمية 
۵ . 
5 إذا كانت 11,384 زمرتين جزیئیتین ناظمیتین من 6 
فأثست أن 71/110171 < ۱۱۱/۷۲ . 
¥ لشکن ۷ هي يجموعه الأعداد |الحقيقية ولنعرف السطية ۲۷ ¢ 
حيث 2,06۷ بالعلاقة T,p(xX)=ax+b‏ ولتکن (270 ,2,06۷ کاو }€6 .N={t,‏ 
أثبت أن ١1‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 وأن 6/87 تماثل زمرة الأعداد الحقيقية 
غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب . 
4- لتكن 6 هي الزمرة الزوجية والعرفة على أنها مجموعة كل الرموز لا« 0,1- 
و NT‏ سيق =e‏ و =e‏ "رو روديو . 
أثبت ما يل : 
19) إن الزمرة ازئية (""ر...,ر,ء) N=‏ هی زمرة جزئية ناظمية في ۵ . 
(ب) 0/2 حيث (1-,1) ۷۷ فب زرا بالنسبة لعملية ضرب الاعداد 


| عل 3-2 ات 





4 - برهن على أن مركز الزمرة هو دوما زمرة جزئية ناظمية . 
۰- برهن على أن الزمرة التى رتبتها 9 هي زمرة إبدالية . 
۱- اذا كانت 6 زمرة غير إبدالية وكانت 6-(0)6 
فاثبت أن ,6-5 . 
۴ے اذا کانت 6 زمرة ابدالية وکانت ¥ زمرة جزئية من 6 
فاثت أن 0/۱ ابدالية . 
۳ - آوجد مركز الزمرة الزوجية الواردة في المسألة (۸). 
6 - آوجد زمرة البدلات الحزئية » أي '6 للزمرة الزوجية الواردة في السالة (۱۳). 
۵ لتکن 6 هي زمرة الاعداد المركبة غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب: 
ولتکن هی مجموعة الأعداد المركبة التى قیمتها الطلقهة تساوي الواحد (أى آن 
a+ibEN‏ إذا كان 22+02-1) . أثبت أن G/N‏ تمائل زمرة الأعداد الحقيقية الوجبة 
بالنسبة لعملية الضرب . 


نظرية الزمر ۱۹ 


34 ۱5- لتکن 6 هي زمرة الاعداد المركبة غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب 
وأن 6 هي زمرة الصفوفات ( ٠‏ _ )من النوع 2 ×2 حيث 0,۵ عددان حقیقیان 
لا يساويان الصفر معا وذلك بالنسبة لعملية ضرب الصفوفات . أثبت أن 6 
تمائل 6 ودلك باجاد تمائل من 6 على 6 . 
د اک 6 هي زمرة الأعناد الحقيقية بالنسبة لعملية الجمع وهي 
الزمرة الحرئية المكونة من الأعداد الصحيحة. آثبت أن 6/837 متاثلة مع زمرة 
لاعداد المركبة الى قیمتها الطلقة تساوی الواحد وذلك بالنسبة لعملية 
5956 ۱ 
4 - لتكن 6 هي زمرة المصفوفات الحقيقية (! “)من النوع 2×2 حيث 
20-0 وذلك بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات : ولتكن 
N={(î )eG|ad-be=1)‏ 
أثبت أن ' 2206 حيث '6 هى زمرة المبدلات الحزئية في 6 . 
+ ۳۱۹ في المسألة (۰)۱۸ أثبت أنه في الحقيقة أن ×='6 . 
+ ۲۰ - لتكن 6 هي زمرة المصفوفات الحقيقية (0 *) من النوع 2×2 حيث ۵0« 
وذلك بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
ايك ان وص ور سي اي 1 
۱ - لتكن ,5و ,5 جموعتین. ولنفرض أنه يوجد تقابل ب من ,58 إلى ,5. 
ات وجود تمائل من (,5)ه إلى (,۸)5 حيث (۸)5 هي مجموعة كل التقابلات 
من 5 على نفسها . 


(۲ - ۸) التائلات الذاتية 
لقد عرفنا ودرسناء في البند السابق. مفهوم التشاکل من زمرة إلى آخری . حالة 
خاصة من ذلك ولکنها ذات آهمية هى عندما یکون التشاکل من الزمرة على نفسها. هنا 
نستخدم كلمة «علی» عمدا ذلك أنه توجد زمر وتشاکلات تطبق هذه الزمر إلى - ولیس 
على نفسها. وأبسط مثال على ذلك هو أنه إذا كانت 6 هي زمرة الاعداد الصحيحة 
بالنسبة لعملية الجمع وكان 0<-0:ه وفق القاعدة ×2=(×)ض لكل 266 . وحيث 


ةو ١١‏ مواضيع في ابر 


إن 2142۷ (2)4+۷ :۵ لذلك فان ۵ تشاكل. أيضا إذا كانت صورتا 
× ¢ ۲ وفق التطبیق ه - متساویتن فان 2-2 يقتضى أن و-» أي أن ب غائل 
بيد أن ۵ ليس غامرا ذلك أن صورة أى عدد صحیح وفق التطبیق ه هو عدد صحیح 
زوجى. وعلى سبيل المثال فان العدد 1 ليس صورة لأي عنصر من 6 نحت تأثير 
4 . إن اهتمامنا سيكون منصبا على دراسة التماثل من زمرة على نفسها . 


تعريف 
التيائل الداتی )automorphism(‏ لزمرة ما 6 هو التبائل من 6 على نفسها . 


وک ذكرنا 5 الفه ۱ الأول فإنه عندما نتحدث عن التطبیقات مس جموعة إلى 
ق فإننا بت ۱ |“ طة ات من اليمين . وهكذا إذا كان ذؤجذ:1 و5 فان 


1× هي صورة العنصر × تحت تأثير1 . 


×=1× لكل 0 . إن 1 عائل داتی عل 0 کا يبدو ذلك واضصحا. 


لتكن (6)6. ترمز إلى مجموعة كل التماثلات الذاتية على الزمرة 6 . إن 
(6)6. مجموعة جزئية من (۸)6 التى هی مجموعة التطبيقات الاحادية من 6 على 
نفسها لذلك یمکن استخدام الضرب العرف عل (۸)0 من أجل هكن 
- أي ترکیب التطبیقات ‏ ولا كان هذا الضرب محققا لقانون التجمیم في  ۸)0(‏ 
فانه من باب أولى محقق في (2)6. » أيضا فان عنصر الوحدة 1 في (8)6 موجودة 
في (6)6. . لذلك فان (6)6.. ليست خالية . 


إن الحقيقة التى تجب علينا محاولة إثباتهبا هي أن (6)6. زمرة جزئية من 
(۸)6 وبالتالى فان (2)0. زمرة بكل ما في الكلمة من معنى . 
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إذا كان (5,»6)6 ,1 . فإننا نعلم أن (€۸)6,ر1 رک 
بيد أننا نريد أن يكون هذا العنصر في المجموعة الصغرى (4)6.. وللتحقق من ذلك 
نجد أنه لكل ۷6 ,× يكون 
(xT, = (xT) YT),‏ 
(xy) T, = (xT) (yT)‏ 
ولمذا فان 
و ((7 7,009 )) = و9(۲(1) = (xy) TT,‏ 
(TIT) (O TIT) = (RTT) YT)‏ = 
ما یعنی أن (6)6 ۲,۲,٤‏ . 


بقي حقيقة أخرى تحتاج إلى إيضاح لكي تكون (6)6. زمرة جزئية من 
(۸)0 تلك هی أنه إذا كان (©)1>..2 فان (#2)0ر,ع 1-1 . 
إذا كان 06 × فان : 
[(T') (yT')] ۲*۲ (۳۲۱ [(yT')T]‏ 
(x1) (y1) = xy‏ = 
وهكذا فان '-90(1«) = (۲(()۷۲) ويقتضى هذا أن ۲'€٤6)6(‏ . 


مهد ه الملاحظات نكون قل آثتنا التمهيدية الآتية. 


عهیدیه (۱-۸-۲) 
إذا كانت © زمرة فان جموعة التباثلات الذاتیه (6)6 .للزمرة © هی زمرة أيضا . 


طبعا حتى الآن. لا نعلم طريقة. في الحالة العامة لمعرفة ما إذا كانت 
(6)6. تحتوى على عناصر غير 1 . 


۱ مواضيع في ا حبر 


فاذا كانت 6 زمرة تحتوي على عنصرین فقط فان باستطاعة القاریء اثبات 
أن (©)6.. تحتوي على 1 فقط . وفي حالة الزمر التى تحتوي على أكثر من عنصرین 
فان (6)0م. تحتوى دائا على أكثر من عنصر . 


إن ما نريده هو عينة من الت‌اثلات الذاتية أغنى فى خواصها من تلك التى 
يتا (أى» 1 ). فإذا كانت 6 إبدالية وكان يوجد عنصر 66× بحيث 595 
فاننا نستطيع كتابة تماثل ذاتي صريح » هو التطبيق 7 المعرف بالعلاقة "×=۲× لكل 
6 . إن ۲ غامر لاية زمرة 6 . ولكل زمرة إبدالية © يكون لدینا. 
(xT(T)‏ = وار = yx‏ = ۲ (ود) = (xy) T‏ 
أيضا فان × ×= 1× » طذا فان ۲1 . 


ورغم ذلك فإن صنف الزمر الابدالية محدود قليلا ولهذا فإننا نود أن يكون لدينا 
تمائلات ذاتية لزمر غير إبدالية . والغريب حقا هو أن مهمة الحصول على التاثلات 
الذاتية لمثل هذه الزمر أسهل منها في حالة الزمر الإبدالية . 


لتكن 6 زمرة ولنفرض أن 6)ع » عندئذ نعرف التطبيق 7:66 كما يلى 
وبا ”م - 1 < لكل 2:66 . إننا ندعي أن 1 مائل داتي على 6 . آولا» إن ۲ غامر لأنه 
إذا كان 6٤ر‏ وفرضنا أن "عرع=× فإن 

عع GE‏ موز وا 21 
لذا فان ,1 عامر. 


لنفرض الآن أن »,+ عندئذ 
م5701 = (g"xg)(g yg)‏ = وز ۵2) و = (xy)T, = g"(xy)g‏ 
أي أن ,1تشاکل من 6 على نفسها. 


1 
وفضلا عن ذلك فان 1 احادی 3 لآنه إذا كان ۳ فان ۱۵-۷۵ 8 م 
واستنادا إلى قوانین الاختزال نجد أن ر=× . إن ,۲ يدعى التمائل الذاي الداخلی 


نظرية الزمر ۱۱۳ 


automorphism(‏ رعهم1) القابل للعنصر ع . فإذا كانت 6 ليست إبدالية فانه 
يوجد عنصران 2,960 بحيث يكون 200 وعندن1د طجده 61-2 
ولذلك فان 1ع ۲. وهكذا فإنه يوجد تمائلات ذاتية غير تافهة للزمر غير الإ بدالية . 


لتكن (0(|866)ه#ت 1,6) = (0) .إن حساب ےآ حيث 6 .» ع قد يكون 
مها إلى حد ماء لذلك نفرض أن 6)× ومن تعريف ,1 . 
م۲1 ,1 (م 1 «) < ,1 xT „=(gh) x( gh) = hg 'xgh = (g xg)‏ 
وبالتالی فان الكل ت كا ۱ 


إن هذه اللاحظة مهمة وموحية في الوقت نفسه . إنها مهمة لانه ينتج عنها مباشرة 
أن (6) زمرة جزئية من (2)6:. (تحقق من ذلك). إن (260 غالبا ما تدعی بزمرة 
الت‌اثلات الذاتية الداخلية للزمرة © . كما أنها موحيةء لأنه إذا اعتبرنا التطبیق 
(6)6.+¬6:ل العرف بالعلاقة ,۲-(ع)۷۲ لكل 6٤ع‏ فان = ,1,1 = 1 = (0ع)۷ 
(ظ)ب۱(ع) ۱ أي أن + تشاکل من 6 إلى (6)6. والتي صورته هي (26 . ما هي نواة ۷ 
؟ لنفرض آنها × وأن ۸٤ع‏ » عندئذ 1=(ع)ط ۰ وبعبارة آخری. 1,1 ولکن هذا يعني 
أنه لآأى 6 يكون ×= ع1× . ومع ذلك فان ہع×' رع = ر۲× وبالتال فان ,و«ا'مع =× 
لكل ×٤6‏ وهکذا فان رع× = مع< رعرع =× رع ما يعني أن ,8 تتبادل مع جميع عناصر © 2 
ولكننا عرفنا مركز الزمرة 6 » أي 2 بأنه تماما كل العناصر في 6 التي تتبادل مع كل 
عنصر نی 6 (انظر تمرين ۱۵ بند 8-7). وهكذا فان 72 . 


كذلك ادا كان 262 فان 2-۶ =z‏ 1» (وذلك لأن عع-» ) . أي آن 
1-1 وبالتالى فإن 2616 وهذا يقتضى أن 2216 . لقد أثبتنا أن 12 و2 
لذلك نجد أن 12-2 . 


ويمكن تلخيص ما سبق بقولنا إن به تشاكل من 6 إلى (6)6. صورته هي 
(6) ونواته هي 2 . واستنادا إلى مبرهنة (۱۷-۲) فإن 6/2 (6) . 
وللتأكيد على هذه النتيجة العامة فإننا ندونها على هيئة تمهيدية . 


١1١4‏ مواضيع في الجبر 


تمهيدية (۲-۸-۲) 
2- (2]0. حيث (0آ2. هی زمرة التائلات الذاتية الداخلية للزمرة 2,6 هو 
مركز الزمرة © . 


لنفرضص الآن أن ه تمائل داتي ع على الزمرة 6 وأن 266 وأن رتبه ۾ هي ه (أي 
أن 2-6 :هو أقل عدد صحیح موجب يحقق هذه العلافة). عندند 
ع- )4 = )4("=4)a"(‏ » أي أن ء="(a)ض‏ . فإذا کان "=e‏ (۵ حيث م>م>( 
فان ءع-(”4)3-"(3)ه ما يؤدى إلى أن 2۳-6 لأن م احادي . وهذا تناقض . وبالتالى 
نحصل على التمهيدية الآتية : 


قهيدية (۳-۸-۲) 
لتكن 6 زمرة و ف مان لا ذاتيا على 6 فإدا كان ۾ عنصرا من © رتبته هی 
0<(ه)ه فإن (4)2((=0)2)ە 


يمكن استخدام التائلات لبناء زمر جديدة من زمر معروفة ولكن قبل أن نوضح 
هذا تجريديا نعتبر المثال الخاص الآ : 
لتكن 6 هي الزمرة الدورية التى رتبتها 7 » أي أ اوا العناصر 2 حيث 
عع 8. إن التطبيق ”87ج+'0:3 هو تمائل ذاتي رتبته تساوى 3 أ ی أن 03-1 ويمكن 
التأكد من ذلك بسهولة. لنفرض أن × هو رمز يخضع للشروط الاتية : 
۴ (أة)ن دعرو x‏ و ۲۲-6 ولنعتر كل الرموز من الصيغة توا« حيث 1-0,1,2 و 
j=0,1,2,...,6ز.‏ 
ونؤكد هنا على أن الم إذا وفقط إذا كان 3 500 1-1 و 007 1 -ز. إننا 
نضرب هذه الرموز ببعضها مستخدمين القواعد الآتية : ة-×ه" ×, = =× فمثلا 


(xa)(xa“)=x(ax)a“= x(xa)a=x*aٌ 


ويمكن للقارىء التحقق بأنه يمكن الحصول ببذه الطريقة على زمرة غير إبدالية رتبتها 
تساوی 21 
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وعل العموم ‏ إذا كانت 6 زمرة وکان ۲ تمائلا ذاتيا غير داخلى رتبته تساوی 
۲ ثم اخترنا رمزا هو × واعتيرنا كل العناصر ع'× حيث قش ارو ¡ 260 الى 
تخضع للشرط وهو أن ع ادع إذا وفقط إذا كان 00۲عز و ععو زوس 
لجميع قيم ذفإنناء بهذه الطريقة نحصل على زمرة أكبر هي (6.۲) كما أن 6 
ناظمية في (0,1) و 0,1(/6) تماثل الزمرة المولدة بالعنصر 1 وهي الزمرة الدورية التي 
رتبتها تساوي :. 
بختنم هذا النند بتعيين (6)6. حمیم الزمر الدورية . 


مشال (۱-۸-۲) 

لتکن 6 هی الزمرة الدورية المنتهية الى رتبتها تساوی ۲و (6=)4 » 2<6. 
ولنفرض أن ۲ تمائل دای على 6. وحيث إن '(21) =۲" لذا فان معرفة 2۲ تعین 9۳۲ 
ووفقا لذلك فان ٣ع‏ قد تعين وذلك لكل ()-0). وعلیه فاننا سنعتير فقط 
السور الم لل ء قت تا ۲ كذلك يز أن 160 وبا آن كل عفر مود 
۵ هو إحدى قوی 2 ۰ لذلك فان "21-2 حيث :>:>0 . وبا أن ۲ تمائل داي 
فان رتبة 87 يجب أن تساوي رتبة 8 (تمهيدية ۳-۸-۲). إن هذا الشرط یفرض على 
ا أن يكون أوليا بالنسبة إلى » . لأنه إذا كان :ل و اه فان 

0 20ج - 5( 2) أي أن رتبة 1ه قاسمة للعدد‎ =a" =e 

وبالجمع ما بين هذه الحقيقة وتلك التي تنص على أن رتبة 1ة هي ۲ نستنتج أن 
1 -0. 

ومن ناحية أخرى. فإنه لأي عدد ء أولى بالنسبة إلى ۲ حيث +>0>5 . يكون 
التطبيق ۸۲+ 5:۵ تمائلا ذاتيا على 6. وهكذا فان (2)6-. تتقابل مع الزمرة ,لا من 
الأعداد الصحيحة الأصغر من ۲ والأولية بالنسبة إليه وذلك بالنسبة للضرب قياس ۲. 
إننا ندعی . ليس فقط. وجود تقابل بل إن هذا التقابل هو ني الواقع هام دعنا نرقم 
عناصر (2)6:. على الشكل 1 حت اوصة:1 کا آن ذأولى باللسبة ال ۲و 0>1>۲. 

الآن =a"‏ (ه) + جهن ]1 5 ای أن 11-3 إن التطبيق ,1+ : يظهر لنا 
التائل من ,لآ على (۸)60-.وعندئد» نجد هنا أن _نا-(©)6:.. 


١ ١5‏ مواضيع في ابر 
مثال (۲-۸-۲) 
سا هنا 6 لتكون الزمرة الدورية غير المنتهية أى أن © تتكون من جميع 
العناصر 8 . ....1+,0-: . حيث نفرض هنا أن 21-6 إذا وفقط إذا كان 1=0. لنفرض 
أن ۲ تماثل ذاتي على 6. كبا فى المثال )١14-7(‏ '8-:21. 
السوال الذي يطرح نفسه هو: ما هي فیم 1 الملمكنة؟ 
لا كان ۲ تمائلا ذاتیا على 6 لذلك فانه يطبق 6 على نفسها وطذا فان 17م-ج حيث 
136 
وهکذا فان (81)- 211۲ <2 » حيث اعدد صحیح ولا كان 21-2 لذا فانه يجب أن یکون 
دنا ده وبالتالى فان 2۳-6 ومن ثم فان 1-0-] أي أن 1-ن وب | أن 
1 )عددان صحیحان فانه من الواضح 1+-6. 
وفي کلتا الحالتين ينشأ عن قيمتى ؛ غائلان ذاتیان فعندما 1-: نحصل على 
الت‌اثل الذاتي الحاید ]. وعندما مب نحصل على التائل الذاتي ٣‏ عجع:1 لكل 
عنصر ع من الزمرة الدورية © وهكذا فإن (©)6-. قائل زمرة دورية رتستها تساوی ی 
۱- هل التطبیقات الاتية نمائلات ذاتية على الزمر العرفة؟ 
۱( 6 هي زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع و × جبز: [ , 
(ب) 6 هی مجموعة الاعداد الحقيقية الوجبة بالنسبة لعملية الضرب ‏ م۲[ 
(ج) 6 هی الزمرة الدورية الق رتبتها تساوی 12 :1 
(د) G‏ هی الزمرة و ورن 
آے کک 8 رشه و ۲ 3 : جزئیه منباو ۲ غانل ذاتي على 6 ولتکن 
{hh H)‏ -11(1). أثبت أن 11(1) زمرة جزئية من 6. 
۳- لتكن 6 زمرة و 1 تماثل ذاتي على 6 و N‏ زمرة جزئية ناظمية فى 6. أثبت أن ۱(۲) 
زمرة جزئية ناظمية في 6. 
5 - إذا كانت ,۵-5 فأثبت أن (20 =6. 
ه- أثبت أنه لأية زمرة 6 تكون (20 زمرة جزئية ناظمية في (6)6. [إن الزمرة 
(6)6(/6/. تدعى زمرة الت‌اثلات الذاتية الخارجية على 6©]. 
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5 - لتکن 6 هي الزمرة التی رتبتها تساوی 4 حيث 
G={e,a,b,ab}, a” =b*“=e, ab=ba‏ 
عين (6)6/ . 
۷-() يقال عن الزمرة الجزئية © من 6 إنها زمرة جزئية مميزة 
subgroup)‏ 02261151 ) من 6 إذا كان 16 ©) لكل تمائل ذاتي 1 
على 6. برهن على أن الزمرة الحزئية المميزة ناظمية في 6. 
(ب) أثبت أن عكس )١(‏ غير صحيح . 
۸ ات ان زمرة المبدلات الحزئية ' © هی زمرة جزئية مميزة (انظر مسألة ۵ بند ۷-۲) . 
14- ادا كانت 6 زمرة وکانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 0 و زمرة جزئية 
مميزة في لا فأثبت أن M‏ زمرة جزئية ناظمية في 6. 

۰ - لتکن 0 زمرة منتهية و ۲ تماثل ذاتي على 0 بحيث أن *-۰۲ إذا وفقط إذا 
كان ع-: حیث 266 آثبت أن كل عنصر 66ع یمکن قثيله على الصيفة 
() ×=ع حيث €6×. 

-١‏ لتكن 6 زمرة منتهية و 7 تماثل ذاي على 6 بحيث أن «-7: إذا وفقط إذا 
كان =× حيث ×٤6‏ ولنفرض أيضا أن 12-1. أثبت أن © يجب أن تكون 
إبدالية . 

۲۳ لتكن 6 زمرة منتهية ولنفرض أن 7 مائل ذاتي ينقل أكثر من ثلاثة أرباع 

عناصر 0 إلى معكوساتها. أثبت أن ۲-۲ لكل 66 وأن 6 إبدالية. 

١‏ - بالرجوع إلى المسألة (۱۲) هل تستطيع إيجاد مثال لزمرة منتهية وغير إبدالية 
ويوجد لا تمائل ذاتي ينقل تماما ثلائة أرباع عناصرها إلى معكوساتها؟ 

4 - آثبت أنه لأية زمرة منتهية تحتوي على أكثر من عنصرين يوجد تماثل ذاني غير 
تافه . 

6۵ - لتكن 6 هي الزمرة التي رتبتها 20 ولنفرض أن رتبة نصف عدد عناصر 
۵ هی 2 ران النصف الاخر یکون زمرة جزئية 1 رتبتهاه. ات أن رتة 

1 هي عدد فردي كا أن 11 زمرة جزئية |بدالية من 6. 

ا ا فک (0) هی دالة أويلر. إذا كان 2<1 عددا صحيحا. فأئبت 

أن (۵)۸۳-1/. 


۱۱۸ مواضيع في اخبر 


۷ - لتکن 6 زمرة و 7 مرکزها فإذا كان 7 أي تمائل ذاق على 6. فأثبت أن 
2(7). 

۸ لک 03 زمرة و 1 مانلا داتيا عليهاء ولتکن (<ة-6©)|*3*) N)a(=‏ 
لعنصر ۸66. آثبت أن ۳۷)۵((۲)-(۱1)۸۲. 

: شک 6 زمرة و ۲ تمائلا داتیا علیها و لا زمرة جزئية ناظمية في 6 بحيث 
یکون (۷(۲). وضح كيف تستعمل 7 لتعریف تماثل ذاتي على (/0. 

۰ - استخدم الناقشه الق تلى تمهيدية (۲-۸-۲) لتکوین : 
) زمرة غير إبدالية رتبتها = 55. 
ب) زمرة غير إبدالية رتبتها = 203. 

۱ - لتکن ‏ هي الزمرة التي رتبتها = 9 والمولدة بالعنصرین ۵ و طا حيث 
جع وا و 5 جمیم ل‌ائلات الذاتية على 6. 





)٩ ۰ ۳(‏ مبرهنه کیل (ع2۷۱)) 
عندما نشأت الزمر لاول مرة في الریاضیات فإنها نبعت من مصادر خاصة وق 
صيغة ملموسة جدا وغالبا ما كانت على صيغة ن»وعة تحویلات نظام ریاضی معين . 
وي الوافع إن معظم الزمر النتهیه ظهرت على هيئة تبدیلات أي على هيئة زمر 
جزئیه من ,5 ((8)5تح,5 حيث ٩‏ مجموعة منتهية من عناصر عددها «) ولقد كان 
الریاضی الانجليزي كيلى أول من لاحظ أن کل زمرة یمکن تصورها على هيئة زمرة 
اا ۳۲ ۳ ها 


وي هذا البند سنعرض مبرهنه كيل والنتائج المترتبة عليها. 


مرهنه (۱-۰۹-۲) 
إن أية زیر مات زمرة جزئیه من (۸)5 حيث 5 مجمو عه . . 


الرهان 
لتكن © زمرة. سنستخدم عناصر الزمرة © لتكون هى الجموعة 5. وبعبارة 


نظرية الزمر ۱۱۹ 


أخرى. 5-6. إذا كان 6ع فاننا نعرف (60-)5+(06-)5:,: بالقاعدة ۲۲,۵ لكل 
67 

إذا كان ۲66 فإن >( ۵-6۷۵( ۱-6۵ أي أن ي يطبق 5 على نفسها. وفضلا عن ذلك 
فان ,1 أحادي لأنه إذا كان ,2۲-۷۲ فان عر=ع× ومن خاصة الاختزال ٤‏ الزمر تخد آن 
هذا يقتضى أن بو-». پذا نكون قد أثبتنا أن (5)ه» .> لكل 6)ع. 


لنعتير الآن > حيث 60,ع. لأي 66 نجد أن : 
كيت X(gh)= (xg )h= (XT, )T,‏ ري 
لاحظ هنا أننا قد استعملنا قانون التجميع . ومن العلاقة ,٣ر٦×=‏ × نستنتج أن 
ما .Teh‏ ولذلك إذا كان (۸)5+-۱:)0 معرفا بالعلاقة ,۲)۵(<۲ فان العلافه مارا ريا 


تفید بأن ل تشاکل . ما هی نواة با ؟ 


لنفرض أن × نواة ل عندئذ إذا كان >1>مع فان ي>>-(مع)ل و يهو التطبيق 
المحايد على 5. لذلك فإنه لأجل 0 وبصفة خاصه لأجل 0 نجد أن مح e۲‏ بيد 
أن معدرعء > يك. وبمقارنة هاتين العلاقتين نستنتج أن »-مع وبالتالي فان K=)e(‏ . 
واستنادا إلى نتيجة التمهيدية (4-۷-۲) نستلتج أن س تمائل من 6 إلى (8)5. مذا نکون 
قد آتنا الرهنة . 


إن هذه المرهنة تمكننا من أن نعرض أية زمرة مجردة على هيئة زمرة ملموسة, ألا 
وهی . زمرة تطبیقات. بيد أا لا تخلو من مواطن الضعف ذلك أنه إذا کانت 
6 زمرة منتهية رتتها (0)6 فانه بجعل 5-6 كما ورد ذلك فی برهاننا نجد أن (۸)8 
تحتوى على عناصر عددها !(0)6. إن زمرتنا ۵ التی رتبتها (0)0 قد فقدت نوعا ما داخل 
الزمرة (4)5 التى بعناصرها التي عددها !(0)6 تصبح كبيرة جدا بالقارنة مع 0 والآن 
نطرح السژال الاتي : هل نستطیم إعباذ. محموعة 8 بحیث تكون (۸)5 آصغر من تلك 
الى وردت فیا سبق؟ هذا ما سنحاول إنجازه فيا ياق . 


۱۳۰ مواضيع في الجر 


لتکن 6 زمرة و 11 زمرة جزئية منها ولتكن 5 هي الجموعة التي عناصرها 
الجموعات الشاركة الیمنی ل ۲1 في 6. أي أن (60>ع/»11)-9 انه لیس ضروریا أن 
تکون 5 زمرة في حد ذاتها وف الواقع . ستكون 5مرة. فقط فيا لو كانت 1 زمرة جزئبه 
ناظمية في ). ومع ذلك فإننا نستطیم أن نجعل الزمرة 6 توثر على 5 بطريقة طبيعية 
کا ی : 

لیکن S+5:ي)‏ معرفا بالقاعدة 1«8]عیا(۲۷) حیث 6٤ع‏ وبالعودة إلى إثبات 
مبرهنة (۱-۹-۲) نستطیم أن نبرهن بسهولة على أن 
0 (۸)5>) لكل 0 ع 
۲) .ابا 
وهكذا فان التطبیق (۸»5+-9:0 وال رف بالقاعدة ,4-(9)8 هو تشاکل من 6 إلى 
(۸)5. هل بامکاننا أن نقول إن 6 تمائل؟ 


للإاجابة على ذلك نفرض أن × هي نواة 6. إذا كان رنه فإن 
العنصر ,ی!-(,ع)0 هو التطبيق المحايد على 5. وبالتالى فانه لكل 65 يكون 
.ولا كان كل عنصر من 5 هو مجموعة مشاركة يمنى ل 11 في 6 لذلك فانه يجب 
أن يكون لدينا Hat,, = Ha‏ لكل 03 . ومن تعريف رها أي م1138 = ,یاه نصل إلى أن 
8 ,ع113 لكل .a€ O‏ 


ومن ناحية آخری. إذا كان 60 بحيث يكون 110-117 لكل 60 فإننا 
نستطيع إثبات أن >561. وهكذا فان ( لكل {b€ G|Hxb=Hx « x€G‏ 1 
إننا بهذا الوصف ل ندعي أن × يجب أن تكون آکم زمرة جزئية ناظمية في 6 
محتواة في 11. لنوضح أولا ما هو المقصود من كلمة أكبر؟ إننا نعني بذلك أنه إذا كانت لا 
زمرة جزئية ناظمية في 6 حتواة في 11 فان × يجب أن تكون محتواة في >1 . ونريد أن نثبت 
أن هذه هي الحالة . إن کون > زمرة جزئية ناظمية في 6 ينتج من كونها نواة التشاكل 
على 6. إن 11ح لأنه إذا كان 5616 فان 1120-112 لكل 266 ولذلك وبصورة خاصة . 
Hb=Heb=He=H‏ ومن ثم فان 6611 . 


قرو اور ۱۲۱ 


وأخيراء إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 0 محتواة فى 11 وکان 2611 » 366 
فان 6۱-۲۷ ana"‏ وبالتالي فان 11-' ۲۱۸۰۵ وهكذا فان ۲120-112 لكل 366 
ولذلك واستنادا إلى تعریف × نجد أن 8616. پذا نکون قد برهنا . 


مبرهنة (۲-۹-۲) 

إذا کانت © زمرة و 1 زمرة جزئية من © وکانت 8 هي مجموعة کل الجموعات 
الشارکة الیمنی ‏ 77 فى © فائه یوجد تشاکل 6 من © إلى (۸)5 بحیث کون نواة 
0 هي آکبر زمرة جزئية ناظمية في © حتواة في 11 


إن مبرهنه كيل (۱-۹-۲) ليست الا حالة حاصة من هذه المرهنة وذلك في ال حالة 
التى تکون فيها (68)-88. وإذا حدث أن كانت 1 لا تحتوي على زمرة جزئية ناظمية في 6 
غير (©) فان 6 يجب أن يكون تماثلا من 6 إلى (۵۸)5. وفي هذه الحالة نكون قد قلصنا 
حجم 5 المستخدمة في إثبات مبرهئنة (۱-۹-۲) وهذه الحالة هى الأكثر متعة في الزمر 
لنتهية . ومن أجل ذلك» سنستعمل هذه الملاحظة كوسيلة لاثبات احتواء زمرة منتهية 
معينة على زمرة جزئية ناظمية غير ثافهة وأيضا كوسيلة لتمثیل زمر منتهية معينة على هيئة 
زمر تبديللات على جموعات صغبة . 


الآن ندرس هاتين الملاحظتين عن کثب. لنفرض أن 6 تحتوى على زمرة جزئية 
H‏ الق دليلها (1)13 (أى عدد المجموعات المشاركة اليمنى ل 11 في 6) يحقق المتراجحة 
(1)11(۱>0)6 ولتکن 5 هي جموعة الجموعات المشاركة اليمنى ل 1] ٤‏ 11 
إن التطبیق 9 الوارد فى المرهنة (۲-۹-۲) لا یمکن أن یکون تماثلاء لانه لو كان كذلك. 
لکانت (0)6 تحتوي على عناصر عددها (0)6 ومع ذلك فهي زمرة جزئية من (۸)5 التي 
عدد عناص ها !(1)۲3 حیث !(0)6(<1)11 ولذلك فان نواة 6 يجب أن تکون أكير من (ع). 
ونظرا لأن النواة هى أكير زمرة جزئية ناظمية في 6 محتواة في 11 فإننا نستنتج من ذلك 
أن 11 تحتوي عل زمرة جزئية ناظمية غير تافهة في 6. 

ومع ذلك. فإن للمناقشة الواردة انفا مقتضيات حتى ولو كانت !(1)51 ليست 
أصغر من (0)6. فإذا كانت !(1)51 لا تقبل القسمة على (0)6 فإنه بالرجوع إلى مبرهنة 


۱۳ مواضيع في ابر 


لاجرانج نجد أن (۸)5 لا حتوي على زمرة جزئية رتبتها (0)0 ومن ثم فإنه لا توجد زمرة 
جزئية من (5)ه تمائل 6 . بيد أن (۸)5 تحوي (0)6 ولذلك فإن (9)0 لا یمکن أن تمائل 
0 وبعبارة آخری. لا یمکن أن یکون ۵ ائلا ولکن !۲ في هذه الحالة. كا رأينا انفاء 
تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 


نلخص ما سبق بالتمهيدية الاتية . 


تمهيدية (۱-۹-۲) 

ادا كانت 6 زمرة منتهية وکانت 11 زمرة جزئیه من 6 » 1۶6 بحیث تکون 
۱ (0)6 فان 11 يجب أن تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة في 6. وبصورة 
حاصة لا يكن أن تکون © زمرة بسيطة . 


تطبیقات 

(۱) لتکن 6 زمرة رتبتها 36 ولنفرض أن 6 تحتوي على زمرة جزئية 11 رتبتها 
9 (سنری فيها بعد أن هذه هی الحالة دائا) عندئذ 4-(۲1): كما أن (4!=24>36=0)6 
ولدلك فان 14 مجب أن تعتوی على زمرة جزئية ناظمية (۱۷۶)6 في 0 بحیث إن 
00۵ ۰ وبعبارة آحری إن رتبة ۸ هی 3 أو و. 


(۲) لتکن © زمرة رتبتها 99 ولتفرض أن 11 زمرة جزئية من 6 رتبتها 11 (سنری 
فيا بعد أن هذا يجب أن یکون صحیحا . عندئذ 9-(۲1): ولا كان !99/9 لذلك فانه 
یوجد زمرة جزئية ناظمية غير تافهة لا في 6 » 112 وحیث إن 11-(0)11 هو عدد أولي 
لذا فان 11لا تحتوي على زمر جزئية غير نفسها والزمرة الحزئية التافهة (©) وبناء على ذلك 
فان ۱-1۷ الامر الذي یقتضی أن 11 نفسها زمرة جزئية ناظمية في 6. 


(۳) لتكن 6 زمرة غير |بدالية رتبتها 6. استنادا إلى مسألة (۱۱) بند (۲ - ۰۳ 
يوجل عنص ۵36 ٤‏ 0 بحیث یکون 2*26 وعلیه فان رتبة الزمرة الحزئية (1-4)6,2] 


نظرية الزمر ۳۳ 


تساوي 2 كما أن 3-(1)۳1. لنفرض. مژقت آننا نعلم أن ٨‏ ليست ناظمية في 6. لما كانت 
1[ لا تحتوي على زمر جزئية غير نفسها و (ع) . لذا فان 11 لا تحتوي على زمر جزئية 
ناظمية في 6. وبناء عليه فان 6 متائلة مع زمرة جزئية ۲ من (۸)5 رتبتها 6 حيث 5 هي 
حموعة الجموعات الشاركة اليمنى ل 11 في 6. ولا كان 6-!3-!(1)11-((0)8)5 لدا 
فإن,5 = 21 وبعبارة أخرى» فان ,5-(4)5 -6. 


لقد أثبتنا أن أية زمرة غير إبدالية رتبتها تساوي 6 متائلة مع و5. كل ما بقي لدينا 
هو إثبات أن 14 ليست ناظمية في 6. وحيث إن هذا قد لا مخلو من فائدة» لذلك فإننا 
نرهن هذا بالتفصيل . فلو كانت (6,2)-]8 ناظمية في 6 لكان 6۲۲" ده لكل 860 
وكان "+٥‏ عع ما يجعل "=a‏ عهع أو بعبارة أخرى هه لكل 6٤ع‏ ليكن 560 و 5411. 
ولنعتر [×طا=ط»×|N)(=)»)6.‏ إن (ط)N‏ زمرة جزئية من 6 وفقا لمسألة سابقة كا أن 
1[د(ط)11 و N)b(#H‏ لأن (63)0ط و 6411. ولا كانت 11 زمرة جزئية من (۱)0 لذا فان 
0)11(|0)۱۲((6. إن العدد الزوجی الوحيد « حيث 2>0>6 والذي يقسم 6 هو 6 نفسه 
لذا فإن 6-((0)۱)0 وبناء عليه فان 9 یتبادل مع جميع عناصر 6. لذا فان کل عنصر من 
6 یتبادل مع أي عنصر اخر من 6 ما يترتب عليه أن 6 إبدالية وهذا یناقض الفرض 
وطذا فانه لا یمکن أن تکون 11 زمرة جزئية ناظمية في 6. إن هذا البرهان طویل إلى حد 
ما بيد أنه یوضح بعض الأفكار التي طورت حتی هذه الرحلة . 


۱- لتكن 6 زمره 32 اعتير التطبيقات .من 6 ال نفسها حيث 6٤ع‏ والعرفة 
۱ 

بالقاعدة عم(« لكل 0 ات أن ۳ احادی وعامر وآن مارب( و 

۲ - لیکن ۸ معرفا كما فى المسألة الأولى و > معرفا ىا ورد في [ثبات مبرهنة (۱-۹-۲). 
انت أن التطبيقين ,و > حققان العلافه ,ی وذلك لأي عتصر ین 
ع و« ی 6. [|رشاد: اعتير (ركية)< و (و )× حيث 260]. 

۳ إذاكات ۵ تطبیقا احادیا من 6 عل نفسها بحیث یکون وادقيذلكل 660 ع. 
فأثبت أن ,9-7 حیث إن ا عنصر ما من 6. 


۱۲ مواضيع في ابر 


(i) - 4‏ ادا كانت ۲1 زمرة جزئية من 6 . فاثبت أن !18آع زمرة جزئية من 6 وذلك 
لكل CO‏ 
ف ای "۱۷-۵۵ هي زمرة جزئية ناظمية في 6. 
© - باستخدام تمهيدية (۱-۹-۲) برهن عل أن کل زمرة رتبتها #وحيث و عدد أولي 
يجب أن تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها م. 
٩‏ - دا كانت رتبة © هي ”م فاثبت أن أية زمرة جزئية ناظمية رتبتها م يجب أن تكون 
محتواة في مركز 6. 
۷- باستخدام مسألة (5) أثبت أن أية زمرة رتبتها “م هي زمرة إبدالية . 
۸- إذا كان معددا أوليا. فأثست أن أية زمرة رتبتها م2 يجب أن تحتوی على زمرة جزئية 
رتبتها م وأن هذه الزمرة الحزئية ناظمية في 6. 
5- إذا كانت وم>(0)6 . حيث إن م و و عددان أوليان مختلفان. وكانت 6 تحتوى 
على زمرتين جزئيتين ناظميتين رتبة كل منهها م و و على الترتیب. فأثبت أن 
) دورية. 
۰ - لتكن وم-(0)6ن > حيث إن م و و عددان أوليان ون <م! أشت أن : 
() © محتوي على زمرتين جزئيتين رتبة كل منهها م و 4 على الترتيب . 
(ب) إذا كان 1-م/ن فان 6 دورية . 
(ج) إذا كان مو و عددین اوليين وكان ۳-1 فانه يوجد زمرة غير 
إبدالية رتبتها وم. 
(د) أية زمرتين غير إبداليتين رتبتاهما وم مت‌ائلتان . 


(۲ - ۱۰) زمر التبدیلات 
لقد راینا آن كل زمرة یمکن تمثيلها کزمرة جزئية من (۸)5 حيث 5 هی أية 
جموعه. وبصورة خاصة. یمکن أن تمثل أية زمرة منتهية کزمرة جزئية من ,5 حيث 
7 عدد صحیح موجب و ,5 هی زمرة التناظر من الدرجة «. إن هذا یظهر بوضوح أن 
الزمرة ,5 نفسها تستحق دراسة آکثر عمقا. 


نظریه الزمر ۱۲ 


لنفرضص آن 5 جموعة منتهية محتوی على عناصر عددها « هی م0,,...,5,,: إذا 
1 1 
كان ,5-(468)5 فإن + تطبيق احاديٌ من 5 على نفسها ونستطيع كتابة ۾ صراحة وذلك 
بتوصیح تأثيره على كل عنصر فمثلا ,»صو , ولا جيك , ولاج رطا ,راج ,لا:0 ولكن الكتابة على 
هذا النحو صعبة إلى حد ما وبدلا من ذلك فانه یمکن كتابة ۾ بطريقة مختصرة كما یل : 


( وام‎ ) 
۱ 2. e Xx. 


E r 
حيث ,هی صورة العنصر × تحت تأثير م وبالعودة إلى مثالنا الآنف الذكر فإنه يمكن‎ 
: کا يلي‎ ٠ تمثيل‎ 

۷۱ X2 X3 X4 ۰ 

xX 1‏ ا ( 
ومع أن كتابة ‏ هذه الطريقة أسهل قليلا فإنها لا تخلو من الإطالة ذلك لأن استخدام 
الرمز × لا يخدم أي غرض. إذ أنه باستطاعتنا كتابة التبديل على الشكل الآتي : 


Ses 
1۳9 
: وبهذه الطريقة یمکن أن نکتب مثالنا السابق كما يلي‎ 
2 3 8 
2 خ#‎ 1 3 
إذا كان 0 و ب تبديلين في ,5 فكيف تمثل 6۷ وفقا هذه الطريقة؟‎ 
.)1 لحساب هذا نرى أولا ما هو تأثير 6 على ,«(الذی سنكتبه على شكل‎ 


إن 6 يرسل 1 إلى ,أ بينم لله يرسل إلى × مشلا. وبالتالي فان 0۷ يرسل 1 إلى 
ثم نكرر هذه الطريقة على الأعداد ه...,2,3. فمثلا إذا كان 6 هو التبديل : 


E‏ سو سر 
8 2 1 3 


SS 
۱ 3 Z 4 / 


وكان بط هو التبديل 


۱۳۹ مواضیع في ابر 


فان 3-,ذو ل پرسل 3 إلى 2 ومن ثم فان ۲-2 وعلیه فان 6۷ ینقل 1 إلى 2 وبالثل 
4ج4 ,33 ,2+1 أي أن تمثيل 0۷۷ هو: 


وف 
4 3 1 2 


فإذا كتبنا 
f 5 ¥ 8‏ 
۱ ) =0 
4 2 ۷ 5 
و 
)۰ 3 2 ( 
و 8 و “ly‏ 
فإن 


7 3 2 =(“ 2 016 3 .۸ ) - 0۷ 
4 3 1 2 ف 2 95 424614 و 1 3 
إن هذه هي الطريقة التي سنتبعها في ضرب الرموز من الصيغة 
n‏ 8 2 1 طلا 4 2 ۱ 
8 فده كا ۳ '! 0 وه ا ( 
لتكن 5 مجموعة. (9>۸)5 ولنفرض أن 5 , عندئذ نعرف طم<ه إذا وفقط 
إذا كان '20-ط حيث اعدد صحيح (قد يكون 1 موجبا أو سالبا أو صفرا) إننا ندعي أن 
هذه هي علاقة تكافؤ على 5 وذلك لأن : 
(۱) همه لأن 2220-26 
(۲) ادا كان امه فان 9-20 ومن ثم فان “8-507 وبناء عليه همعط 
(۳) إذا كان ارعه و = فان 0-۵8 و 0(8-0ه)-00- وهذا يقتضى أن 


»252 
إن علاقة التكافؤ هذه تفرق الجموعة 5 إلى مجموعات جزئية منفصلة أى إلى 


فصول تكافؤ وذلك استنادا إلى مبرهنة (۱-۱-۱). كا نطلق على فصل التكافؤ الذى 
بجثله ال حنصر 565 مدار (01016) 5 بالنسبة إلى 6 أي أن مدار ‏ بالنسبة إلى 0 يتكون 
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من جميع العناصر 0و حیث ,10. وبصورة خحاصة » إذا كانت ٩‏ محموعة منتهية و 
5 فإنه یوجد عدد موجب أصغر ()1-1 يعتمد على ؟ بحیث یکون :-0:. إن 
مدار 5 بالنسبة إلى 6 یتکون عندئذ من جميع العناصر ''2,...,50 5,50,50. نعرف دورة 
(#اءرء) 0 بأنها المجموعة المرتبة (""0ء,.. .,). إن بإمكاننا تعيين 6 متى ما عرفنا میم 
دوراته ذلك لاننا سنعرف صورة أي عنصر تحت تأثير 0 0 ونوضح هذه الأفكار بمثال قبل 
أن نستطرد في الموضوع . 

لیکن 

04 2 3 4 5 3 
2 1 5 5 6 4 

حيث تتکون 5 من العناصر 1,2,...,6 (تذکر أن 1 يرمز للعنصر ,و 2 يرمز للعنصر ر× 
وهكذا ۰ وبدءا بالعنصر 1 نجد أن مدار 1 یتکون من 1625-20-1 ,101-2 ,100 -1 
وبالتال فان مدار 1 هو المجموعة (1,2). ومن هنا نستنتج أن مدار 2 هو المجموعة 
نقسها. إن مدار 3 يتكون فقط من 3 . كماأن مدار 4یتکون م:40-5.4. 
6 -462-50, 4 = 60 - 6 (407) 40 وبالتالي فان دورات 6 هي 1,2(.)3(.)4.5,67) . 

الآن نحيد قلیلا عن مثالنا المحدد 0. ولنفرض | أن الدورة (مأ...,جاررة) تعني 
التبديل به الذي يرسل ١١‏ إلى دأو :ا إلى دذو. . .و بای ,اوم إلى ,اويترك جميع العناصر 
الأخرى في 5 ثابتة . وهكذا . 
على سبيل الثال. إذا كانت 5 تتكون من العناصر 8 فإن الرمز (1,3,4,2,6) يعني 
التبديل 

۱ 3 4 8 6 7 8 4 
3 © 4 FE ¥ 1 ۲ 8 8 

ان ضرت الدورات يتم بضرب التبدیلات الق تمثلها . 
ومرة آخری. إذا كانت 5 تحتوی على 9 عناصر فان 

سس اتود 


(1 2 3(5 6 4 1 8) = | 
9 231 647 9 


09 ۶ 6 45 231 
لا ) 
89 که 35514542 2 


۱۳۸ مواضيع في ابر 


لنعود الآن إلى الافکار الطروحة في الفقرة السابقة هذه الفقرق ولنطرح السوال 
الاي : إذا كان لدینا التبدیل : 

( م‎ 1 # <5 © FT © 0 

23 5 E بل‎ GO 2 و‎ FS 9 


فا هی دورات 0 ؟ 


1, 10-2, 102-26-3, 103-30-8, 1680-5183506, 1086064, 10-46 <1 


أى أن مدار 1 هو الجموعة (1,2,3,8,5,6,4). 
ک| أن مداری 7و 9هما (7) و (9) على الترتیب . وهکذا فان دورات 0 هی : 
(1,2,3,8,5,6,4)< (1,10,10,...,10°( ,)9( ,)7( | 
وعلى القارىء التحقق من أنه إذا ضرب الدورات (1,2,3,8,5,6,4(,)7(,)9) (کما هو 
معرف في الفقرة السابقة) فإنه سيحصل على 8 أي أن 9 في هذه الحالة. على 
الآقلء هوحاصل ضرب دوراته. 


لكن هذا ليس من قبيل المصادفة ذلك أنه ييكن ببساطة برهان 


یی یه لاف 
تمهيدية (۱-۱۰-۲) 


كل تبدیل هو عبارة عن حاصل ضرب دوراته . 


الی‌هان : 
ليكن 0 تىدیلا» ختنید تال دورات 0 الصغة ("9و,...,0ی,5). 


استنادا إلى تعريف صرب الدورات ‏ کےا ورد سابقا» وحيث إن دورات 8 
منفصلة لذا فان صورة 65 تحت تأثير 0 التي هي ۰:0 هي نفس صورة " 
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تحت تأثير ب حيث ۷ هو حاصل ضرب دورات ۵ الختلفة. وبالتالی فان تأثر 8 
على كل عنصر من عناصر 5 هو نفس تأثير به . أي أن =6 وهذا هو الطلوت 
برهانه. 

ادا كانت الملاحظات الواردة فيها سبق لا تزال غير واضحة فإنه يجب على القارىء 
أن يأخذ تبديلا معينا ثم يوجد دوراته. وبعد ذلك يأخذ حاصل ضرب هذه الدورات 
لیتحقق من التمهيدية» وعندما يفعل هذا فان التمهيدية ستصبح واضحة لديه . 
من العتاد كتابة نص التمهيديتة (۱-۱۰-۲) على الصیغه التالية «إن كل تبدیل 
یمکن التعبیر عنه بطريقة وحيدة على هيئة حاصل ضرب دورات منفصلة» . 


لنعتبر الدورة (,...,1,2,3) التى طوطا «. إنه یمکن بحسابات بسيطة اثات 
أن : 
(1,2,3,...m) =(1,2) (1,3),... (1,m)‏ 
وعموما فان الدورة (مة ... ية,بة) التي طوضا مه تساوی (م2,:8) ...,(جه,,ه)(مهب,ه). 
إن هذا التفريق غير وحيد ونعني بذلك أن الدورة التي طوها یمکن كتابتها كحاصل 
ضرب دورات طول كل منها 2 بأكثر من طريقة. 
(3,1()3,2) > (1,2()1,3)- (1,2,3) 


الآن. لما كان كل تبديل هو عبارة عن حاصل صرب دورات منفصلة وحيث إن 
کل دوره عبارة عن حاصل صرب دورات طول کل منبا 2 فاننا نکون فل برهنا على 


تمهيدية (۲-۱۰-۲) 
کل تبدیل هو حاصل ضرب دورات طول کل منہا 2. 


سوف نطلق على الدورة التى طوضا 2 بالناقلة («منانوممومد) 


۱۳۰ مواضيع في احبر 


يقال عن التبديل ,065 إنه تبديل زوجي (Even)‏ ادا امکن عثیله على هيئة 


إن التعريف الوارد فيها سبق يوضح أن للتبديل 8 تمثيل على هيئة حاصل ضرب 
عدد زوجی من المناقلات ولكن قد يكون له تمثيلات أخرى على هيئة حاصل ضرب 
عدد فردى من التبديلات ونريد هنا أن نبين أن هذا لا يمكن أن يحدث . 
إنناء بصراحة» غير راضين عن البرهان الذي سنقدمه لهذه الحقيقة ذلك لأنه یستخدم 
كثيرات الحدود الأمر الذي يبدو غريبا على الموضوع المطروح . 


لنعتمر كثيرة الحدود في المتغيرات الى عددها 7 


P(XX2,...,X,) = I(x) 


ولنعتبر أن ,865 يؤثر على كثيرة الحدود (,*,...,ي*,,*)م وفق القاعدة 
رو رمت )11 p(x, 3 ۷-۷ 8 (xx; SF‏ :0 


إن من الواضح أن : 
...نوكت عام طاح ...روت )09:0 
فعلى سبيل المثال. إن التبديل (9<)134()25 في و5 ينقل 
)وک وک) او وک ول) (X=x4)(x=Xs)(X2-X)(x2-X4)‏ (ور) زوع رء) > (ي..., )م 
ال: 
J (xX 2)(x4-x,)(x4-X2)(x1 x»)‏ ۳ سو) (وسی) (وا و6۳( (Xx,‏ (مل-و)(یسو) 


والتی یمکن التأکد من أنه يساوي (و...., »)0-. 


وبصفة خاصة. إذا كان 0 مناقلة فان : 
ربانب O:p(X,,-..,Xq)‏ 
(محقق من دلك) . 
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وهکذا إذا آمکن تمثيل التبدیل × کحاصل ضرب مناقلات عددها زوجي . 
فان يجب أن یبقی (,0)*,....5 ثابتا» ولذلك فان أي تمثيل ل على هيئة حاصل ضرب 
مناقلات يجب أن یبقی (,*....,*)م ثابتا وبعبارة أخرى. في أي تمثيل ل على هيئة 
حاصل ضرب مناقلات يجب أن يكون عدد الناقلات زوجيًا. إن هذا يوضح أن 
تعريف التبديل الزوجي ذو معنى . إن التبديل غير الزوجي يسمى تبديلا فرديا (000). 


إن الحقائق الآتية واضحة الآن : 
)١(‏ حاصل ضرب تبديلين زوجيين هو تبديل زوجي . 
(۲) حاصل ضرب تبديلين أحدهما زوجي والآخر فردي هو تبديل فردي . 
(۳) حاصل ضرب تبديلين فرديين هو تبديل زوجی . 


ان فاعلة تر کیب تبدیل روجي مع فردی مائله لش کیت عدد روجى مع عدد 
فردي بالنسبة لعملية الجمع . إن هذا لیس من قبیل الصادفة ذلك أن القاعدة الأخيرة 


لتکن ,۸ هی مجموعة کل التبدیلات الزوجية في ٩,‏ وحیث إن حاصل ضرب 
تبدیلین زوجيين هو زوجي لذلك فانه يجب أن تکون ,4 زمرة جزئية من ,5. إننا نعي 
آنها ناظمية فى ,5. إن أفضل طريقة لرهان ذلك قد تکون الطريقة الاتية . 


لتكن ۷ هی الزمرة (1-,1) بالنسبة لعملية ضرب الاعداد الحقيقية 
ولنعرف ۷۷+-,۰۲:۹ وفق القاعدة 1-(5)ر إذا كان ء زوجیا و 1- -(:)۱۲ ۰ إذا كان 
و فردیا . إن + تشاکل من ,۹ عللی ۷۷ ودلك بناء على القواعد ۳۰۲۰۱ الواردة فییا سبق . 
کا أن نواة ب هی تماما ,۸ وحيث إن ,۸ هی نواة التشاکل لذا فانها ناظمية في 
8سادا إل مهن (۱-۷-۲) فان ۷ ۸ 9 وحیث إن 
(,05 ر وذ 


A 0)۸( 





2 20۲۷۷ ( 2۷ 





لذا فان ام (,۸) . إن ,۸ تدعی بالزمرة التناوبة (عمناه۸۱۱6۳۳) من الدرجة «. 


۱۳۲ مواضیع في اخبر 


مهیدیه (۲-۱۰-۲) 
إن ,5 نخحتوي على زمرة جزئية ناظمية دلیلها 2 وهده الزمرة هي الزمرة 
ا متناوبة ,4 ا مكونة من جميع التبديلات الزوجية . 


سنعود إلى ,5 مرة أخرى وذلك عند نهاية البند القادم . 


ماقا 
١‏ أوجد مدارات ودورات التبديلين الآتيين : 
898 فل 7 8 و ۵ 3 2 ز 
)۽ 4 #۶ 8 1 8 * 15 ۳ 
3S 5‏ 4 3 # 1 
(ب)( 2 1 84 84 5 ( 
۲ - أكتب التبديلين الواردين في المسألة السابقة كحاصل ضرب دورات منفصلة . 
*"- عير عن التبديلين الآتيين كحاصل ضرب دورات منفصلة : 
() (1,2,3()4,5()1,6,7,8,9()1,5) 
(ب) (1,2()1,2,3()1,2) 
٤‏ - برهن على أن 
(2:1....رقص (non-T‏ = )12,...080( 
۵ - آوجد البنية الدورية لجميع قوى التبديل (1,2,...,8). 
أ ما هی رتبة الدورة التى طوها «7. 
(ب) ما هي رتمة حاف شرب الدورات المنفصلة الي أطواها ہدہ... ,رص ,ص ؟ 
(ج) كيف توجد رتبة تبديل معطی ؟ 
۷- اخسب 268 حيث : 
(1) (1,5,7,9)-ط ,(1,2,5()1,2) a=‏ 
(ب) (1,2,3)-ط ,(5,7,9) a=‏ 
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۸-() إذا أعطيت التبديلين (۷=)5,6()1,3 ,(1,2()3,4)=× فأوجد تس دیل 
بحیث يكون 12۵-۷ ۵. 
(ب) برهن على أنه لا یوجد تبدیل ۾ بحیث یکون 
a1)1 ,2,3)a=)1,3()5,7,8(‏ 
(ج) برهن عل أنه لا يوحد تبديل 2 بحيث يكون )1,2(a=)3,4()1,5(‏ 1 2. 
٩‏ - عين العدد ‏ الذي من أجله تكون الدورة التى طولها « زوجية . 
۰ - عين أيا من التبدیلات لانية هي تبدیل زوجي 
() (1,2,3()1,2) 
(ب) (1,2,3,4,5()1,2,3()4,5) 
(ج) (1,2()1,3()1,4()2,5) 
۱- برهن عل آن اضر زمرة جزئية في ,5 حوي (1,2) و (1:2,...,0) هي ,5( بعبارة 
أخرى: أثبت أن هذين التبديلين يولدان ,5). 
۲ - برهن على أنه إذا كان 3<« فان الزمرة الجزئية المولدة بالدورات التي طوها 
د هي A‏ 
"١‏ برهن غلل أنه إذا كانت ,۸ محتوي على زمرة ناظمية بحيث تحوي هذه الزمرة 
الحزئية الناظمية دورة طوها 3 فان هذه الزمرة الجزئية الناظمية هي نفسها ۸. 
6 - برهن على أن ۽4 لا تحتوي على زمرة ناظمية × بحيث تكون (ع)جل( ۸ 
6*- مع افتراض نتيجة مسألة )١5(‏ برهن على أن رتبة أية زمرة جزئية من ي۸ هي 
على الا کثر 12. 
5 اا جميع الزمر الحزئية الناظمية فى ,5. 
۷ إذا كان 25 فيرهن على أن ,۸ هی الزمرة الحزئية الناظمية الوحيدة غير 
التافهة في ,5. 
تؤكد مبرهنة كيلي (مبرهنة ۱-۹-۲) على أن كل زمرة تمائل زمرة 
جزئية في (8)5 حيث 5 مجموعة ما. وبصفة خاصة نقول إنه يمكن قثيل 
كل زمرة منتهية على أنها زمرة تبديلات. دعنا نطلق على هذا التمثيل كما وارد 
في إثبات المبرهنة (۱-۹-۲) بالتمثيل التبديل (Permutation Representation)‏ 
لا 3 


۱۳ 


مواضيع في احبر 


۸ - أوجد التمثيل التبديلى للزمرة الدورية من الرتبة ١5‏ . 
4 لتكن © هی الزمرة (6,2,,۵0) التى رتبتها4 حيث ۸-0-6 


1 


ا 


۴ 


Th 


_ ۵ 
i 


و .ab=ba‏ 
أوجد التمثيل التبديلى للزمرة 6. 
لتكن © هى الزمرة ,5. أوجد التمثيل التبدیل للزمرة ,5 (ملاحظة: إن هذا 
بط تماثلا من کال 
لتکن 0 هی الزمرة (02,00,06,ع,6,8,۵,0) حيث 
اس ۵0092 ,عحوط09حو9و رح , لح دج 

(ا) أثبت أن 9 ینتمی إلى مركز © أى 2 وان (0,ع)-.2. 
(ب) أوجد زمرة لبدلات الحزئية في 6. 
(ج) آثبت أن کل زمرة جزئية من © هي ناظمية . 
(د) آوجد التمثيل التبديلي للزمرة 6. 
(ملاحظ4 : ندعی 6 غالا بزمرة الوحدات الر باعية (Quaternion Units)‏ 
کا آنا مع الأنظمة الحبرية المترتبة علیها ستظهر فى هذا الکتاب) . 
لتكن 6 هى الزمرة الزوجية من الرتبة 2١‏ (انظر مسألة ۱۷ بند  '”‏ 5). 

أوجد التمثيل التبديل للزمرة 6. 
(دعنا نطلق على تمثيل زمرة © كمجموعة تبديلات والواردة في مسألة (۱) بند 
)٩-۲(‏ بالتمثيل التبديلي الثاني) . 
أت أنه اذا كانت 6 زمرة إبدالية فإن التمثيل التبديلي للزمرة 0 يتطابق مع 
التمثيل التبدیل الثاني لها (أي أنه وفقا لاصطلاحات البند السابق» ,*-ي لكل 
ت)6ع). ۰ 
أوجد التمئیل التبديل الثاني للزمرة ,5. قق من أن التبديلات الى تحصل عليها 
هنا وتلك الواردة في المسألة (۲۰) متحقق العلاقة .2 ىر لكل 2 و طق ب۹. 
أوجد التمثيل التبديلى الثاني للزمرة 6 المعرفة في المسألة (۲۱). 


أوجد التمثيل التبديل الثاني للزمرة الز وجية التي رتمتها .An‏ 


لتكن ۲۷ زمرة جزئية من 6 ولنطلق على التطبيق يا حیث 866 والمعرف في المناقشة 
الواردة قبا مبرهنة (۲-۹-۲) التمثيل الشارك (Coset representation)‏ 
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للزمرة ‏ بواسطة ۲1. إن هذا يمثل 6 على آنها زمرة تبدیلات بيد أنه لیس 
بالضرورة أن یکون هذا التطبیق تماثليا وإنها تطبیقا تشاکلیا فقط (انظر مبرهنة 
EAN‏ 

۷ - لتکن )a(‏ =6 الزمرة الدورية التى رتبتها 8 ولتكن )=1 زمرة جزئية من 6 والتی 
رتبتها 2. أوجد التمثيل المشارك للزمرة © بواسطة 6 ۱ 

۸ - لتكن 6 هي الزمرة الزوجية التي رتبتها 20 والمولدة بالعنصرين 8,9 بحيث 
يكو سای و 12 20-0 1 ۳ (6,۵) <-11. أوجد التمثيل المشارك 
للزمرة 6 بواسطة 1آ. 

۹ - لتكن 6 هي الزمرة الواردة في المسألة (۲۱) ولتكن (6,0)-11. أوجد التمثيل 
المشارك هذه الزمرة بواسطة 11. 

۰- لتکن 6 هي الزمرة ,5 » أي زمرة التناظر من الدرجة « » والتى باعتبارها 


تبدیلات تؤثر على المجموعة [1,2,...,2) ولتكن (م060:20-8)-]11]. 
() برهن على أن 7 تمائل رم۹. 
(ب) أوجدل مجموعه العتاصر تا م2 ...,,2 بحيثك تكون Ha,,...,„Ha,‏ هی کل 


المجموعات المشاركة اليمنى ل H‏ 5 € 
(جم) أوجد التمثيل المشارك للزمرة 00 بواسطة .H‏ 


41-68 ها الف للد 

إن الرياضيات غنية بأساليب البرهان. ووفق هذا التنوع الكبير يبدو مبدأ 
العا أي ا سيت ومع هذا فان مبدأ العد من الأمور الأكثر صعوبة. بالطبع. إننا 
لا نقصد بالعد وضع جداول اللوغاریشات أو جداول الجمع بل انا نقصد به أنه عملية 
حسابية دقيقة لجميع الاحتالات في حالات معقدة جدا. إنه يمكن عمل ذلك بصورة 
قسرية بالتعامل مع كل حالة على انفراد ولكن هذه الطريقة غالبا ما تكون ملة ومعوقة 
للتفكير الریاضی . لذلك. فمن الأفضل أن مون عل آنفسنا عند معالحة هذا 
لوضوع . وفي الحقيقة » أن اعتراضنا على التعامل مع كل حالة على انفراد هو أن هذه 
الطريقة لا تصلح إلا للنادر من عمليات العد . لهذا فإننا نجد في مجاللات متعددة في 


۱۳۹ مواضيع في الجر 


ویفضل الریاضیون طريقة العد التي تحسب آمورا معينة بطریقتین مختلفتين وبمقارنة 
هاتین الطریقتین محصلون على استنباطات محددة . 


وبصفة عامة. یمکن تعریف علاقة تکافژ على مجموعة منتهية وحساب عدد 
عناصر فصول التكافؤ وفق هذه العلاقة ثم مساواة عدد العناصر فى الجموعة بمجموع 
رتب فصول التكافؤ. إن هذه الطريقة ستتضح لنا في هذا البند. بمعنى أننا سنقدم 
علاقة ونثبت أنها علاقة تکافز ثم نوجد وصفا جبريا دقيقا لسعة كل فصل تکافژ ومن 
هذا الوصف السيط سنخرج بنتائج دقيقة وقوية للزمر المنتهية . 
تعريف 

إذا كان 2,560 فإنه يقال إن العنصر ط مرافق (ع)2عناز:0) للعنصر و إذا وجد 
عنصر 606 بحيث يكون 4٥‏ ء=ط. وهناء سنكتب 2-09 وسنشم إلى هذه العلاقة على 
آنها علاقة الترافق (بعدع د زهم). 


تمهيدية (۱-۱۱-۲) 
إن علاقة الترافق هی علاقة تكافؤ على ©. 


البرهان 
کا هو متبع » لكي نثبت أن هذه هي علاقة تکافژ يجب أن نثبت ما يلي : 


(۱) وسو 
(۲) 2-6 يقتضى أن 9-2. 
(۳) 2 و -9 يقتضى أن ع--3 لكل عرطرة في . 


ونبدأ بإثبات كل واحدة على انفراد 
۱ لا كان عهع-:ه لذا فان 2-8 » حيث يقوم » مقام » في تعريف الترافق . 


نظرية الزمر ۱۳۷ 


(۲) إذا كان 2-0 فان 92۸727 حيث 0 ومن ثم فإن (1 »)ط٦‏ (1 ×)=ھ وحیث 
إن ۷-۲۲60 و ۲۳۷ 2۷ لذا فانه ينتج أن 9-2 

(۳) لنفرض أن 2 و ع-ط حیث 0,660,ه عندئذ 922۲ و برط لادج حيث 
0 بالتعویض عن 6 بالتعبیر "ره نحصل على 


c=y)x "ax ()y=)xy( ۵(‏ وحيث إن ٤6‏ ۲۲ لذا فإننا نستنتح أن عسج. 


ليكن («-6612*)-(0)3© هو فصل التكافؤ للعنصر 266 وفق هذه العلاقة 
ويدعى عادة فصل الترافق للعنصر 207 انه یتکون من جموعه العناصر المختلفة ص 
الصيغة ۷۵۷ حيث ( تمر على جميع عناصر 6. 


إن اهتمامنا يتركز. الآن. على الحالة التي تكون عندها 6 منتهية . لنفرض 
أن ()0 يحتوي على عناصر عددها ,> ولنبحث عن وصف اخر للعدد ,». ولكن قبل أن 
نفعل ذلك نلاحظ أن و“لة-(0)0 حيث يتم الجمع على المجموعة المكونة من نمثل 
فصول الترافق . هذه اللاحظة. بالطبع. ما هي الا صياغة أخرى للحقيقة التي تنص 
على أن علاقة التكافؤ- الترافق - تفرق 6 إلى فصول تكافؤ منفصلة هي فصول الترافق . 
من الأهمية العظمى إيجاد قيمة ».ومن أجل عمل ذلك نسترجع مفهوما قدمناه في 
المسألة (۱۳) بند (۲ - ۵) ولا كان هذا المفهوم مهم جدا ‏ وهو من الأهمية بمكان بحيث 
إننا لا نترك الامر لاحتمال حل المسألة من قبل الطالب لذا فاننا نستعرض الآن ما قد 


يكون مألوفا للعديد من القراء 
إذا كان 266 فان N)a(‏ ملم (7/01112/121) a‏ في 6 » هو المجموعة 
.N(a)={x€G|xa=ax)‏ 


ان (۱)2 يتكون ماما من تلك العناصر في 6 التي تتبادل مع 3. 


۱۳۸ مواضيع في اجر 


تمهيدية (۲-۱۱-۲) 
(۷)۵ زمرة جزئيه من 6. 


الرهان 
إن رتبة 6 من حيث كونها منتهية أو غير منتهية ليست بذات أهمية في هذه 
النتيجة. لذلك فإننا لن نضع أي قيود على رتبة 6. 


0 فون آن (9611)2,*« عندند »۵2 و 2-2۷ وبالتال 
(xy)a=x(ya)=(xa)y=(ax)y=a(xy)‏ وهدا فد بفتضو أن (۷)2 xy‏ ک| ينتج من کون 
a>»‏ =هx‏ أن احبرو =" ')xa(×x‏ ×=" ×(×a)'×=ه'‏ × لذلك فان )۸N)a(‏ ' ×ولکن هذا يثبت 


أن N)4(‏ زمرة جزئية من 6. 


إذا كانت 6 زمرة منتهبة فان 0000 _ 
اا انان #9 o(N(a))‏ 


ا مرافقة للعنصر « هو دليل منظم EE‏ 6. 


داع وبعمارة آحری» ان علد العناصر 


الرهان 
أولا: إن فصل الترافق للعنصر د في 6 » (0) يتكون من جميع العناصر من 
الصيغة × × لكل < في 6. إن رت يحسب عدد العناصر المختلفة من الصيغة جه" . 


إن طريقتنا في البرهان تتلخص في إثبات أن عنصرين في نفس المجموعة المشاركة 
اليمنى. للزمرة الحزئية (71)3 يعطيان نفس المرافق للعنصر 4 بینا يعطى عنصران من 
مجموعتين مشاركتين يمنيين وتلفتین للزمرة الحزئية (21)2 في © مرافقين. محتلفين 
للعنصر ه وبهذ.ه الطريقة يكون لدينا تقابل بين مجموعة العناصر المرافقة للعنصر 
2 والجموعات المشاركة اليمنى للزمرة ال حرئية (۷)2. 


نظرية الزمر ۱۳۹ 


لنفرض أن العنصرین »و ا في 6 ینتمیان إلى نفس الجموعة الشاركة الیمنی 
للزمرة الحرئية N(a)‏ 2 € 1 عادكئل - ۷ حيث N(a)‏ 116 وبالتالى Ta = aT‏ وحيث ان 
"ماح '=)nx×(‏ ر لذا فان جه" هه ×=ره' ر أي أن × و زا ینتجان نفس 


الفصل ا مرافق للعنصر 2 في 6. 


ومن ناحية أخرى. إذا كان × و لا ينتميان إلى مجموعتين مشاركتين يمنيين 
مختلفتين للزمرة الحزئية (۱۷6۵ في 6 فاننا ندعی أن برها رجا فاذا ۱ تكن هذه هي 
احاله فإننا ستنتح من العلاقة ره" اه أن ۱۵2۵۲ الأمر الدی 
يقتضي أن (۱:۱6۱۷6 والذي بدوره یقتضی أن × و ر ينتميان إلى نفس الجموعة 
الشاركة الیمنی للزمرة ا ق 0 ولکن هذا یناقض افتراضنا بان « و و یتمیان 
إلى مجموعتين مشارکتین یمنیین مختلفتين وبهذا ينتهي البرهان . 


(G)‏ اس بوم رمي 
=0( 


حيث يتم ا جمع على عنصر ة من كل فصل ترافق . 


الرهان 

حيث إن ,2-(0)0 . لذا فانه وفقا للمبرهنة يتم برهان النتيجة.. 
إن المعادلة في النتيجة السابقة يطلق عليها عادة معادلة الفصول («0ناةuيء‏ 55ة1©) 
للزمرة 6. 


الآن نفحص هذه المفاهيم من أجل زمرة معينة وذلك قبل الضي إلى تطبيقات 
هذه النتائج . إنه لا داعي للنظر إلى الزمر الابدالية وذلك لأن كل عنصرين يكونان 
مترافقين إذا وفقط إذا كانا متساويين (بمعنى أن 1-ي,ء لكل ) ولهذا نعود إلى مثالنا 
المألوف. الزمرة 8 » التى عناصرها (1,2(,)1,3(,)2,3(,)1,2,3(,)1,3,2),». إن فصول 


الترافق هي كا يلي : 


۱:۰ مواضيع في الجر 


۱ c(e)={e} 
c(1,2)={(1,2),(1,3)1(1,2(1,3(,2,3( 1)1 ,2()2,3(, 
UAT LARIAT AT LAL 


(حقق من ذلك) ((1,2(,)1,3(,)2,3({ = 
(نحقق من ذلك أيضا) ((1,2,3(,)1,3,2))>-(1,2,3)ع 


إن على الطالب التحقق من أن N×)1,2(=)e,)1,2((‏ وأن ((6,)1,2,3(,)1,3,2) -(0)1,2,3 


۱ بر 6 6 
وبناء عليه فإن 23 ٩22‏ و 2رد 
2 3 


تطبیقات على ميرهنة (۱-۱۱-۲) 

إن للمبرهنة (۱-۱۱-۲) تطبيقاً مباشراً وقوياً كما آننا لن نحتاج إلى توضیح 
استعمالاتها ذلك لأن النتائج الاتية التي توضح قوة البرهنة هی نفسها مبرهنات لها 
مکانتها و آهمیتها . 


دعنا نعید إلى الذاکرة تعريف مركز الزمرة» أي (2)60 بانه مجموعة کل 
العناصر 260 بحيث یکون 27-72 لكل 60 . 


7 إذا وفقط إذا كان ۸۷)۵(<0 وإذا كانت 6 منتهية فان 267 إذا وفقط إذا كان 
(©)ه-زرة)08)ه. 
الرهان 


إذا كان 362 فان <ه-2: لكل 66 ومن ثم فان ۸۲)2(<6. وبالعكس . إذا كان 
N)a(=6‏ فان ×a=ه×‏ لكل 6× وبالتالي فان 262. إذا كانت 6 منتهية فان کون 
(0)()2((<0)6 مكاقء لكون 0-(21)3. 


نظرية الزمر ۱ ۱ 


التطبیق الأول 


إذا كانت "م=(6)٥‏ ۰ حیث م عدد أولى فإن (ء ب( 2)6. 


الرهان 
ادا كان 0 فانه لکون (3) N‏ زمرة جزئية ولكون رتبة () قاس لرتبة 6 التي 
نساوی "م لدا فان رتيبة (2) اي  0))2((‏ نيجس أن تكون من الصيغة 
0 <((0)۱۷)2. وكذلك (22)0 إذا وفقط إذا كان «ديم. بكتابة معادله الفصول للزمرة 


تا وبوصع ((2-0)2)0 نحصل على 5 0 - -(0)6- 2۳ 


وم دلك. وحيث إنه يوجد عناصر عددها 7 محققة للشرط >2 فاننا نجد أن 
رس دهم 


> ۱ 
بالنظر إلى هذه المعادلة نجد أن العدد م قاسم للطرف الأيسر. ولا كان م> ۰ ودلك في 
کل حد من الجموع في الطرف الایمن ‏ لذا فإن 
كه 
۳ 
وي۶ عليه فان م قاسم لكل حد من هذا الجموع ومن ثم فانه قاسم للمجموع كله 


وبالتالی 
۱ 

7= رك 

۱ ) 8 ۳ 
ولا كان )Z(6€eو‏ 7320 لذا فان 2 عذد صحیح موجب يقبل القسمة على العدد الأول 
م. وعليه فان 2<1 وهذا يدل على وجود عنصر خلاف ء ينتمي إلى (2)6 وهذا هو محتوى 
المرهنة . إنه يمكن صياغة المرهنة على على النحو التالى : «ان الزمرة التي رتبتها قوة لعدد 
أولي يجب أن يكون مركزها عبر نافه » . 

الآن يمكن وبسهولة الرهان على نتيجه وردت سابقا في إحدى المسائل كنتيجة 

هذه . 








ا 








۳ 





۱:۲ مواضيع في الجبر 


إذا كان *<(0)حیث م عدد أولى فان 0 إبدالية . 


البرهان 

إن هدفنا هو ثبات أن 0-(2)6 , على أية حال لقد آثبتنا أن (©)*(2)6 هی زمرة 
جزئية من ) لذلك فان رتية (2)6 تساوی م أو 2م. فاذا كان -((0)2)6 فان 
6-(2)6 وبذلك نكون قد انتهينا من البرهان. لذلك نفرض أن م-((0)2)0 وأن 
6 و (3642)6. عندئذ (1)3! زمرة جزئية من 6 و (27)2 -(2)6 کا أن (۸)a٤€ه.‏ وطذا 
فان م<((0)70)3 ولكن استنادا إلى مبرهنة لاجرانج *2-(0))2((|0)60. والمخرج الوحيد 
هذه الحالة هو أن يكون *-((0)2 الأمر الذي يقتضى أن (36»2)6 وهذا مناقض 
للفرض بأن (262)6. وبناء عليه فإن کون م-((0)2)6 أمر لا يمكن تحقيقه» ومن ثم 
فان 0-(2)06. 


التطبيق الثاني 
سنستخدم الآن مبرهنة (۱-۱۱-۲) لإثبات مبرهنة مهمة جدا تنسب إلى العال 
الرياضى كوشى ويمكن للقارىء أن يتذكر أن هذه المرهنة قد أثبتت فى حالة الزمر 
الإبدالية كتطبيق على النتائج التى توصلنا إليها في بند التشاكلات. وفي الحقيقة 
سنستخدم هذه الحالة. أي حالة الزمر.الابدالية» في برهان الحالة العامة. لكنناء 
بصراحة» سنثبت في البند القادم نتيجة أقوى من ذلك بكثير وهي التي تنسب إلى 
الرياضي سيلو والتي تكون مبرهنة كوشي نتيجة مباشرة لها وذلك باتباع طريقة تتجنب 
تماما مبرهنة (۱-۱۱-۲). وفي الواقع إنه لو كانت مبرهنة كوشى هي غايتنا الأساسية فان 
بإمكاننا برهانها بالاستعانة بالبادیء الأولية للزمر وذلك خلال سطور قليلة . (يجب أن 
ینظر القاریء إلى الرهان الحميل لمرهنة کوشی الشسوت إلى مك - کي (McKay)‏ 
والنشور في مجلة : 
American Mathematical monthly, 66 (1959), p.119.‏ 


وعلى أية حال فإننا نعرض هنا مبرهنة كوشي كتطبيق رائع لبرهنة )1-١1-5(‏ . 


نظرية الزمر مع ١‏ 


مر‌هنه ۱-۱۱ ۲-۱) كوشى 
إذا كان م عددا أوليا وکان (0)هام فان © حوي عنصرا رتبته م. 


الرهان 
إننا نبحث عن عنصر 8*6 في © بحيث يكون ع-20. ولكى نثبت وجود هذا 
العنصر نستخدم الاستقراء الریاضی على (5)6 . أي آننا نفرض 7 المبرهنة لحميع 
الزمر 1 التي یکون من أجلها (1(>0)60). انه لا یوجد أي داع للقلق حول البدء 
بالاستقراء لأن النتيجة صحيحة تماما لجميع الزمر التي رتبتها تساوي الواحد الصحیح . 
ادا حدث وان كانت W‏ زمرة جزئية من 6 و ۷۷6 وکان (/لا)0|م فانه وفقا 
لفرضية الاستقراء یوجد عنصر رتبته م في ۰۷۷ ومن باب أولى فإنه یوجد هذا العنصر 
في 6. لذلك فان بامکاننا أن نفرض أن م ليس قاس لرتبة أية زمرة جزئية فعلية من 6. 
وبصورة حاصة» ادا كان (342)0. وحيث إن © + (51)3 فان ((0)۲)2/م. 
نکب الآن معادلة الفصول 
ا 2 + ((0)2)0-(0)6 
لما كان (6)ه|م و ((0|0)()2. لذا فإنه يكون لدينا 


o(G) | 
0 o(N(a)) 





ومن ثم فان 
)0(6 








| Na)*#G o(N(a)) 
وحيث إن (0)6|م لذا دستنتج أن‎ 
(Sj n 





وهكذا فان (2)6 زمرة جزئية من 6 رتبتها تقبل القسمة على م. 


ولكننا قد افترضنا أن م ليس قاس لرتبة أية زمرة جزئية فعلية من 6 ولهذا فانه لا 
يمكن أن تكون (2)6 زمرة جزئية فعلية من 6. 


١ 5 5‏ مواضيع في الحبر 


وتنذلك یتبقی لدینا الا مکانية الوحيدة الق يذ مفر من قبوضا وهى أن 
0 -(2)0 وعندئذ تكون © إبدالية. والآن يمكن الاستعانة بالنتيجة المرهنة للزمر 
الا بدالية ار کال الاستقراء وهذا يثبت المرهنة . 


التناظر رو 


إذا كان لدينا ای عدد صحیح « فاننا نقول إن التتالية من الأعداد الصحيحة 
الموجية N2.‏ حیث ...کوک ره تكون مجرزثة (231100) للعدد « إذا كان 
=n, ++... +‏ لنفرض أن (2)0 ترمز إلى عدد تجزيئات العدد ١‏ ولنعين (8)م لقيم 
صغيرة للعدد . 
1 -(1)م لأن 1 هو التجزئة الوحيدة لنفسه . 
2(<2)م لأن 2=2و 2=1+1. 
3 -(3)م لأن 3=3و 3=1+2و 3=1+1+1. 
5-(4) لأن 4-4 و 4-1+3 و 4=1+1+2و 4=1+1+1+1و 4=2+2. 
كذلك فإن 

1,5 (61)م ,11> (6)م ,7-(5)م 

كما أنه يوجد مراجع رياضية كثيرة حول (0)0. 
إننا نحصل على تجزئة للعدد « وذلك عندما نحلل تبدیلا في ,5 إلى حاصل ضرب 
دورات منفصلة لأنه إذا كانت أطوال الدورات التي تظهر في التحليل هي ,2...ريهى,1 : 


,11كك ...رلک 1 فان 2+ .., ++ 1-10 
سنقول إن للتبديل ,65 تفريقا دوريا (,0:,0:.....0) وذلك إذا أمكن كتابته 
علي ( هئه حاصل صرب دورات 1 ۱ متفصلة أطوالها ملآى...وجاآى 1] 5 11ج ...> ولاعت (1. 


وهكذا فان التفريق الدوری للتبديل ,58 حيث 
9 8 7 6 5 4 3 2 م 


o= | 
1 3 2 5 6 4 7 9 8 


| -)1()2,3()4.5,60070)8,9( 


هو (1,1,2,2,3). لاحظ أن 1+1+2+2+3=9. 


نظرية الزمر ه4١‏ 


ننتقل الآن إلى البرهان على أن أي تبديلين فى ,5 يكونان مترافقين إذا وفقط 
إذا كان هما التفريق الدوري نفسه وعندما يتم هذا فإننا نستنتج من ذلك أن عدد 
فصول الترافق في ,5 هو (0)0. 
لكى نصل إلى هذا ادف نعرض قاعدة بسيطة لحساب مرافقات تبديل معطی . 
اف أن ,665 وأن » يأخذ :ال ز. كيف نحسب 8208 ؟ لنفرض أن 6 يأخل ¡ 
إلى 5 و زإلى ؛ عندئذ 6'06 يأخحذ و إلى :. بعبارة أخرى» لكي تحسب 0700 
ادن أي رمز في 5 بصورته تحت تأثر 0. فمثلا لكى نحسب 8758 حيث 
(1,2,3()4,7)-9 و (0<)5,6,7()3,4,2 نتبع ما يلى : ۱ 
بها أن 

23 ,31,47 ,74 ,6ج6 ,5ج 0:5 

فإنه يكن الحصول على 6 6726 من 6 بعد استبدال 5ب 5و6 ب 6 و7ب4 و3 د1و 4 د 7و2د 3 
وذلك فى التبديل 8 وبالتالى فإن : 

01 00=)5,6,4()1,7,3( | ۱ 


بهذا الخوارزم حساب الرافقات يصبح واضحا أنه إذا كان هناك تبدیلان هما 
التفريق الدوري نفسه فانها مترافقان . ذلك أنه إذا كان 
رک ور ...(لووط,...روطرو8)(رية...ريوقررة) - 0 
وكان 
لول ٠٠١ )() 12:٠٠‏ (رون..٠ون8)(رمه©...يهى.ه)-1‏ 
فان ۲-000 حيث يمكن ioe‏ التبدیل 
اسم رورت .. bı.‏ 2 ) =0 
0 8 ۰ ...رب 
وهكذا على سبیل الثال. فان اتبدیلین (1,2()3,4,5()6,7,8) و (7,5()1,3,6()2,4,8) 
مترافقان وذلك باست‌خدام التبدیل : 
1 7 5 4 53 ( 
8 4 2 6 3 1 5 / 


11 مواضيع في ابر 


الآن لقد أصبح واضحا أن للتبدیلین الترافقین التفریق الدوری نفسه لأنه 
باستخدام القاعدة التى رأيناها لحساب المرافق» نستبدل كل عنصر في الدورة المعطاة 
بصورته تحت تأثير التبديل الذي بواسطته تم الترافق . 


الآن نعيد كتابة نص النتيجة الواردة في المناقشة السابقة كما يل . 


تمهيدية (۲-۱۱-۲) 
إن عدد فصول الترافق ف 5٩,‏ ه و  0)۳(‏ حيث (7)م هو عدد جز یئات العدد «. 


الصريح لفصول الترافق في ,5. ولنوضح ذلك بالثال الآتي: إذا كان لدینا التبديل 
,65 (1,2) فا هی العناصر الى تتبادل معه؟ 


بالتأكيد إن كل تبديل يبقي كلا من 1 و 2 ثابتا يتبادل مع (1,2) ويوجد عناصر 
عددها !(2-) من هذا النوع . 
كذلك فإن (1,2) يتبادل مع نفسه وبهذه الطريقة نحصل على !(2)0-2 عنصرا في الزمرة 
المولدة بالعنصر (1,2) والتبديلات التي عددها !(2-2) والتي تبقى كلا من 1 و2 ثابتاً. 
هل يوجد عناصر أخرى؟ 


n(n-1) 


1 -1 


n(n 


1- 
فان فصل الترافق للعنصر (1,2) بجوی ' 22 عنصرا. 
فادا كانت ره منظم (1.2) هی ۲ فانه استنادا إلى ميدأ العد 


n(n-1) _ زركاه‎ _ 


2 ۲ ۲ 


وهكذا فان !(۲=2)۸-2. أى آن رنه منظم (1,2) هي .2)n-2(!‏ 





إن عدد الناقلات 2 رك هو 





نظرية الزمر ۷ ١‏ 


ولكننا رأينا أن عدد العناصر التي تتبادل مع (1,2) هو 20-2(4 وعليه فإن العنصر العام 
الذي يتبادل مع (1,2) هو من الصيغة (1,2)-0 حيث زیساوی صفرا أو 1 كما أن > هو 
التبدیل الذي یبقی کل من 1و تاتا ۱ 


وی جال احر لتعتبر التبدیل ,1:2,3,...,0(>5). إننا ندعی أن هذا التبدیل 
يتبادل فقط مع قواه. بالتاكيد إنه يتبادل مع جميع قواه التی تعطینا ‏ عنصرا . الآن إن 
أيه دورة طوضا 2 هی بالتأكيد مترافقة مع (1,2,...,2). إن عدد الدورات التی من هذا 





النوع ف ,5 هو !(2-1). فإذا كانت رتبة منظم U ASG Sa)‏ 
٩7 2‏ 3 ۴ 

وحيث إن عدد مرافقات (1,2,...,0) في ,5 هو ۳ ویساوی !إ(2-1). لذا فان 

مس سم ۾ آي آن رتبة منظم (1,2....,0) في ,5 هی ه. وبا أن قوی (1,2,...8) 


مسائنل 
3 عند آوجد جمیع فصول الترافق في .5 ثم آوجد ,ن لكل هثم تحقق من معادلة القصول . 
5 أوجد جميع فصول الترافق في ,5 ثم أوجد , لكل a‏ وتحقق من معادلة الفصول . 
۳ سے اوگ میم فصول الترافق في زمرة الوحدات الرباعية (انظر مسألة ۲۱ بند 
)٠١ - ۲‏ كذلك أوجد ءلكل ه وتحقق من معادلة الفصول. 
4 - أوجد جميع فصول الترافق في الزمرة الزوجية التي رتبتها 20 ثم أوجد ,ك لكل 
ه وتحقق من معادلة الفصل . (لاحظ كيف أن الحواب يعتمد على نوعية 2 ) . 
8ع ۲1۷ آثبت أن عدد الدورات المختلفة التى طوفا ۲ هو اقليبك , : 





(ب) أوجد باستخدام )ا( عدد مرافقات الدورة (....12) اي طوفا ۲ ٤‏ 3 

(ج) برهن على أن أي تبديل ,65ت يتبادل مع (1,2,...,۲) هو من الصيغة 
۲ (1:2,...,۲) تن حيث 0,1,2,...,۲-<1 ک| أن هو التبديل الذي يبقي جميع 
الاعداد 1,2,...,۲ ثابتة . 


و هید ۶ ۲۱ أوجد عدد مرافقات (1:2()3,4) في cS,‏ ۱24 . 
(ب) أوجد صيغة خمیع العناصر التي تتبادل مع (1,2()3,4) في ,5 . 


۱:۸ مواضيع في ابر 


۷ - إذا كان ص عددا آولیا . فاثت أن عدد العناصر في ٩,‏ والتی حقق ى العلاقة وس 
1[+!(1-م) حيث ۵ > ۷ 

كاك :اذا كان يوجد في زمرة 6 عنصر ه له مرافقان فقط. فأثبت أن 6 تحتوي على زمرة 
ناظمية × بحيث إن 6¢N±)e(‏ . 

٩‏ - (۱) آوجد عنصرین ي ,۸ . الزمرة التناوبة من الدرجة اامست بحیث 

يكونان مترافقين ٤‏ ,5 لکنهی| عبر مترافقين في ,۸ . 

(ب) أوجد جميع فصول الترافق في ,۸ وعدد العناصر في كل فصل . 

-٠١‏ (۱) ادا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 و 3671 فأثبت أن كل مرافق 

للعنصر 366 هوي N‏ . 
زب ات أن ر N(=‏ )0 حيث 8 عنصر ما في 71 . 
(ج) باستخدام الفقرة (ب) ونتيجة المسألة ٩‏ (ب) أثبت أنه لا يوجد فى 
وذ زمرة ناظمية × غير (2) , وه . 

-١‏ بالاستعانة بميرهنة (۲-۱۱-۲) أثبت أنه إذا كان "م-(0)6 حيث م عدد أولى 
فان 6 تحتوي على زمرة جزئیه رنستها “م حيث 05457 

۲ إذا كانت "م-(0)0 . م عددا أولياء فات أنه يوجد زمر جزئیه 11 . 
1-1 حيث : عدد ما بحيث يكون (6)ح,(2...درل( 6-2 
حيث لا زمرة جزئية ناظمية في , و ۷(/ .× إبدالية . 

۳ إذا كانت توك 6ه ع م عددا أولیا وکانت 11 زمرة جزئية من 6 و 10 
فأثست ت أنه يوجد عنصر 60و 61۷ بحيث يكون ۲1 x Hx=‏ 

4 برهن على أن أية زمرة جزئية رتبتها ""م في الزمرة 6 التى رت 9 حيث م 
عدد أولي. هی هى زمرة ناظمية في 6 . | 

28 إذا كانت o(6)=p"‏ > معددا أولياء وكانت (7*)6 هی زمرة جزئية ناظمية 
في © فأثبت أن (۱۱260 حيث 2 مرکز 6 . ۱ 

5- ادا كانت 6 زمرة مرکزها 2 وکانت 0/2 دورية فأثبت أن 0 يجب أن تکون إبدالية . 

۷ اثبت أن آرة زمرة رتبتها 5 هي زمرة دوریه . 

۸- برهن على أن الزمرة التي رتبتها 28 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها 7 . 


نظرية الزیر ١4‏ 


4 أثبت أنه إذا كانت 6 زمرة رتبتها 28 وتحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها 4 
فإن © إبدالية . 


٠‏ (۲ ۱۲) ميرهنئة سيلو 
تفيد مبرهنة لاجرانج بان رتبة الزمرة الحزئية في الزمرة المنتهية قاسم لرتبة تلك 
الزمرة. إت العکس عموما غير صحيح . إنه يوجد مبرهنات قليلة جدًا تؤكد وجود زمر 
جزئية ذات رتب معينة في زمر منتهية . إن البرهنة الأساسية والستخدمة على نطاق واسم 
هي تلك البرهنة التقليدية النسوبة إلى الریاضی النرويجي سیلو. 
نقدم هنا ثلائة براهین لمرهنة سيلو هذه. البرهان الأول منها هو برهان متع 
وأولي في الوقت نفسه منسوب إلى فیلانت (/11/:616:4) حیث ظهر فى المجلة العلمية : 
Archiv der Matematik, Vol 10, (1959), pp. 401-402‏ 


إن العنصرين الأساسيين في برهان فيلانت هما نظرية الأعداد ونظرية 
التركيبات» وطذا البرهان ميزة أخرى إلى جانب جودته وبساطته» هي الحصول على 
الزمرة الحزئية التي نبحث عنها . ۱ 


إن البرهان الثاني مبني على استخدام الاستقراء الرياضي ومعادلة الفصول . 
وهو آحد البر اهین القياسية التقليدية كما أنه توظیف جید لجموعة الأفکار الطورة 
إلى هذا الحد في هذا الکتاب والتی نستفید منها لاشتقاق هذه النتيجة الا ساسية 
للعالم سيلو . 


آما البرهان الثالث فان له فلسفة مختلفة تماما حيث إن الفكرة الأساسية فيه هى 
ثبات أنه إذا كانت هناك زمرة أكبر من تلك التي ندرسها تحقق استنتاج مبرهنة سيلو 
فان الزمرة التي ندرسها يجب أن تحقق الاستنتاج نفسه. إن هذا يفرض علينا إثبات 
مبرهنة سيلو لنوع خاص من الزمر هو زمر التناظر. وبالاستعانة بمبرهنة كيلي 
(مبرهنة 4-7 )١-‏ يكون باستطاعتنا استنتاج مبرهنة سيلو لجميع الزمر المنتهية . 


۱9۰ مواضيع في الجر 


وبغض النظر عن هذا الاسلوب الغریب وهو برهان شییء لزمرة كبيرة ثم ببرهان ذات 
الشىء للزمرة العطاة فان للبرهان الثالث میزاته أیضا وهی باستغلال الأفکار المستخدمة 


قل يتساءل القاریء ولاذا اراد هده الراهین الغللاية للمرهنة نفسها مع أنه من 
الواضح أن واحدا منها یکفی ؟ 


تستحق هذا الاسلوب التعدد الطرق. أضف إلى ذلك الطبيعة التباعدة ماما للراهين 
الثلائة وكذلك التطبيق الحيد الذی يعطيه كل واحد منها للمواضيع الى تعلمناها إن 
هذه التبريرات مقنعة (على الأقل بالنسبة للمؤلف) والآن تذكر نص ميرهنة سيلو ونبدأ 
ببرهان فيلانت , 


مرهنه (۱-۱۲-۲) سيلو: 


إذا كان م عددا آولیا وکان (0)"م فان 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها 


قبل الدخول فى البرهان الأول لبرهنة سيلو نحید قلیلا إلى مناقشة في نظرية 
الأعداد ونظرية التركيبات . انه يمكن بسهولة إثبات أن عدد طرق اختيار مجموعة جزئية 


n ر‎ 7 
k k'(n —k)'! 


فإذا کان ‏ م-ه حيث م عدد أولي وإذا کان ۳۰ "م ولكن ۱1۳" "م فلنعتبر 


نظرية الزمر ۱۱ 


(pm 
00 ممعي بكم وگب‎ 


(ل+ محص ) ... (تحصكم) m-1)...‏ مامكم 
(1+ م- م) ..... (- م ..... (1-“م) ام 


1 


إل وب الطروح مو: ما هي قوة اي تقسم ر ۲ 


بالنظر إلى هذا العدد بالصيغة التى کتبناه با یمکن لأى منا أن يرى أنه باستثناء 
امد " في البسط فان قوة م التى تقسم (:_م”"م) هي نفسها التى تقسم (1-"م) ومن 
نم فان جميع قوی م نختصر ما عدی تلك القوی التي تقسم ‏ وهکذا فان 


)م( | م ولکن (nm)‏ ا 
م م 


البرهان الأول للمرهنة : 
لتكن .. هي مجموعة جميع المجموعات الجزئية في 6 التى تحوى “م عنصا 
ل 
وعليه فان .. حوی 49 عنصرا. [ذا کان لديتا ق 6 ,۷6 ,۷ 
(۷ مجموعه جزئية من 6 نحوي “م عنصراً وكذلك الحال بالنسبة ل )M,‏ نقول إن 


,/- ,۷۸ إذا وجد عنصر 6 © ع بحيث يكون 14,6 = MN,‏ . إن من السهل التحقق من 
آن هذه هی علافه تحافو على 7 , 


إننا ندعي وجود. على الأقل. 4 فصل تخافق من العناسر في که . بحیث تکون 
عدد العناصر في هذا اقا اس جا للعدد ۳1م ذلك أنه إذا كان 
1 قاس لعدد العناصر في كل فصل تکافو فان أ * "م سیکون قاس| لعدد 


۱۲ مواضيع في احبر 


العناصر في /. ولا كانت .. تحوي ()عنصرّا و (78) [1+كم فإن هذه 
لا یمکن أن تكون هي الحالة. ليكن )M,,..., M,(‏ فصل تكافؤ في 
#.. حیث !۲ ام و افك قاس بش للتكافؤفي .. إذا كان 66ع فإنه 
لكل ,..,1,2 < ایکون Mig = M;‏ لقيمء ما للعدد ز» 0 > [2 1 .. تک 
(۷۸ = ۷۵,۵ | 66ع) = 11 من الواضح أن 11 زمرة جزئية من 6 لأنه إذا كان 
۱ 2 ۷۱,۸ و ۱۷۲ = اومن ثم فان ,51 = (M,a) 9 = Mb‏ = 0اه ۱۷. 


سگرن ديبيتنا الان إيجاد رتبة 11 . إننا ندعى أن (6)ه = (0)۲8 م ونترك برهان 
ذلك للقارىء ولكننا تفرح عليه أن یستحدم المناقشة الواردة ي مبدأ العد وذلك في بند 
e‏ 


الآن "م = (6)ه = (11)مم ولا كان pT *1[n‏ و p®+tr|p“m=no(H)‏ . 

لذلك فإنه يجب أن ينتج أن (0)11 | “م ومن ثم فان “م < (0)51 . بالإضافة إلى ذلك» 
إذا كان ,۷ © ,ص فانه لكل 11 © ط يكون M,‏ عط ,م« وهكذا فان 
,۷ توي على الأقل (0)11 عنصرا مختلفا. ولكن ,۷ مجموعة جزئية من 6 تحوي “م 
عنضرا وك ةا نجد أن (0)13 < “م وبالجمع ما بين هذه النتيجة مع کون 
“م < (0)11 نحصل على “م = (0)11. هذا نکون قد حصلنا على زمرة جزئية من 
۵ تحوى اما “م عنصا ألا وهي 11. وهذا یثبت البرهنة . إن هذا في الواقع قد آت 
آکثر من ذلك إذ أنه قد کون الزمرة الحزئية الطلوبة . 


ان ما عرف عادة بمبرهنة سيلو لیس الا حالة خاصة من مبرهنة (۲ - ۸۱-۱۲ 
الا وهی : 


إذا كان (0)0 | ”م و (0)0 77" "فان 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها ”م . 


نظرية الزمر ۱۳ 


إن الزمرة الجزئية من 6 التی رتبتها "م حيث (6)ه | "مولکن (0)60 ] *”م تدعی 
زمرة سيلو ار ئية من gi‏ ع (p-Sylow subgroup)‏ م . 


إن النتيجة السابقة تؤكد أن أية زمرة منتهية تحتوي على زمرة سيلو الجزئية من نوع 
م وذلك لكل عدد أولي ميقسم رتبتها. وبالطبع فإن مرافقة زمرة سيلو من نوع مهي 
زمرة سيلو من نوع م أيضا. بعد قليل سنری كيف أن زمرتي سيلو الحزئيتين من نوع م 
في 6 بالنسبة للعدد الأولي م نفسه مرتبطتان ببعضها وسنحصل على بعض العلومات 
حول عدد زمر سيلو الحزئية من نوع في 6 بالنسبة للعدد الأولي م . لكن قبل الانتقال 
إلى هذا نريد إعطاء برهانين اخحرين لمرهنة سيلو. وقبل البدء في البرهان الثاني نود إيراد 
الملاحظة الآتية التى رأيناها قبل النتيجة أعلاه مباشرة وهی أن تلك النتيجة حالة خاصة 
من البرهنة . ورغم ذلك. فإننا ندعي أنه یمکن اشتقاق البرهنة بسهولة من النتيجة: 
أي أنه إذا علمنا أن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها "م حيث (6)ه | "مولکن | “م 
(۵)0 فإننا نعلم أن 6 تحتوى على زمرة جزئية رتبتها “م وذلك لأى عدد » بحيث يكون 
(©)0 | "م . إن هذا ينتج من مسألة ١١‏ بند (۲ - ۱۱) التى تنص على أن أية زمرة 
رتبتها "م » حيث م عدد أولي» تحتوي على زمرة جزئية رتبتها “م لأي عدد » » » > 0 
> . وكا سنشرع مرة آخری» في إثبات مبرهنة (۲ - ۱۲ - )١‏ وبطريقتين مختلفتين 
يكفي أن نبرهن على وجود زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 لكل عدد أولي م يقسم 


ره 9 


الرهان الثاني لمرهنة سيلو 
سنبرهن بالاستقراء الرباضی على رتبة 6 أن 6 تحتوي على زمرة سيلو الجزئية من 
دوع م وذلك لكل عدد أولى م يقسم رتبه 6 : 


إذا كانت 2 = (6) ه فإن العدد الأول الناسب هو 2والزمرة 6 حتوي. بالتأکید 
على زمرة جزئيه رتبتها 2 هی ) نمسها . 


١ 6‏ مواضيع في ابر 


لذلك نفرص أن المبرهنة صحيحة لكل الزمر التي رتبتها تقل عن رتبة 6 ومن 
هذا نثبت أن المرهنة سارية المفعول بالنسبة للزمرة 6 . 


لذلك نفرض أن ٥)6(‏ | "م وأن (0)6/ '*”م. حيث معدد آوی 1<" . 
فإذا كان (0)51 | ”م حيث 11 هي أية زمرة جزئية من 6 » 6 + 11 فإنه من فرضية 
الاستقراء نجد أن 11 تحتوى على زمرة جزئية 7 رتبتها "م لما كانت 1 زمرة جزئية من 1] 
وا زمرة جزئية من 6 فان 7 زمرة جزئية من 6 . عندئذ تكون ۲ هي الزمرة الحرئية 


المطلوبة والتی رتمتها ق ۰ 


لذلك يمكن أن نفرض أن (0)11/ ۳ لأية زمرة جزئية امن © » 6 غ11 وهنا 
نقصر اه‌|منا على مجموعة محدودة من هذه الزمر الجزئية . نعيد إلى الذاكرة أنه إذا كان 
© > ه فان («ه = ۲66|«۵) = (۱)۵ زمرة جزئية من 6 ۰ وفضلا عن ذلك, إذا كان 
27 حيث 2 هو مركز 6 فان ۱۷)۵(#6 ۰ کذلك نعید إلى الذاكرة أن معادلة الفصول 
للزمرة ‏ تنص على أن 





ay الكاة_‎ 
0)0 - 2 a) 


حيث يتم الجمع على عنصر واحد من كل فصل ترافق . وبفصل هذا المجموع 
إليه نجد أن 


ر( گ ۶+ - (0)ه 
ag 7 \oN(a))‏ 





حيث (2-0)2 

الآن نستعين بالتخصيص الذى أوردناه وهو أن (0)11 "م لأية زمرة جزئية ۲4 من 
6 بحيث 6 11 وذلك يجعل (۱۷)۵ = 11 حيث 2 © 3 ولا كان فی هذه الحالة (۵)0 | ”م 
و ((0)01)3 | '*”م لذا فإنه يجب أن يكون لدينا 


نظرية الزمر 6 ١‏ 








0 _ رم 
o(N(a))‏ 
وبكتابة هذه النتيجة أى . 
۱ (0)6 
| م 
o(N(a))‏ 


مره آخری لكل 6 € 2 ۰ ل ۶ 3 . ومن معادله الفصول. والمعلومات الى نين آیدیتا 
من ضمنها أن (0)6 | "2 فانه لابد أن یکون (0)6 | م كذلك نجد أن 


0)0( 


P| oN) 





وهكذا نجد من معادلة الفصول أن 2إم . الآن با أن (2=0)2Z|م‏ واستنادا إلى 
مبرهنة كوشى (مبرهنة ۲ -۳-۱۱) نجد أن 2 تحوي عنصراً © + م رتبته م . 
لتكن (ط) = 8 هي الزمرة الحزئية من 6 المولدة بالعنصرط . إن رتبة 8 هي م . وفضلا 
عن ذلك با آن 2 > إن یجب آن تک‌ون ناظمية في 6 ولذلك نستطیع نکوین 
ال زمرة الخارجة 0/8 = 6 . وبالنظر إلى 6 . نجد آولا أن رتبتها هي 
)0(6 _ (0)م 
o(B) ۳‏ 
وبالتاللي فان رتبتها تقل عن (0)0 » ثانی إن (0)ه |' "م ولکن (6)ه/"7 ومن 
فرضية الاستقراء نجد أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ۲ رتبتها "م . لتكن 
(6۳ ۱58 )۳2 . إن 2 هی زمرة جزئية من 0 وفقا لتمهيدية (۲ - ۷ - ه) وزيادة 
على ذلك ,/-۳ (برهن ذلك). وهكذا فإن 
o(P) = o(P)‏ = (0)۳ - ا 
o(B) ۲‏ 
وبالتالي فان "م = (0)۳ . وبناءًا عليه فان ۴ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م 
الطلوبة . وبهذا ينتهي الاستقراء ومن ثم ينتهي البرهان . 


١‏ مواضيع في ابر 


بهذا نكون قد انتهينا من الرهان الثاني لمرهنة سيلو. لاحظ أنه يمكن تكييف 
البرهان الثاني بسهولة لإثبات أنه إذا كان (0)6 | م فإن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها 
۶٠‏ مباشرة دون الاستعانة ببرهان وجود زمرة سيلو الحزئية من نوع ۶ (إن هذه هي 
السالة الأولى من المسائل الواردة في نهاية هذا البند) . 

الآن ننتقل إلى البرهان الثالث لمرهنة سيلو. 
البرهان الثالث للمبرهئة سيلو 

قبل المضى قدما في تفاصيل البرهان. يجدر بنا أن نلخص الخطة الأساسية 
سنشت آولا أن جميع زمر التناظر 8 , حيث م عدد أولي حتوی على زمر سيلو الحزثية 
من نوع م . وستکون الخطوة الثانية هي إثبات أنه إذا كانت 6 محتواة في ۸ 
وكانت ۷ نحتوي على زمرة سيلو الجزئية من نوع م فان 6 تحتوي على زمرة سيلو الحزئية 
من نوع م . وآخيرا ستشت بالاستعانة بمر‌هنة كيل أننا نستطيع استخدام بر5 
حيث ‏ عدد كبير بشكل کاف. لتكون هي ۷ . وبهذا تكون لدینا جميع أجزاء البرهان 
وینتهی بذلك إثبات المبرهنة . 


لتنفيذ هذا البرنامج بالتفصیل. يجب علينا معرفة درجة كبر زمرة سيلو الحزئية 
من نوع يي $ . إن هذا سيجعل من الضروري معرفة قوى م التى تقسم ! ('م) . 
إن هذا سيكون سهلا بيد أن الحصول على زمرة سيلو الجزئية من نوع في بر5 . سيكون 


5 


لتنفيذ خطوة أخرى أساسية في هذا المخطط البدئی سيكون من الضروري 
تقديم علاقة تكافؤ جديدة في الزمر بحيث تكون فصول التكافؤ المقابلة هذه العلاقة 
هى تلك المجموعات المعروفة بالمجموعات المشاركة المزدوجة وسيكون لهذا فوائد 
عديدة ليست فقط في مواصلة برهان مبرهنة سيلو فحسب بل فى حصولنا أيضا على 
الحزئين الثاني والثالث من مبرهنة سيلو الشاملة . 


نظرية الزمر باه ١‏ 


الآن نبدأ بمهمتنا الأولى وهی إيجاد قوى العدد الأولي م التى تقسم ! (*م) . 
مسألة ۲). ولكنه سيكون واضحا وكافيا أن نوجد ذلك فقط من أجل ! ("م) . 

لنعرف (2)6 بأنه ذلك العدد الذي يكون من أجله ! (“م)| "7 ولكن 
| ("م) | pI‏ 5 


)١ - ۱۲ - ۲( تمهيدية‎ 
n(K)= I+p+...+ p~ 


الرهان 
إذا كان 1-1 » ونظرا لأن م.(1-م)....<1<2- ! م فان من الواضح أن 
! م۱ ولكن ! ملام لذلك فإن 1-(2)1 كما هو مطلوب . 


ما هي الحدود في مفكوك ! (*م) التی يمكن أن تسهم في قوى م والتی تقسم 
الاك 


من الواضح أخيا فقط مضاعفات م أى معام و الل قر وبعبارة أخرى 
(2)1 يجب أن يكون قوة للعدد م ال تقسم 
| رسي" کم روا 'م) ... ppp)‏ 


ولكن . عندئذ. (1-))ہ+ ۲ ۳ (ع0)1. 
وبالئل 2م + (2)1-2-(1-غ)5 وهكذا. . . وبكتابة هذه المقادير على الصيغة : 
كمرح nk—n(k—1)‏ 
“امع n(k-1)—n(k—2)‏ 


م = (1)م - n(2)‏ 
1 = (۱)/1] 


۱۸ مواضيع في الجر 


نم الجمع نحصل في النهاية على : 


الاوي,... + *م + n(k) = 1+p‏ 
وهذا هو الطلوب إثباته وبذلك ينتهي برهان التمهيدية . 
نحن الآن على استعداد لاثبات أن +5 حتوی على زمرة سيلو الحزئية من نوع 
م6 أي سنعرص 50 8 الواقع سنحصل على ) زمره جزليه رتىتها 7" 9 . 


تمهيدية (۲ - ۱۲ ۲) : 
إل برک . نحتوي على زمرة سيلو ا جزئية من نوع م . 


الرهان: 

بالااستقراء على ۲ . إذا كان 1= فان رتبة العنصر (م...12) في ,5هي 
م . ولذلك فان هذا العنصر يولد زمرة حزئية رتبتها م . ولا كان 1-(0)1 لذا فان النتيجة 
صحیحه عندما 2-1 . 

لنفرض أن النتيجة صحيحة من أجل ۲-1 ونثبت صحتها من أجل ۲ . 

لنقسم الأعداد الصحيحهة "م,....1,2 إلى جموعات عددها م بحيث حتوی کل 
جموعة على ۱" عنص] وذلك کا يل : 


كو و EDF LS FERS‏ العو pF‏ 
إن التبديل ه المعرف كما يلي : 
ر+ 1ه )رز “م2 زع رجا ورن 
وأو وای اوه را 
يتمتع باخواص الاتية : 
 ۱(‏ < ۴ 
(۲) ادا كان > هو التبدیل الذي يبقى کل اثابتاء حيث <p“‏ . 


(ولذلك فهو يؤثر فقط قر 2 فان ۵ 0رك فط عناصر ٤‏ 
المجموعة (۱ 20۳ ,... ,۱+2 ,1+" “م . 


نظرية الزمر ۱۹ 


وصوره عام4. فان o to‏ محر لك فقط عناصر ٤‏ الملجموعة 
(“'م(1+ز ,... ,2+ “مز ,1+ ز) لتعتیر (1-(): إذا كان '““م<ز|مر5)») -ه . 


ان ۸ زمره جرئیه من 5 ۳ أن عناصر ۸ تستطيع إجراء أى تبديل على 
العناصر "م ,... ,1,2 ومن هنا ينتج بسهولة أن ۸25-۱ واستنادا إلى فرضية الاستقراء 
فان ۸ محتوي على زمرة جزئية ,رتبتها ۳۳۱ . 


ایکا 


, ۳ حیث و 0۴ ند‎ =۶ )0۳۱۳ 0( (o7 ۳ 0 bas FT TEE) FP ع‎ E 
إن متمائلة مع ,۲ لكل اوهذا فان رتبة 8 هی 7۳۲ كما أن العناصر في‎ 


۴ المختلفة تؤثر على المجموعات غير المتداخلة من الأعداد الصحيحة ولذلك فان هذه 
العناصر تتبادل مع بعضها وهكذا فان 1 زمرة جزئية من ؛ 5 . 


ما هی رتبة ۲؟ لما كان ()= ۴۲۱۳ وذلك عندما 1-م > زع ز > 0 لذلك نجد أن 
اهيورت خز تون = (5)1 . إننا / نحصل »› بعد » على ما بر ید تماما ذلك لأن ی 
هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م التي نحن بصدد البحث عنها . 


لا كان ع ع # و۳ = 0 ۲ فانه يكون لدینا 1 = ٩'۲۰‏ لنكن 
(1[حمة عدن P= {Gt |tET,‏ 
لا کان 0+7 و1=٥۲' ٥‏ فإنه يكون لدينا آمران. أوهما هو أن 1 زمرة 


جزئية من , 5 وثانيهها هو أن ۳۱۲۶۱ = "م م = (0)1.م = ()ن . 


خر لمّد وحدنا صالتنا خث إن هي زمرة سيلو الحزئية من نوع موالتى كنا 
سحث عنها Sk ٤‏ ۱ لنحد الم حسناء إن E,‏ فا مي اعمزا ور وکین 


u n)k-1( 21۱2.‏ لذلك. )م = ' ۳م+....+م+1- pn(k-1)+1‏ « وا 
كان "م = (م)0 لذا فان هي بالفعل» زمرة سيلو الحزئية من نوع م في ر . 


۱5۰ مواضيع في احبر 


ملاحظة حول الرهان 

ان هذا البرهان لا یثبت التمهيدية فقط بل إنه في الواقع یسمح لنا بتكوين زمر 
سيلو الحزئية من نوع م استقرائيا. ونتبع طريقة البرهان لتکوین زمر سيلو الحزئية من 
نوع 2 ی ٩,‏ . 

لنقسم 1,2,3,4 إلى مجموعتين هما (1,2) ۰ (3,4) ولتکن ((۴))1,2 و (3 1)<ه 
(4 2) عندئد ((3,4)) 2ن ۲۴ ۳,2۵ . 


وعلیه فان زمرة سيلو الحزئية من نوع 2 هي الزمرة الولدة بالتبدیل (2,4) (1,3) 
وگ . حيث 
e)‏ ,(3,4) (1,2) ,(3,4) ,(1,2)) < ,۳ ۳ < ۲ 
لكي ننفذ برنامج البرهان الثالث الذي آوجزناه سابقا نقدم الآن علاقة تكافؤ 
جديدة في الزمر (أنظر مسالة ۳۹ بند ۵-۲). 


لتکن 6 زمرق ۸ و8 زمرتین جزئیتین من 6 . إذا كان ٤6‏ ,× فلنعرف أن ۲-۲ 
ادا كان 7-۵۶ حیث 26۸ 68 . 


نترك للقاری» برهان التمهيدية الاتية نظرا لسهولتها. 


نمهيدية (۲ - ۱۲ ۳) 
إن العلاقة العرفة انفا هي علاقة تكافؤ على 6 ك) أن فصل تكافؤ العنصر 60 
هو المجموعة AxB = {axb | 2۵, b€ B}‏ 


يطلق على المجموعة ۸×8 الحموعة المشاركة المزدوجة للزمرتين اخزئیتین ۸ و8 
e‏ 


إذا كانت كل من ۸ وظ زمرتین جزئیتین مشهيتين في 6 فیا هو عدد عناصر 


نظرية الزمر ۱۱ 


أولا : إن التطبیق ۲ » حیث. :۸:3 + يرح :1 والعرف بالقاعدة ۱-«طمره  (axb)T‏ 
هو تطبیق أحادي وغامر (تحقق من ذلك) وبالتالی فان ('4×8×7)ه = (8::هم)ه 


ولا كانت × 8« زمرة جزئية من 6 رتبتها هي نفس رتبة 8 ووفقا لرهنة 
(۳ ۵ -۱) نجد أنه 
A) 8‏ )وزيم 
o(B)‏ ر(ك)ه 4 ال و = o(AxB)‏ 
o(ANxBx7')  o(ANxBx7)‏ 


هذا نكون قد آثبتنا التمهيدية الآتية : 


)٤ - ۱۲ - ۲( مهيدية‎ 

إذا كانت ۸ و8 زمرنین جزئیتین منتهیتین من © فان : 
(A)o(B‏ 

o(AN xBx 7) 


الآن نأتي إلى الخطوة المهمة من البرهان الثالث لمرهنة سيلو. 


مهيدية (۲ - ۱۲ - ه) 

لتکن 6 زمرة منتهية ولنفرض أن 6 هي زمرة جزئية من الزمرة النتهية ۸ 
ولنفرض» أيضاء أن 04 تحتوي على زمرة سيلو ا جزئية © من نوع م . عندئد 6 حتوی 
على زمرة سيلو ا جزئية ۴ من نوع 7 . ف الحقيقة » ۳0۲۷۵۱ x€M‏ . 


البرهان 
يجدر بنا قبل البدء في البرهان بالتفصيل أن نوضح الفرضية أكثر قلیلا. 


لنفرض أن (M)ه|"م‏ وأن (۳۳۱/00۷م وأن © زمرة جزئية من 84 رتبتها ”م 
ولنفرض أن "م = (0)6 حیث؛ / مونرید الحصول على زمرة جزئية من 6 رتبتها ”م . 


۲ مواضيع في اجحبر 


لنعتبر تفريق 31 إلى المجموعات المشاركة المزدوجة للزمرتين الجزئيتين 6 و © أي 
أن ۱1070 = ۷۲ . ومن تمهيدية (۲ - ۱۲ -4) نجد أن : 


لكا ان = o(GxOQ) _ A‏ 
o(GNxQx7') o(GNxQx7)‏ 
ولا كانت 60۱7057۲ زمرة جزئية من ' ×0× لذا فان رتبتها هی "م . نحن 
ندعی أن م = م وذلك لعنصر ما ۷ « فاد ا يكن الامر کذلك فان 
p"tp"‏ 


۲۲-۳ ۲-16 
«9 





= (0)00 
ولذلك فانه یقبل القسمة على 7۳*۱ . ولا كانت 6×0 لا = ۸ وحيث إن هذا 

احاد منفصل »› لذا فان (0)6:<0. ( = (0)۷ حيث يتم اخمم على عنصر من کل 
محموعة مشارکة مزدوجة. ولکن (6×0)ه | ۳*۱م لذلك فان (0)84 | 7۳*۱ ولکن هذا 
ینافضص کون (0)۷ | '*”م وطذا نجد أن « - ص لعنصر ما 6۷« . وعندئذ 
"م = 0/0۲۱۵ . وحیث إن '-001802) زمرة جزئية من 6 رتبتها "م » لدا فان برهان 


التمهيدية يكون قد انتهی . 


نا فیس لستطيع . وسهولت إثبات مبرهنة سيلو. وفقا لبرهنة كيل (مبرهة ع 
فاننا نستطیم |دخال الزمرة النتهية 6 تماثليا في زمرة التناظر ,5 من الدرجة ١‏ . 


لنختار » بحیث یکون > . عندئذ نستطیم إدخال ,5 تمائليا في ,5 روذلك 
بالتأثير على الاعداد «,...,1,2 فى الجموعة ,...,1,2,...,0) لذا فان 6 مدخلة تمائليا في 
,5 . واستنادا إلى تمهيدية (۲-۱۲-۲) نجد أن ,5 تحتوي على زمرة سيلو الحزئية من نوع 
م واستناذاء كذلك. إلى تمهيدية (۵-۱۲-۲) فان 6 يجب أن تحتوي على زمرة سيلو 
الجزئية من نوع م . وبذلك ينتهي البرهان الثالث لبرهنة سيلو. 

لقد أمدنا البرهان الثالث بأكثر مما نريد ألا وهو أننا نستطيع الحصول منه على 
الجزئين الآخرين من مبرهنة سيلو. 


نظریه الزمر ۱۳ 


مبرهنة (۲-۱۲-۲) (الجزء الثاني من مبرهنة سیلو) 
إذا كانت 6 زمرة منتهية وکان (9)0 | ”م ولكن (0)0 | 2۳ حيث معدد أولي 
فإن أي زمرتین جزئیتین من © رتبتاهما هي "مترافقتان . 


الرهان 
لتکن ۸ و8 زمرتین جزئیتین من 6 ۰ "م = (0)8 = (0)۸ونرید إثبات أن = ۸ 
"عع لعنص ماع من 3 . 


الأن نفرق 0 إلى المجموعات المشاركة المزدوجة ل 4و8 أي G = UAXB‏ . 


استنادا إلى تمهيدية 14-1997 يكون لدینا 
o(A)0(B)‏ 


o(ANxXBx7')‏ ا 


فإذا كانت 7۲( لكل 0 فان "مع ı~o(ANxXBx7')‏ > . 


وبالتای فان : 


o(A)o(B 1 


111 ۳ 


7 


ولا كان (A۸×8)ەہ‏ | ۱۰ × » وحيث إل 2_0(AxB)‏ = (6)ه لذا فإننا نحصل 
على تناقض وهو أن (©)ه | '*"مء لذلك فان "282 = ۸ لعنصر ما 6٤ع‏ . وهذا هو 


ما تضمنته المبرهنة . 


إن معرفتنا بأنه لعدد أولي م تكون جميع زمر سيلو الخزئية من نوع م مترافقة يتيح 
لنا آن نحسب وبدقة عدد هله الزمر الحزئية من 6 . إن السبيل إلى ذلك هو نفسه الذي 
ورد في إثبات مبر‌هنة (۱-۱۱-۲). 


١ > +‏ مواضيع في احبر 


لقد ناقشنا في مسائل سابقة (أنظر مثلا مسألة ٠١‏ بند ؟-0) منظم الزمرة المحزئية 
7 المعرف کیا يل (11 = ×1× | 66×) = (۱۷)۲۷ ۰ عندئذ. كما في برهان مبرهنة 
(۱-۱۱-۲) نجد أن عدد ا مرافقات ا مختلفة ل41 , أي “×1× » في 6 هو دليل ۸۷ 
في © ولا كانت جميع زمر سيلو الجزئية من نوع م مترافقة فإنه يكون لدینا: 


تمهيدية )"-١7-7(‏ 
۱ ۱ ۱ 6 
إل عدد زمر سيلو ا حزئية من وع م يساوي سر حیث « هي اٍحدی زمر 


سيلو ا جزئية من نوع موبصورة خاصة إن هذا العدد قاسم لرتبة © . 


ومع ذلك يستطيع الواحد منا أن يقول الشیء الكثير حول عدد زمر سيلو الجزئية 
من نوع م2 لعدد أولى ما م . وهذا ما سنناقشه الآن ىا أن الطريقة ستتضمن استخدام 
المجموعات المشاركة المزدوجة . 


مرهنه ۷-۲ ۳ (الجزء الثالث من مبرهنة سيلو) 
علد زس ۱ 5 زئية من نوع م » حيث م عدد او ی 6 هو من 
الصيغة ما + 1 . 


الرهان 
لتكن ۴ هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م في 6 . ولنفرق 6 إلى المجموعات 
المشاركة المزدوجة ل« و وهكذا ۳۳ = 0 . الآن ما هو عدد عناص هرم ؟ 
من ممهيدية (1-۱۲-۲) تعلم أن اخوات هو: 
)0/۳5 
o(PNxXPx7')‏ 
فإذا كان م ۶ ۲ ۳۲۱۳۰ فان (0)۳۳ | ”را حیث (0)۴ = "م . ويغبارة 
أخر ی إذا كان ×N)۲(‏ )× فان (ط<«0)ه | '*”م . أيضا إذا كان (€۸)۴× فان 
24 < ۳۳۷ < (برط)م ديرم . لزلك فإنه في هذه الحالة يكون "م-(0)۳«۳ . 


o(PxP) = 


نطر یه الزمر 6" ۱ 


الآن 
J, o(PxP) + ( o(PxXP)‏ = (ن)ه 
x€N(P) xÊN(P)‏ 
حيث يتم كل مجموع على عنصر من كل مجموعة مشاركة مزدوجة لاحظ أن 
۳۳-۲ وذلك عندما(6()۳:. وشاء عليه فان الجم وع الأول يصمح 


(«0)۳ ,2 وذلك على الجموعات الشارکة الختلفة للزمرة الجزئية ۳ في (۴)× وبالتالی 
x€N(P)‏ 


فان الجموع الأول يكون ((۸N)۶)ه‏ . ماذا يمكن أن نقول عن المجموع الثاني؟ لقد 
راتا آن كل حد من الحدود المكونة له قابل للقسمة على '*"مولذلك فان 
(۵)۳«۳ رز | ۳٩۱‏ 
xf N )۳(‏ 
وهكذا فباستطاعتنا كتابة المجموع الثاني على الصيغة 
o(PxP) = p"*'u‏ ( 








4 N(P) 
ولذلك فإن‎ 
0(6) = o(N(P)) + ۵ 
وبالتال فان‎ 
o(G) م‎ 
o(N(P)) o(N(P)) 


لاحظ أن: (6)ه|((N)۴)ه‏ لأن N)۲(‏ زمرة جزئية من 6 . كذلك u"*"م‏ 





o(N(P)) 
p"*"u ار ولکن عندئد‎ o(N(P)) علد ۳9 ولا كان (0)0 | "م ۰ لز | فان‎ 
o(N(P)) 
يجب أن یقبل القسمة على م ولذلك یمکن کتابة سس على الم لصيغة معا . حت ا‎ 


عدد صحیح . وبالتعویض في العادلة الواردة أعلاه یکون لدینا: 


١ "5‏ مواضيع في ال حبر 








O0(G) 
—_=[ + kp 
o(N(P)) 
۱ ۲ 2 ۶ ل یل‎ ۱ ۱ 0(G) : 3 
0 ۱1 


هذا فإننا بذلك نکون قد آنهینا إثبات المرهنة . 


5 المسائل 7540 هد المسائل الإأضافية في نهاية هدا المصل . يوجد موجز 


ونختتم هذا البند بتوضيح لكيفية استخدام أجزاء مبرهنة سيلو وذلك من أجل 
احصول غل معلومات کشرة عن الزمر النتهية . 


لتکن 6 هي الزمرة التى رتبتها 112.132 . نرید تعيين عدد زمر سيلو الجزئية من 
نوع 11 في 6 وکذلك الحال بالنسبة لعدد زمر سيلو الجزئية من نوع 13 . 


إن عدد زمر سيلو الحزئية من نوع 11 هو 1+11 ودلك وفقا لبرهنه (۲ - ١7‏ - ۳) 
وأيضا وفقا لتمهيدية (۲ ۱۲ -۵) فان هذا العدد يجب أن یقسم 11.13 وحیث 
إن 1+11 أولى بالنسبة للعدد 11 لذلك فإنه يجب أن یقسم *13 . هل یوجد عامل 
للعدد 137 من الصيغة 1+11 ؟ 


من الواضح أنه لا یمکن أن یوجد له عامل غير العدد 1 نفسه وهکذا 
فان 1+111-1 وبالتالي فإن عدد زمر سيلو الحزئية من نوع 1 فی 6 يجب أن یکون زمرة 
واحدة . ولا كانت جميع زمر سيلو الحزئية من نوع 11 مترافقه (ميرهنه 1-١‏ 1-1 ) لذلك 
نستنتج أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 11 ناظمية في 6 . ماذا یمکن أن نقول عن زمر 
سيلو الجزئية من نوع 13 ؟ إن عددها هو من الصيغة 1+13 ويجب أن یقسم 


نظریه الزمر ۱ 


TE‏ لم فانه يجب أن یسم وهنا أيضاء ستنتج أن عدد زمر سيلو احرئية 
من بوع 3 هو زمره واحدة وجب أن تكون ناظمية في 3) . 


الان نعلم أن © تحتوي على زمرتين جزئيتين ناظمیتین هما ۸ ,8 ورتبتاهما 
,13 على الترتیب. ومن نتيجة مبرهنة (۲-۱۱-۲) فإن أية زمرة رتبتها ”هى زمرة 
إبدالية » حيث معدد أولي . وبالتالى فان 8,4 إبداليتان . ولا كان (6)-08ه فاننا نجد 
سهولة أن 6-۸۵58 . 


أخيرا إذا كان هعه و 68ط فان م)(5-16-1و0)ه 202-0 وذلك لان 
۸ اظ كذلك فإن ۲68( 2)20۵7- 20۵707 لأن 8 ناظمية وبالتالى فإن 
(©)-6»808' ' ده وهذا يقتضى أن 2026-2-6 وبالتال فان 20-0 حيث 
8,۸ . إن هذا مع کون همده > ۸ و 8 إبداليتين يسمح لنا أن نستنتج 
أن 6 إبدالية . وبناءً عليه فان أية زمرة رتبتها 117.177 يجب أن تكون إبدالية . 


الآن نورد توضیحا اخر لاستخدام أجزاء مبرهنة سيلو المختلفة. لتكن 6 


هي الزمرة التي رتبتها 72 . إذن 273 -(0)6. کم عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 
3 6 ؟ 


لنفرض أن هذا العدد هو 1 . عندئذ من مبرهنة (۲-۱۲-۲) نجد أن ؛ هو من 
الصيغة 14+31-] . وأيضا وفقا لتمهيدية (۵-۱۲-۲) فان ۱۱72 وبا أن ۲ أولى بالنسبة 
للعدد 3 لذلك فإنه يجب أن يكون لدينا 8| . إن العوامل الوحيدة للعدد 8 من 
الصيغة 1+3 هي 1و 4ولذا فان 1-: أو 4-: هما الاحتمالان الوحيدان. وبعبارة 
اخری. إن عدد زمر سيلو الجزئية من نوع 3 هو ما زمرة واحدة أو 4 زمر جزئية . 


فإدا كان عدد زمر سيلو الحزئية من نوع 3 هو زمرة واحدة فقط وحيث إن جميع 
زمر سيلو الجزئية من نوع 3 مترافقة فإن زمرة سيلو ابحزئية من نوع 3 يجب أن تكون 


۱۹۸ مواضيع في ابر 


ناظمية في 6 وفي هذه الحالة تحتوي 6 . بالتاکید. على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 
ومن ناحية أخرى. إذا كان عدد زمر سيلو الخرئية من 3ي 0 هو 4 فإنه وفقا 
تمهيدية 199 1-ه) یکون دليل 17 في 0 هو4 يث ۷( هومنظم زمرة سيلو الجزلية من 
نوع 3 . ولكن !(1)21-!4 ]72 ووفقا لتمهيدية (۱-۹-۲) يجب أن تحتوي N‏ على زمرة 
جزئية ناظمية غير تافهة في 6 (رتبتها على الأقل هي 3 ) وهكذاء مرة أخرى. نستطيع 
أن نستنتج أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة. وخلاصة القول. أن أية 
زمرة رتبتها 72 يجب أن تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة ولهذا فإنها لا يمكن أن 
تكون زمرة بسيطة . 


ينات 
۱- كيف البرهان الثاني لمرهنة سيلو لتثبت مباشرة أنه إذا كان م عددًا أوليا وكان 
(۳|۵)6 » فإن 6 تحتوي على زمرة جزئية رتبتها *م . 
۲ - إذا كان 0<« عدذا حقيقيا فإننا نعرف [»] بأنه العدد الصحيح : بحيث يكون 
msx<m+1‏ فاد كان م عددا أوليا . فأثست أن فوى م التي تسم ۱ تعطی بالا ی : 


9 عرپر‎ n 
| (+ (+... 





۳۲ 


”5 استخدم طريقة تكوين زمرة سيلو الحزئية من نوع م ی , 5 لإيجاد مولدات الزمرتین 
الآتيتين : 
(۱) زمرة سيلو احزئية من نوع 2 في ,5 . 
(ب) زمرة سيلو الحزئية من نوع 3 في ,5 . 

4 - استعمل الطريقة المستخدمة في مسألة ۳ لامجاد مولدات الزمرتين الآتيتين : 
(ا) زمرة سيلو الجزئية من نوع 2 في ,5 . 
(ب) زمرة سيلو الجزئية من نوع 3 في ,5 . 

ه - إذا كان م عدذا أوليا فأوجد صيغة مولدات زمرة سيلو الجزئية من نوع م 
قي 32 . 

5 - ناقش عدد وطبيعة زمر سيلو احزئية من نوع 3 ومن نوع 5 في الزمرة التي 
رتبتها 3.5 . 


نظرية الزمر ۱۹۹ 


۷- لتکن 6 هي الزمرة التي رتبتها 30 
)١١‏ اثبت أن زمرة سيلو امحزئية من نوع 3 آو من نوع 5 في 6 يجب أن تکون 
(ب) من الفقرة )١(‏ أثبت أن أية زمرة من زمر سيلو الحزئية من نوع 3 ومن نوع 
5 يي 6 يجب أن تكون ناظمية في 6 . 
(ج) أثبت أن 0 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها 15 . 
(د) باستخدام الفقرة (ج) صنف جميع الزمر التی رتبها 30 . 
(ه) كم عدد الزمر غير الت‌ائلة والمختلفة التي رتبها 30 . 
۸- دا كانت 6 زمرة رتبتها 231 فأئيت أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 11 محتواة فى 
مركز 0 . 
4- إذا كانت 6 زمرة رتبتها 385 فایت أن زمرة سيلو الحزئية من نوع 11 ناظمية 
في 6 كا أن زمرة سيلو الجزئية من نوع 7 محتواة في مركز 6 . 
-٠‏ إذا كانت 6 زمسرة رتبتها 108 فاثبت أن 6 تحتوي على زمرة جزئية ناظمية 
رتبتها "3 حيث 222 . 
۱ - ادا كانت ومع (0)ه > حيث م. ٩‏ عددان أوليان محتلفان 8>م فاثبت ما يل : 
(۱) إدا كان (1-و) |م فان 0 دورية. 
(ب)" إذا كان (1)0-1م فإنه یوجد زمرة غير |بدالية وحيدة رتبتها وم . 
Mit.‏ لتڪن ۵ هی الزمرة ال رتبتها 01م » حيث ۰0 و ۲ أعداد أولية و >> . 
آثبت ما يلى : ۱ 
(۱) إن زمرة سيلو الجزئية من نوع ۲ ناظمية في 6 . 
(ب) إن 6 حتوي على زمرة ناظمية رتبتها :و . 
(ج) إذا كان (1-) ]و فان زمرة سيلو الجزئية من نوع و في 6 هي 
ناظمية فى 6 . 
۳ - إذا كانت 0 زمرة رتبتها وم » حيث إن م۰ و عددان أوليان فأثبت أن 6 تحتوي 
على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة . 


۱۷۰ مواضيع في الجر 


4 - إذا كانت رتبة 6 تساوي ۰7*9 حیث م » و عددان آولیان فاثبت أن زمرة سيلو 
الجزئية من نوع م أو زمرة سيلو الجزئية من نوع و في 6 يجب أن تکون ناظمية في 
6. 

16 _ لتكن 6 زمرة منتهية بحيث يكون لكل 9.۸ في 6 2-۲-(۵0) حيث م عدد أولي 
يقسم رتبة 6 . أثبت أن 
(۱) زمرة سيلو الحزئية من نوع م في 6 ناظمية في 6 . 
(ب)* إدا كانت 7 هي زمرة سيلو الجزئية من نوع في 6 فإنه يوجد زمرة جزئية 
ناظمیه ۸ في 0 بحيث إن (»)-20131 و PN=6‏ . 

(ج) مركز الزمرة © غير تافه . 

5 - ادا كانت 0 زمرة منتهية بحيث إن زمرة سيلو الحزئية ۲ من نوع م محتواة في 
مركز 6 فأثبت أنه يوجد زمرة جزئية ناظمية ×۸ في 6 بحيث يكون ()-171مم 
و0-ل(ط . 

۷ إذا كانت 11 زمرة جزئية من 6 وكان (131- ×1 ×| ©>») -(71)11 وإذا كانت م 
هى زمرة سيلو الحزئية من نوع م . فائت أن (10)2 -((21)20)5 , 

4 - لتكن ۲ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع في 6 وبفرض أن م,ه عنصران من 

مركز ۳ وأن 6*7 -ة لعنصر ما × فی 6 . آثبت أنه يوجد عنصر (م)671لا بحيث 
يكون 'رار=ھ . 

48" لتكن 6 زمرة منتهية. وليكن 4 تماثلا ذاتيا على 6 بحيث إن ض هو التماثل 
الذای المحايد. إفرض الآن أن *«-(0)5 یقتضی أن يكون =× . أثبت أن 
زمرة سيلو الحزئية من نوع هی ناظمية في © وذلك لكل عدد أولى م قاسم 
لرتبة 6 . 

۲۰ - لتکن 6 هي زمره المصفوفات غير الشاذة من النوع 0 على جموعه الأعداد 

الصحيحة قياس العدد الأولي م . أوجد زمرة سيلو احزئية من نوع م . 
۱ - أوجد العدد الممكن لزمر سيلو الجزئية من نوع 11 ۰ من نوع 7ومن نوع 5 الممكنة 
في الزمرة التى رتبتها 5.7.11 . 


نظرية الزمر ۱۷۱ 


الاح i‏ كانت ,6-5 و ((1,2))-8 زمرة جزئية من 6 فأوجد جميع الجموعات 
المشاركة المزدوجة ۸۰۸ للزمرة الجزئية ۸ في 6 . 

۳ - ادا كانت ,25 و ((۸<))1,2,3,4 و ((1,2))-8 فأوجد میم الجموعات 
المشاركة الزدوجة 4×8 للزمرتین الحزئيتين ۸ وق 0 . 

۶ - إذا كانت 6 هي الزمرة الزوجية التى رتبتها 18 والولدة بالعنصرین ه 
و ا بحيث إن 6-*0-*ه و 0" ۵0-0 فأوجد جميع الجموعات المشاركة الزدوجة 
للزمرتین احزئیتون (8) -11 و (7ط)=K‏ في 6 . 


(۱۳-۲) الضرت الباشر 
لقد احتجنا في مناسبات عديدة في هذا الفصل إلى إنشاء زمرة جديدة من بعضص 
زمر معروفة لديناء فعلى سبيل المثال لقد أنشأنا زمرة جديدة باستخدام زمرة معلومة 
واحد تمائلاتها الذاتية وذلك فى غباية البند (۲ -۸). أيضا لقد رآینا سابقا حالة حاصة 
من هذا النوع من الانشاء في المثال المتكرر والمتعلق بالزمرة الزوجية . 


ورغم دلك. فإنه لم تحدث أية محاولة بعد لإيجاد وسيلة منظمة لبناء زمر جديدة 
من زمر معطاه . وسنة سنفعا ذلك الآن. إن الطريقة التي اهي أبسط طريقة مباشرة 
لترکیب الزمر للحصول على زمر أخرى . 


فشا ,۳ بزمرتین مع أنه لیس للعدد ائنین أب خصوصية . ومع ذلك» ومن 
الخيرة التی لدینا سنتمکن من معالجة الحالة لاي عدد منته من الزمر بسهولة وسرعة. 
وا كير أنه ليست لذلك العدد النتهي من الزمر أية خصوصية . إننا نستطیم إعادة 
المناقشة وذلك على نطاق واسع لأي عدد من الزمر على حد سواء بيد أننا لسنا بحاجة 
إلى ذلك الوضع العام هنا ولذلك نحسم الأمر في حالة عدد منته من الزمر وذلك كهدف 
بائی لنا. 


تکن ۸ و 8 زمرتین؛ ولنعتبر الضرب الديكاري (الذي ناقشناه في الفصل 
الأول) 5-8 للزمرتین ۸ و8 . إن 0 تتکون من میم الازواج المرتبة (2,0) 
حيث 46۸ و ۲ . 


۱۷۲ مواضيع في اجحبر 


هل نستطیم توظیف العملیتین العرفتین على ۸ و 8 لتزوید 6 بضرب يجعل منها 
زمرة؟ ناذا لا نحاول الطريقة الواضحة وهی ضرب الرکبات التقابلة؟ 


دعنا نعرف حاصل ضر ب( ,طا ,)و (,9 .ره) في © كما يلي : 

(رطرط ,ية,8) > (رط ,ية) (,ط ,,4) . إن حاصل الضرب ,3,3 ف المركبة الأولى هو حاصل 
ضرب العنصرين ,8 .ره في الزمرة ۸ كما أن حاصل الضرب رط ,في المركبة الثانية هو 
حاصل ضرب العنصرين ,9 ,رطفي الزمرة 8 . مهذا التعريف يكون لديناء على الأقل. 
حاصل ضرب معرف على © . 


هل يمكن أن تكون 6 زمرة بالنسبة لهذا الضرب؟ 
إن الجواب على ذلك نعم ومن السهل التحقق منه كما يلى: نبدأ بالتحقق 


من قانون سس ولتكن ((ط ,.8) و (رط ررة) و (,0 ,.ة) ثلائة عناصر من 
6 عندئد 


(رط(وط,ط) بية(يقرة)) = لوط دية) (وطرط (aa,‏ = (يط ,,a())رb‏ بية) (,ط ((a,,‏ 
بینم 


(a, bı) ((a,, (وط‎ (a, (لوط‎ = (a,, b,) (a,a,, «ل(وقية)رة) = (وطرط‎ bı(b2b)) 


وحيث إن قانون التجميع محقق في كل من ۸ ,8 لذا فإن هذا يثبت لنا أن 


نأتي الآن إلى العنصر المحايد. ليس غريبا أن نجرب العنصر (,ع) 
ليكون العنصر المحايد في 6 حيث » هو العنصر المحايد في ۸,] هو العنصر 
المحايد في 8 . 
لدينا 

(a,b) (e,f) = (ae,bf) = (a,b) 


(e,f) (a,b) = (ea,fb) = (a,b) 


نظرية الزمر ۱۷۳ 
أي أن (,ء) هو العنصر الحاید في 6 . 


أخيرا بريد إنجاد معكوس أى عنصر فى ۵ . هنا. آبضا ادا 
لا نحاول العنصر ('-5,'-3) ليكون معكوس (ط,ه) ؟ الآن 


(1,ع) < زط" ,۵" (a,b) = (a‏ (7۱,97۱ج) 


#رع) = ( ططى,! (a,b) (a7',b7') = (aa‏ 
وبالتالى فان العنصر ('-6,'-3) هى بالفعل. ' معكوس العنصر (2,۳) . مهذا نكون 
قد تحققنا من أن 8 »اه - 6 هي زمرة . . وندعو هذه الزمرة زمرة حاص لالضرب 
المباشر الخار جي (External Direct Product)‏ للزمرتين A‏ و8 . 


ولا كاقت 02-8 قد بنيت من ۸ و8 بمثل هله الطريقة البسیطة فإننا 


نتوقع أن بنية كل من ۸ و8 سينعكس كليا عل بنية 6 . وهذا هو ما حصل فعلاء 
فان معر فه ۸ و8 تعطینا ماما معلومات كاملة حول بنية ۸×8 ۳ 


إن إنشاء 8م -0 كان من الخارج وبر ید الان آن نعکس الوضع ونحاو ل 
إنشاء 06 من الداخحل ۲ 


لشعتم: ۸۷8 د 0 وده i= tato‏ حيث !هو العنصر 

المحايد في 8 . مادا نتوقع من ۸ ؟ والاجابة على ذلك هو أن ۸ زمرة جزئیه من 

۵ کا أن A=A‏ . لكي نثبت هذا التماثلء لنعرف ۵:۸۸ . بالقاعدة 

(a 0‏ -(4)3 حيث 26۸ . إن من البساطة بمکان اثات أن 4 غائل من ۸ على ۸ وأن 

۸ رمرة جزئیه من 6 . وفضلا عن ذلك فان ۸ ناظمية في ۵ لانه إذا كان 
۸( ۰( 2,0) فان 

(a,b) (به)‎ (a,b) ' = (a,b) (a, (ab, ) 

- (aaa,b fb) = (aaa. € A 


۱۷ مواضيع في ابر 


وبالتالی يكون لدینا صورة مماثلة للزمرة ۸ في © هي ۸ والتي هي زمرة جزئية 
ناظمية فى 6 . 


إن ما عملناه بالنسبة إلى ۸ یمکن عمله أيضا من أجل 8 . فاذا كانت 
))e,b(€6G |b €8)‏ = 8 فان 8 متماثئلة مع 8 كا آنها زمرة جزئية ناظمية 
ی , 


إننا ندعي أكثر من ذلك وهو أن 6-48 كا أن كل عنصر 6٤ع‏ يحلل 
بطريقة وحيدة على الضصيغة 60ودع , حیث 26۸ , 8 لانه إذا كان 
(0,ع) ©,ة) = (طبه)دع » وحيث إن ش6(,ة) , 8ظ0(6:ع) فاننا 
نجد أن اة دع . هنا ©,3)- 3 , (ط,ء) = ط . ناذا يكون هذا التحليل وحيدا؟ 


لأنه اذا كان ۷ -(8,5) حیث 1۲6۸ 8 > ۷ فان x = (x,f)‏ , ۲6۸ , (لزرء) = y€B,y‏ 
وهكذا فان (ز,») <(,0)6:) =× وبالتالي فان ۲-۵ و ۷-0 ولهذا فان 
y= 9, 2- 8‏ 

وهکذا نکون قد تحققنا من أن © هی حاصل ضرب داخلى ۸8 لزمرتین 
جزئیشین ناظمیتین ما ۸ الق اقل ۸ و8 التى تمائل 8 2 هی آن لکل 
عنصر 6٤ع‏ غثیل وحید على الصينة ودع ع 6۸ , 648ص قففل 
الآن إلى مناقشة حاصل ضرب زمر عددها © حيث 1<1 عدد صحیح . 


E TE . |‏ حموعه من الزمر عددها 1 ولتكن: 
(©6 5 |(,8. ...بك ,8)) ...6-06 


للزمر ,6,6,,..,6. نعرف الضرب على © وفق ما يلي : 
Eo lores < )282 22:۰ 8:‏ لو .82:۰۰ مبع) 


نظرية الزمر ۱۷ 


وذلك بضرب الرکبات التقابلة ببعضها. إن حاصل الضرب في المركبة قد تم 
إجراءه في الزمرة ,© . إن 6 زمرة عنصرها الحاید هو( ع,...,,ع,ع) حيث ء هو العنصر 
المحايد في الزمرة :6 كما آن(,ع8.... ۵2 ۵۳)< (,8,.8:.....8) ندعو هذه الزمرة 
زمرة حاصل الضرب المباشر الخارجى للزمر , 0,,62.....6 . لتكن 

6 رای 16ت‎ mesê SEE لل ات‎ | EG} 
عندئل © زمرة جزئية ناظمية في 6 كا أن ,6 6.2 . وفضلا عن ذلك.‎ 
,6..۔ ,6,6 = 6 ىما يوجد لكل عنصر 6٤ع محلیل وحيد  8... ,8.8 = ع حيث‎ 


موسر 


eG, Ê, ©‏ 8 ونتاك التحقق من هذه الأمور للقارىء . 
هناء أيضاء كما في حالة 8 × 4 » لقد حصلنا على الزمرة © کحاصل ضرب 
داخلى لزمر جزئية ناظمية ,0 ... ,ر6 ,6 بحيث إن كل عنصر ممثل بطريقة وحيدة 
کحاصل ضرب العناصر ,8 ...8,۰ حيث ,6 > ع . وبالتالي نعطي التعریف الاتي : 
إذا كانت 6 زمرة» وکانت N,‏ ,... ,۸,,7۷زمرا جزئية ناظمية في 6 بحیث ان ٠‏ 
)ا( 0-۸ 
(۲) کل عنصر 866 یمکن کتابته بطريقة وحيدة على الصيغة ,...ر,«-و 
۷( ”. فعندئد نقول إن € هی حاصل الضرب الباشر الداحل (Internal Di-‏ 
rect product)‏ للزمر ۸۷,... N, N,‏ ۰ 


قبل الاستمرار في الموضوع . دعنا نرى مثالا لزمرة هي عبارة عن حاصل الضرب 
المباشر الداخلى لبعض زمرها الحزئية . 

لتکن نا هي الزمرة الإبدالية المنتهية التي رتبتها را و ت لوح ىم 
آعداد أولية محتلفة و 0<» لكل : . وإذا كانت ,۴,,۳,,...۴ هی زمر سيلو الحزئية من 
الأنواع ,...,,م,معلی الترتیب في 6 . فان 6 هي حاصل الضرب الباشر الداخلی 
للزمر ,۶,.. P,P‏ (أنظر ا ه). 


۱۷۹ مواضيع في الجبر 


والاان نستأنف المناقشة العامة . لنفرض أن 6 هي حاصل الضرب الباشر 
الداخلی للزمر الجزئية الناظمية ,لا...,۷ . إن ,لا.....,هي زمر بحد ذاتها - 
نتخاضی » في الوقت الحاضرء عن کونبا زمر جزئية ناظمية. بإمكاننا تکوین الزمرة 
آخاعا ...ينا 13 2 ۲( ع ]1 التي هي حاصل الضرب المباشر الخارجي للرمز,ل....,,۷( من 
التوقع أن 6 , 7 مرتبطين نوعا ما . في الواقع» إن هدفنا هو إثبات أن 6 متماثلة مع7. فإذا 
استطعنا برهان ذلك فإنه من الممكن استبعاد كلمة خارجي وداخلى من العبارتين 
حاصل الضرب الباشر الخارجى » حاصل الضرب الباشر الداخلی . بعد هذا كله فان 
هاتين الزمرتين ستكونان نفس الزمرة إلى حد التماثل وبالتالي فإننا نتحدث فقط عن 
الضرب المباشر. ظ 
ونبدأ بالتمهيدية الاتية . 


تمهيدية (۱-۱۳-۲) 

لنفرض أن © هی حاصل الضرب الباشر الداخلی للزمر ,لا,..., ,37 » عندئذ إذا 
كان عدخ فان (ء)- ۸۲۱۸۷ وإذا كان 7و 6۷ طفإن ab=ba‏ . 
البرهان 

لنفرض أن ۰6۱۷۲۱۳ عندئذ يمكن كتابة × على الصيغة 


6-6 55 Ce ©... © 


حيث =e‏ 6 وذلك تا جرج ناس ۲ . وبالمثل يمكن كتابة × على الصيغة 
6۰۰۰6۰۰ کز 

حیث =e‏ ع وذلك باعتبار × عنصرا من . بيد أن لكل عنصر وخاصة × تمثيل وحید 

على الصيغة ...17 حيث .611 ,..., > ,10 وحيث إن هذين التفريقين للعنصر × 

يجب أن يتطابقاء لذا فإنه يجب تساوي المركبة من ,× في كل من التفریقین. وبالتالي 

فان المركبة في التفريق الأول هی × وف الثانية هى » وعليه فان »=× . وهكذا فان 

۱ | . عندما ز1‎ NNN =(e) 


لنفرض الآن أن ,46۸ ٤۸,‏ طوأن زعدذء عندئذ ۸٤ط‏ لأن ۷ ناظمية وبالتالي 
فان ,۵270716۱ . وبالمثلء لا كان ;×6" فان ,0-16-1621 ومن ثم فان 


نظرية الزمر ۱۷۳۷ 


02706 بيد أنه عندئذ یکون (6)< 20270716۷6۱۲۷ وبالتالي فان ۲-6 20 
الامر الذی یترتب عليه أن 20-02 . 

تجدر الاشارة هنا إلى أنه إذا كانت ,16,,...,16زمرا جزئية ناظمية في 6 بحیث إن 
,6-1 وان (©)- 160۱ عندما (غذفإنه ليس ضروريا أن تكون © هي حاصل 
الضرب الباشر الداخلي للزمر ك5,..., × لذلك فإننا بحاجة إلى شرط إضافي (أنظر 
مسألتى 28 )٩‏ . 


بإمكاننا الآن برهان التمائل المطلوب بين حاصل الضرب الباشر الداخلى 
وحاصل الضرب الباشر الخارجى الذي ذكرناه سابقا . 


مبرهئة (۱-۱۳-۲) 


لتکن 6 زمرة ولنفرض أن © هي حاصل الضرب الباشر الداخلي للزمر 


ال,...., ۷ ولتکن ×N,×...×N‏ 1-1 عندئد فان 6 تمائل 1 . 


الرهان 
لنعرف التطبيق 1+6 ٠:‏ بالقاعدة 
bb...‏ = (رطى...ررطى ط))تل 
حيث ,€۸ اء «,...,1-1,2 . إننا ندعي أن ب تمائل من ”على 6 . 


أولاء إن ب تطبيق غامر ذلك أنه لما كانت 6 هي حاصل الضرب الباشر 
الداخلی للزمر ل,.., لا فاد ,ه...ره =×« حيث > 2,..., 6 ,2 وعندئد فان 
۱ × > يق...ية 2 = (( 3,,8,...2)) ٩۲‏ 
إن التطبیق ب آحادي وذلك وفقا لوحدانية تمثيل کل عنصر کحاصل ضرب عناصر من 
N,N,N,‏ أي أنه إذا كان 
((مع,....ورعربء))لل؟ = Y((a,,4,,-..,4,))‏ 


۱۷۸ مواضيع في ال حبر 


حيث 361 ,1 ,1-1,2,..,8فإنه وفقا لتعر يف لإ حل آن 2 ,2- .28,۰ 2 ولکن 


وفقا لشرط الوحدانية الوارد في تعريف حاصل الضرب الباشر الداخلي ينتج أن : 
اح ...26 2 ) اي آن په احادي . 


کل ما بقي لدینا هو ثبات أن ب تشاکل من علی © . فادا كان ۷۲ ,× حت 
...66۵و ( ...)لا فان : 


للا ی یفن ۲۵ إل ا Ya aa Jb‏ (۷ )له 
Ba Desc ab,‏ وه ع 


1 14 


واستنادا إلى عهيدية (۱-۱۳-۲) فان ,هلاح رمه عندما 1 وبالتالى فان 
ت90 8.7 a 0 a,b,...a 0 =a‏ 


۱۰9 a 
وهکذا فان‎ 
٩)2۶ ۷ (۵ ۵۰۰.۵ 0,۰۰ 
1 لحرن‎ 
y(Y) = نله < (۱۲)2۶ , 9.۰.۰0 9 = (,6,...,رط, ط)س‎ ))2 ,8,...:2,(( = 2 8-۰-2 


ولذلك فان (لا)ب(<)ب = (لا<)ب ما يغبي البرهان . 


لاحظ أمرًا معینا تثبته البرهنة أعلاه أنه إذا كانت زمرة 6 تماثل حاصل الضرب 
المباشر الخارجي لزمر معينة فان 06 في الواقع > هی حاصل الضر بت الباشر الداخلی 


للزمر . 0 التي مانا ل ,© ونقول. سساطة » إن 6 هي حاصل الضرب المباشر للزمر 6 
وأو 0 . 


سنری في البند القادم أن کل زمرة إبدالية منتهية هي عبارة عن حاصل ضرب 
الا بدالية النتهیة . 


میم 


نظرية الزمر ۱۷۹ 


وتجدر الإشارة هنا إلى آن ما يشبه حاصل الضرت المباشر للزمر موجود ٤‏ دراسه 
البنی الحرية وسنری هذا فيا بعد عند دراسة فضاءات المتجهات والحلقات 


والفضاءات الحلقية . إن المبرهنات التي تصف بنية جبرية بدلالة حاصل الضرب الباشر 
لبنی جبرية من النوع نفسه لکنها أبسط وصفا (وعلی سبیل الثال كا في حالة الزمر 
الإبدالية) لمي ميرهنات مهمة بصورة عامة . من خلال مثل هذه المرهنات ستطيء 
اختزال بنی جبرية معقدة إل دراسة بنی أسهق منها . 


21 
ت 


كت 


مسائل 


إذا كانت 8,4 زمرتين فاثت أن ۸A×X8=B8×X A۸‏ 

إذا كانت ,6 ,ر6 ,6 ثلاث زمر فأثبت أن ,060,۷6۵ > ,6,(×6× 6). حاول 
تعميم هذه المسألة . 

إذا كانت ,6×...× ۳٥×6,‏ فأثبت أنه لكل ا 1-1,2,...2 يوجد تشاكل .هومن 
1 على 6 . أوجد نواة © . 

لتکن 6 زمرق 1-0540 

619 انيت أن (6>ع | (ع,ع)) =0 زمرة متعائلة مع 6 . 

(ب) أثبت أن «1 ناظمية فی 7 إذا وفقط إذا كانت 6 إبدالية . 

لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية . أثبت أن 6 متعائلة مع حاصل الضرب الباشر لزمر 
سيلو الحزئية فيها . 

لتكن 8,4 زمرتين دوريتين رتبتيهما 2,0 على الترتیب . أثبت أن 8ى دورية إذا 
وفقط إذا كان ۱,۳ أوليين نسییا. 

استخدم نتيجة المسألة (") لإثبات مبرهنة الباقى الصينية وهی أنه إذا كان 2,0 
عددين صحيحين وأوليين نسبيا وكان ۷,۲ أي عددين صحيحين فإننا نستطيع إيجاد 
عدد صحيح × بحيث يكون 210010 =× و 2-7000 , 

أورد مثالا لزمرة 6 وزمر جزئية ناظمية ۸...١,‏ بحيث تکون ...۷ (-6 
و (66< ۱۷:۱۲ حيث 1 ورغم ذلك فان 6 لا تساوي حاصل الضرب الباشر 
الداخلى للزمر الجزئية الناظمية ,لا,..., ۱۷ . 


۱۸۰ مواضیع قي اشير 


فى الع ان ۵ هی عبارة عن حاصل الضرب الباشر الداخلی للرمر الحزئية الناظمية 
...,,, لا إذا وفقط إذا كان : 
G=NN.-.N, )۱(‏ 
زب) N J= GL SIE‏ اكلا سا NN‏ 
5 اک ت زمره و أ... كازمر نامه جزثيه ٤‏ ¢ لاک أن 
(ك) ع 016 ...16م كا . لیکن 7/6/1 . برهن وجود تمائل من 6 إلى 
RV,‏ ا 
-١‏ لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية بحيث نحتوى على زمرة جزئية ,11و (»)2+,11 کا 
أن 3 محتواة في كل زمرة جزئية 11 . (11**)6 . أثبت أن 6 يجب أن تكون 
دورية . ماذا تستطيع أن تقول عن (0)6 ؟ 
۲ - لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية. آثبت باستخدام المسألة ۰۱۱ أن © متاثلة مع 
زمره جرئیه من حاصل الضرب الباشر لعدد منته من الزمر الدورية المنتهية . 
۳ - آورد مثالا على زمرة © منتهية وغبر إبدالية بحيث تحتوي 6 على زمرة جزئية ,14 › 
(0)جر1] كما أن ۲,1۷ لكل الزمر الجزئية ۰14 #0 6 . 
145 - آثبت أن آية زمرة رتبتها ”م م عدد أولي ما آنها دورية أوأنها متائلة مع حاصل 
الضرب الباشر لزمرتين دوريتين رتبه كل من م . 
6۵ - لتکن 06-۸<*۸ حيث ۸ زمرة دورية رتبتها م . م عدد أولى . ما هو عدد 
التاثلات الذاتية للزمرة 6 ؟ 
٦‏ - صف مركز الزمرة 6 » حيث ×...× 0-16 بدلالة مركز > لكل 1 . 
۷ - ادا كانت ×...× )=6 وکان 66ع . فصف . 
N(g) = {x€G|xg=gx}‏ . 
۸ - إذا كانت 6 زمرة منتهية وكانت ,,..., N‏ زمرًا جزئية ناظمية في © بحيث أن 
...بال 11 6 و (,)0...() o‏ (81)ه = (0)0 . فأثبت أن 6 هی عبارة عن 
حاصل الضرب الباشر للزمر الحزئية الناظمية 1,..., ۲( . 


نظرية الزمر ۱۸۱ 


(۲ - ۱4) الزمر الا بدالية المنتهية 

نختتم هذا الفصل بمناقشة ووصف لبنية الزمر الابدالية النتهیة . إن النتيجة 
التي سنتوصل إليها هي مبرهنة تقليدية مشهورة غالبا ما يشار الیها بالمبرهنة الأساسية 
للزمر الابدالية النتهية كا آنها نتيجة وافية تماما وذلك بسبب قطعیتها ىا أن من النادر 
جذا أن نحصل على نتيجة محكمة مثل هذه. وبهذه النتيجة یکشف النقاب عن بنية 
الزمر ال بدالیه النتهیه وبواسطتها تکون لدینا وسيلة لدراسة أية مسألة حول الزمر 
الإبدالية النتهية كا أن ها بعض النتائج الحسابية » فعلی سبیل الثال. إن أحد نتائجها 
هو ذلك الاحصاء الدفیق لعدد الزمر الابدالية غير التائله الوجودة من رتبة معينة . 


إن من الواجب أن نضیف هنا أن هذا الوصف للزمر الابدالية النتهية لیس بذلك 
القدر من العمومية ومع ذلك. فإننا نحصل على مبرهنة ذات نتائج ملموسة. وکا سنری 
في البند (۵-4) فإننا سنصف تماما جميع الزمر الابدالية الولدة بمجموعة منتهية من 
العناصر - إن هذا الوضع لن یغطی فقط حالة الزمر الابدالية النتهية ولکن أكثر من 
ذلك بکثر. 
الآن نذکر نص هذه المرهنة الأساسية : 


فيرفتة 38155ب 1) 

كل زمرة إبدالية منتهية هي حاصل ضرب مباشر لزمر دورية . 
الرهان 

إن الخطوة الأول هى تقليص المسألة إلى مسألة أسهل قليلا. لقد نوهنا فى البند 
السابق (أنظر مسألة ۵ بند ۱۳-۲) بان أية زمرة ]بدآلية منتهية هي عبارة عن حاصل 
الضرب الباشر لزمر سيلو الخرقية فیها. فإذا عرفا أن کل واحدة من زمر سیلو احزئية 
هي عبارة عن حاصل ضرب مباشر لزمر دورية فإننا نستطیم ضم هذه النتائج لزمر سيلو 
الجزئية مع بعضها لنجد أن 6 عبارة عن حاصل ضرب مباشر لزمر دورية وطذا فانه 
يكفى إثيات المرهنة للزمر الإإبدالية التي رتبها ”م » حيث م عدد أو 


A۲‏ مواضيع في ابر 


لذلك نفرض أن © زمرة إبدالية رتبتها "م . إن غايتنا هي إيجاد عناصر 
03 بحيث یمکن كتابة کل عنصر ۰6 بطريقة وحيدة على الصيغة 
Kaa a‏ . لاحظ أنه إذا كان هذا صحیحا وکانت رتبه کل من ,8,:...:2 هي 
او غل الم تیب یت قا < هقی لأ مسر 
3 ۲ (برهن دلك) . إن عدا يعطينا إشارة لخيفية الب بإيجاد العناصر ۸,. 
الى نحن بصدد البحث عنها. إن الطريقة المقترحة و فا هدا هی وی a‏ 
عنصر من أعلى رتبه في © . كيف نختار ,2؟ ا ادا | کانت ( )=4 زمرة حرئيه 
مولدة بالعنصر ,2 . عندئد فان سور إل عتضر من أعلى رتبة فى 6/4 فاذا ااا 
استغلال هذا لإيجاد ,2 الناسب وإذا كانت (,8)-,4 فان بة يصور إلى عنصر من 
رتبة أعلى في ,6/8 وهكذاء باستخدام هذا كدليل لنا نستطيع تركيز التفكير في 
الرهان . 


ليكن , عنصرا من 6 بحيث يكون من أعلى رتبة تمكنة هي "م. ولتكن 
(4=)4. الآن نختار رطا فی 6 بحيث تکون رتبة صورة رط (التي هي 
,8 ) کم ما يمكن في ,6/8 ولتكن ”م . لما كانت رتبة ,ط تقسم رتبة 
,طا » ولا كانت رتبة ,«عظمی لذا فإنه يجب أن يكون لدینا رمع ,م . لحي تحصل على 
الضرب الباشر للزمرتین ,4 و (,0) يجب علینا إثبات أن (ع00)0,(<6 ۸ وقد لا یکون هذا 
سوت سیت ۳ الب‌دني للعنصر را ولهذا قد نکون مجبرين على 
تکییف العنصر رط . لنفرض الآن أن )نمه > با آن 
وس أنه هو ۳۳ الأولى للعنصر رط التي تجعله يقع في ,۸ 
(وذلك وفقا لطريقة اختیارنا للعنصر رط ) فانه یکون لدینا ۶227 9۴ ولذلك فان 


۱۳1 2 ۱9 كريخ | قليف‎ ۱ 
(ai) ™ = (b2) = bE" = e 


وبالتای فان © = 7 ووا كانت رتة 8 هي "م » لذا فإنه يجب أن يكون لدينا 
۳ "م ولذلك فان :7۱ وهكذا وبتذكر ما هو العدد ايكون لدينا 


نظریه الزمر ۱۸۳ 


مج = اه = 0۳ . إن هذا يفيد بانه لذا كان ”70م = به 
فان = * 2۱ . إن العنصر رههو ذلك العنصر الذي نبحث عنه بالفعل . 
لتكن (,ه)<۸ . إننا ندعي أن )همه لانه إذا كان 
6 ولا كان رن د رد لذا فاننا نجد أن مع (طه) فتاه عليه فان ,96۸۵ . إن 
هذه العلاقة الأخيرة حتم أن یقسم ۳ العدد ) وذلك وفقا لاختیار ,9 . ولا كان 
= فإنه يجب أن يكون لدينا »-به أي أن (©)-رهماره . 


ونتقدم خطوة أخرى في برنامجنا الذي أوجزناه سابقا. ليكن 9,60 
بحيث يضور إلى عنصر ذي رتبة عظمی في ,0/۸۸ . فاذا كانت رتبة صورة ,ی 
,0/۸/۸۵ هی "مفاننا ندعی أن ,«کردکه . لماذا؟ 


استنادا إلى اعتیار تجد أن 64 0 . ولذلك بالشاکید أن 
A‏ > وهکذا فان رک,2 . 


ولا كان شامع (bT‏ لذا فان ۵۱۵72 - َك إنلثا تدعى أن | "م وآن 
. لات لماکان 9۳*6۸ فانتانجد 


الم 3 p2‏ اش 3 0۳ و و 
EE a =b, €A,‏ 


وهذا يفيد بأن ,€۸ له ومن ثم فان ۳ "مرإ *"م أي أن ین 0۳ كما أن 





فد وا الذلكفإة 8د إ2 جو وس ااي سمس آن 


j =m - _ 1-5 


(8) > ۸۵| | 6۸۰ وبالتالى فان مع «al?‏ أي آن بلا 3 

کو هو بو ,و ست bî” aii? ai2?‏ و لنفرض أن 
0 4 وت 2۸9 وأن (و3) = ممم . لاح ظ أن ةت 2 :ات ندعي أن 
(©) = ( و۸ ,۱)۸] و۵ لأنه إذاكان م۸,۸> وه فإن : ےھ ہے٤‏ (وط یھ د) 
وهذا یقتضی آن ۸۵ ,۸ > وط ولکن» عندئذ» )| "م وبالتالی فان لدینا © = وه وذلك 
لأنء = وه وبعبارة أخرى یکون لدینا(ع) ‏ (يى ,۱)۸) وى . 


۱۸4 مواضيع في الجبر 


قفالا سرغل هذا النحونحصل على زمر جزئیه دوریه 
( 8= م 595 , (ر2) ريش ب(3)- ۸ التي قا هی" 7.... دكي ال 996 
حيث ,0<...<رم< 1 بحيث تكون ,4....8 062-48 کا أنه لكل ايكون 


. AN(AA....A_ ) = (e) 


إن هذا يجعل لكل عنصر 66 تمثيلا وحيدًا على الصيغة ...=× 
حيث الل 6 ۵ ...26۸ 26۸ وبعبارة آخضری. تكون 6 هی حاصل 
الضرب الباشر للزمر الحزئية الدورية ,۸,,۵۸,,...,۵ . وبهذا ينتهي البرهان . 


لا كانت 6 زمرة إبدالية. رتنها ۳" حیث م عدد آولی» وکانت 
۰۰۸ رما لم -0 حيث کل من 4 زمرة دوريه رتیتها ر 211 ...2ت رلا 79 عنلئ 


يطلق على الأعداد الصحيحة ,,....,ة, لا متغيرات الزمرة © )ئاصمInvaria(‏ . 


إن جرد تسميتنا للأعداد الصحيحة أعلاه لا متغيرات الزمرة 6 لا يعنى على 
الاطلاق آن هذه هي فقط اللامتغیرات للزمرة 6 ۰ بمعنی آنة من المکن آن تتسب 
بجموعات مختلفة من اللامتغيرات إلى الزمرة 0 وستثبت حالا أن لا متغیرات © وحيدة 
اتف هخ کبس اة 


لاحظ آمرا اخر حول لا متغيرات 6 ذلك هو أنه إذا كانت ,۸×...× 6=۸ 
حيث ۸ زمرة دورية رتبتها "م » ... ,1,11 فعللثل )o(A,)...0(A)‏ خ)ه-(0)0 
لذلك تحد أن 


.۰ ع4 جوع kK n‏ 
وزج 


.۱0 عام 


نظرية الزمر ۱۸۵ 


وبالتای فان ...۱ 28-2 وبعبارة آخری ...ر1 1 تزودنا بتحزیء للعدد 2 
ولقد تطرقنا إلى هذا الفهوم سابقا عند دراستنا لفصول ترافق زمر التناظر. 

قبل دراسة وحدانية لا متغرات الزمرة 6 » نجب علینا أن نوضح أن العناصر 
,ه,....ره, والزمر الحزئية ,۸,,...,۵۸, ۸ المولدة هذه العناصر والتی وردت سابقا لتعطي 
تفریقا للزمرة 6 إلى حاصل الضرب الباشر للزمر الدورية ليست وحيدة. دعنا نوضح 
ذلك بالثال البسيط الاق . 


لتر (2,5,30,ع0-1 هی الزمرة الإبدالية التي رتبتها 4 » حيث = ط= 2ھ و 
ماسو عندئذ 6-۸8 حیث (۵)-۸ و (6)-8 هما الزمرتان الدوريتان التى رتبة 
كل من 2 » بيد أن لدینا تفريقا آخر للزمرة 6 إلى حاصل الضرب الباشر وهو 
6-08 ۰ حیث (20)<) ,(0)-8 وهکذا فانه حتی في هذه الزمرة ال رتبتها صغيرة 
جدًا نستطیم الحصول على تفريقين مختلفين لها کضرب مباشر لزمرتین دوریتین . إن 
(دعائنا - الذي سنثبته الآن ‏ هو أنه بین| تكون هذه الزمر ازئية الدورية غير وحيدة 
فإن رتبها. بخلاف ذلك , هي وحيدة . 


تعریف 

إذا كانت © زمم:ء إبدالية وكان 5 هو أي عدد صحيح فاا تف 
G(s) = 60 |x =e}‏ . 
وحيث إن 6 زمرة إبدالية لذا فإن من الواضح أن (6)5 زمرة جزئية من 6 . 


عمهیدیه )١-١٤-۲(‏ 
ادا كانت 6 ,'6 زمرتين إبداليتين متم‌ائلتین فإن (ء)6 ,(ء)'6 متم ائلتان ء 


لأي عدد صحيح ؟ . 


۱۸۹ مواضيع في الجبر 


الرهان 

لکد ب مان لا من ۵ عللی "ت . انناندعی أن ۵ يطبق (6)5 تماثليا على 
(5)'© . ولا تسه ان (0)06)5((0©')5 فادا كان (ئ)6٤×‏ فان 2۶-6 ولذلك 
فان ۵)6(<6-(۵00 ولکن (۵6-()۵. لذا فان ۵0-6 وبالتالي فان 
(5) 60۰ > (۵ آی أن (0)6)5((6')5 . 

ومن ناحية آخری. إذا كان (66')5 'نا فان ع-۳() » ولکن» بها أن + تطبیق 
عامر فان ()40- 'نا حيث 66لا وبالتالى فإننا نجد (95)+ع*(2)مع-"('ن) ع ولا كان م 
أحاديا لذلك يكون لدينا ©>-"لا وبالتالي فان (5) 960 . وهكذا فان ۵ يطبق (6)5 على 
(5)'© . وحيث إن م أحادي وغامر وهو تشاكل من (6)5 و (6/)5 لذلك فان (6)5 
و (6')5 مت‌انلتان . 


الآن ننتقل إلى التمهيدية الاتية : 


تمهيدية (۲-۱4-۲) 
لتكن 6 زمرة إبدالية رتبتها "م حيث معدد أولي ولنفرض أن 
,4×... ×4× 6=4 حيث كل من (4)= ۸ زمرة دورية» 1-1,2,..1رتبتها 
٩‏ 0<رو<...<رهد مه فإذا كان 1 عددا صحيحا بحيث أن << م 
X...XA,‏ هركا G(p”")=B X...XB‏ 
حيث ,8 زمرة دورية مولدة بالعنصر " "٣ه‏ ورتبتها هى "ملکل ۲>¡ كبا أن 
رنبه (”م)0) هی "ترحيث 
n‏ البو 
i=t+1‏ 
الرهان 
أولاء وقبل كل شیء. إننا ندعي أن ,4,..., ۸ جميعها محتواة في ("م)6 لأنه 


لما كان 0< م<...< ,وم وإذا كان 1+)<ز فان 


نظرية الزمر ۱۸۷ 


وس 


ع< 2۳-۷ ولذلك فان ۸ حيث 1+) ز محتواة في ("م)0 . 


ثانياء إذا كان !> فان <م ک| أن ا 1 7 ولذلك فان كل 
عنص من اأ "و ا9 فإن الزمرة ,8 التى يولدها هذا العنصر 
هی أيضا محتواة في Gp")‏ ولا كانت ,9,...,8,۵۸,,,....۵ جیعها محتواة في 
G(p”)‏ لذلك فان حاصل ضرما (الذی هو مباش لأن حاصل الضرب ,۸۸...۸ 
مباشر أيضا) يكون في ("”م)6 وبالتای فان ,۸ ...>„ 4× ۰8 8د("م)0. 


ومن نا حة اش إذا کان نا و G(p") ٤‏ ونظرا لآنه 
يحقق العلاقة ۳-6 لذا فإننا نضع ...۳۳-۵ سمو دين سيل 578 
الزمر الحزئية کو میاشر وهذا فإننا نحصل على 8= 6 0 


وهكذا فان رتبة هوالت هی "ممجب أن تقسم "م۸ حيث 1,2,....6-] 
فإذا كانت 1+)2: فان هذا يكون صحيحا من تلقاء دانه مها كان اختیار 
۸ ۸ أن ...2n‏ 2 11211 وهلا فان م| م 12+1 . ومح دک فإئنا 


5 +۱" k 
عسل من أجل و کون ۱۸0" وف ۸| موبالتالي تخد أن‎ 
في اس ند عير‎ ١ امه =۸ حیث لا عدد م ما . وبالتعويض عن لکل‎ 


8 - ا ل أو 


pm 5 .‏ 
A‏ اع+ ,یز )اج به ؟ 


5-23 رت‎ 
| ۳ + [ k 


x€B X...XB XA X...XA, إن هذا يعني أن‎ 


الآنء لما كانت رتبة 8هى ۳ لکل :ولا كانت "م-(۸)وایضا لا كانت 
...كا شلا 85كا... كا 8-("م)0 . لذا فان 
)....o(A,)‏ , ذ)م( o(6(p"))=0o(B,)o(B,)...o0(B‏ 


= وم‎ PTP ep 


ا من المرات 


۱۸۸ مواضيع في ابر 


فإدا كانت "2<(("م)0)ه فان 


k 
u=mt+t ۳ 
i=t+1 


وهدا يتم برهان التمهيدية . 


نسحه4 


اع. نا 


ادا كانت 0 5) وروت ف التمهيدية السابقه فان "م<((0 0006 . 


الرهان 

بتطبيق التمهيدية السابقة وذلك عندما 5-1 وعندئذ !-) ومن ثم فان 
1 -1.1-نا وبناء عليه نجد أن “*م-((م)0)6 . 

إن لدينا الآن المعلومات اللازمة لاثبات وحدانية اللامتغيرات للزمرة الإبدالية 
التي رتبتها "م . 


مبرهنة (۲ - ۱٤‏ - ۲) 
تكون الزمرتان إلابداليتان من الرتبة ”م متائلتين إذا وفقط إذا كان هيا نفس 
اللامتغيرات . وبعبارة آخری, إذا كانت رتبة كل من الزمرتين إلا بداليتين هي ”«وكانت 
دكا ...كا ,6=4 » حيث کل من ۸زمرة دورية رتبتها "مئئ أن 0> 2۳ ...2 ردح 7 وإذا 
كات ۳94368 حيك كل عن ا#الزسية فورنة رها نكا أن 
0<رتا<...<رنا<رط » فإن © و 6 مناثلتان إذا وفقط إذا كان :<۲ و طح م 


و 


البرهان 
إن برهان آحد اتجاهى الميرهنة بسیط جذا ذلك هو أنه إذا كان للزمرتين 

6 و '0 نفس اللامتغيرات فإنهما متمائلتان لأنه عندئذ يهكا... لاه -6 . حيث (3)- ۸ 

زمرة دورية رتبتها "م كا أن )6'=8×...×8 حيث (/6)-/8 زمرة دورية رتبتها "م ثم 


أرسل 6 على '6 بواسطة التطبيق 
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“(0).. 007 دكهة.. (a: j‏ 
سند للقاریء اله لتحقق من أن ۾ هو بالفعل . تمائل من 6 على 0 


ولرهان الانجاه المعاكسء لنفرض ذلا... > 6-۸ وأن /8/...18-*6 ع 
حيث ,۸و 8 کا وردتا اعلاه. کا أنهها زمرتان دوريتان مولدتان بالعنصرين 
دو 'طورتبتاها "مو "م» 1<0<...<,< 1 و0<رط<<... رطع رط ونريد إثبات 
أنه إذا كانت 6 و '6 مت‌ائلتین فان 5-ا و ط= «لكل 1 . 


لنفرض الآن أن 6 و "0 مت‌ائلتان» عندئذ. استنادا إلى تهيدية (۲ -۱-۱6) 
فان (”م)6 و ("م)"6 يجب أن تکونا متعائلتین لأي عدد صحیح 20 . ولذلك يجب 
أن تتساوی رتبتاهما . لنری الآن ماذا يحدث. فى الحالة الخاصة, عندما 5-1 . أي ما 
هی العلومات التي یمکن الحصول علیها عندما ((م)/0)6-((0)6)5 . استنادا إلى 
نتيجة التمهيدية (۲ - ۱6 -۲) نجد أن "م-((م)0)هو *م-((م)6)هلذلك فان *مع“م 
ومن ثم فان ۲-4 . وبالتالي فإننا نعرف» على الأقل» أن عدد اللامتغيرات للزمرتین 6 
و "ت) هو نفسه . 


لنفرض الآن أن ,#1 ١‏ وذلك لعدد ما ز ولیکن ؛ هو أول الأعداد ذالتى یکون من 
اجلها ۰ . هنا یمکن أن نفرض أن ,۸<1 . لیکن ۸=" ولنعتر الزمرتین اطزئیتین 
|x€6G}‏ )۲12و (60 ۱ "('»))- من 6 و '0 على الترتيب . 


إن ۲۲ ,۲۲ متائلتان وذلك لآن 6 ,0 كذلك . ندرس الان لامتغيرات ۲,۲۱ . نا 
كانت 6=4×...×4 » حيث (4)= ۸ زمرة دورية رتبتها "م فإننا نجد أن 
H=C X...XCX...XC‏ 
حيث ( (a7‏ كد زفرة دورية زتيعتها ' ۲ خضم للشرط 
<< وهکدا فان لا متغيرات 11 هي 10 ,...,10 ,۳1۳ 
ک| أن عددها هو ۲ » TZ‏ . 
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أيضا لا كانت 6'=8/×...×8» حیث (/0)-/8 زمرة دورية رتبتها 
"مء لذا فإننا نجد أن ,_ :...*/11-0حیث (0۳))-/۳ زمرة دورية رتبتها 


. 
وبالتالی فان لا متغرات 7 هي hı —m,h,—m,..., n,m”‏ ک) آن عددها هو 1-] . 


ولکن ۸ و 11 مت‌ائلتان» وکا رأينا أعلاه. فانه لابد أن يكون شا العدد نفسه 
من اللامتغيرات. وهکذا فان افتراضنا بأن < لعدد ما ا¡ قادنا إلى اختلاف في عدد 


یتضح لنا وذلك كنتيجة مباشرة من المبرهنة الاخبرة أنه یمکن تفریق الزمرة 
الإبدالية التي رتبتها "مودلك بطريقة وحيدة - کحاصل ضرب مباشر لزمر جزئية دورية 
(إن القصود هنا هو وحدانية رتب الزمر الحزئية الدورية فقط) ولذلك فإن اللامتغیرات 
هي. بالفعل. لا متغيرات الزمرة 6 كما نها تعين 6 اما . 


إذا كانت 8,<0<...<ره< م وکان ,«+...+رم+,«عه هو أى تیزیء 
للعدد 0 فإنناء» عندئذ» نستطيع وبسهولة تكوين الزمرة الإبدالية التي رتبتها "موالتي 
تكون لا متغيراتها هی 0,<...20,<0<, ولإنجاز هذاء لتكن ,4 هى الزمرة الدورية 
التي رتبتها "م ولتكن ,6=4,×...×4 كحاصل الضرب الباشر الخارجي للزمر 
بك.....رث . عندئذ فان لا متغيرات الزمرة 6 هی 0< 8<...<ره< « وذلك استنادا إلى 
تعريفها. وأخيرا إذا كان هناك تجزيئان ختلفان للعدد « فإنه ينشأ عن ذلك زمرتان 
إبد اليتان غير متائلتین رتبة كل منهیا "م . إن هذا يتضح من مبرهنة )۲-۱٤-۲(‏ ومن ثم 
يكون لدینا المرهنة الآتية . 


ميرهئة (۲- ۲-۱) 
إن عدد الزمر إلابدالية غير ا متياثلة والتي رتبة کل منبا "م » حيث معدد أولي» 
يساوي عدد نجزيئات العدد ١‏ . 


نظرية الزمر 5 


إن نتيجة المبرهنة (۳-۱4-۲) لا تعتمد على العدد الأولى م » بل نها تعتمد فقط 
على العدد ه ولذلك. وعلى سبيل المثال. فان عدد الزمر الابدالية غير التائلة والتى رتبة 
کل منها "2 هو نفسه ذلك العدد لتلك الزمر التي رتبة كل منها “3أو "5 . . الخ . ۱ 
ولا كان یوجد 5 جزیثات للعدد 4 هی : 
1[+1+14+1 ,2+1+1 ,2-۳2 ,31 ,4-4 
لذلك فإنه يوجد 5 زمرا إبدالية غير متائلة رتبة كل منها "م » لاي عدد أولى م . 


وحيث إن أية زمرة إبدالية منتهية هي عبارة عن حاصل الضرب الباشر لزمر سيلو 
الجزئية فيها وحيث إن أي زمرتين إبداليتين تكونان متائلتین إذا وفقط إذا كانت زمر سيلو 
الجزئية فيهما متمائلات لهذا تكون لدينا النتيجة الآتية . 


i 


إن عدد الزمر إلا بدالية غير لمتبائلة التي رتبة كل منها هي 7م...۰ حيث 
م أعداد أولية ختلفة 0< هو (به)م...(يه)م(,»ه)م حيث (ن)م هو عدد تجزيئات 
العلد نا . 


مسائل 

۱- ادا كانت 6 زمرة إبدالية رتيتها "م . م عدد أولى وكانت لاح . . . 2 1,211 هي ۷ 
متغيرات الزمرة 6 فأثبت أن الرتبة العظمى لأي عنصر في © هی "م . 

۲- إذا کانت 6 زمرة وکانت ,۸...., ۸ زمرا ج تایه هن © بحيث إن 
(۸,۱)۸,۵,...۸,_,(<60 لكل ¡ . فاثبت أن 6 هی حاصل الضرب الباشر 
لسك . ...له إذا کانت ۸... ,۸ 6-۸ . | 

۳- باستخدام مبرهنة (۰)۱-۱4-۲ أثبت أنه إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية تحتوى 

ظ على زمرتين جزئيتين رتبتاهما 10 وه فإنها تحتوي على زمرة جزئية رتبتها. على الأقل, 
هي المضاعف المشترك للعددین ‏ ود . 
4- صف جميع الزمر الابدالية المنتهية التي رتمتها 


(1) 2(ب) 116 (ج) 7(د) *2*.3 


۱۹۲ مواضيع في احبر 


۵ - وضح كيف محصل على جميع الزمر الا بدالية التي رتبة کل منها 2*.3*.5 

5 - إذا كانت 6 زمرة ابدالية رتبتها "وک انت لا متغراتباهي 
0 .217,2۰۰ 1 وکانت 11 زمرة جزئية من 6 و (۲1#)0 . فات أنه إذا 
کانت 0 < , 2...< 1 < :15 هی لا متغضیرات ۲ فان ۰1<5 کماآأنه 
لكل ١‏ يكوق :0 > ,9 حبك هي 7 
إذا كانت 6 زمرة إبدالية وكانت 6 هی مجموعة كل التشاكلات من الزمرة 6 إلى 
مجموعة الأعداد المركبة غير الصفرية بالنسبة لعملية الضرب وإذا كان 66,ض, م 
فإننا نعرف,4,.0ى) یل (4,)8(0,)8-(0,()8. )١‏ لكل 66ع. 

۷- اثبت آن 8 زمرة ٍبدالية بالنسبة للعملية اللمرفة. 

۸- إذا كان 466 وکانت 6 منتهية . فاثبت أن (ع)۵ هو جذر وحدة لكل 0و . 

9 - إذا كانت 6 زمرة دورية منتهية . فأثبت أن 6 دورية وأن (0)0(<0)6 ومن ثم فإن 
6 متائلتان . 

۰ - إذا كان ,عع» حيث رع » بع عنصران من زمرة إبدالية منتهية 6 . فاثبت أنه 

يوجد 0606 بحيث يكون (,۵)2(#۶۵)8 . 

۱ - إذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية . فأثبت أن (0)0-(0)6 وأن 6 متعائلة مع 6 . 

۲ - إذاكان 60 و #1ه حيث © زمرة إبذالية . فاشت أن 2080-4 . 

مسائل إضافية 

لا يوجد علاقة بين ترتيب هذه المسائل وبين ترتيب البنود في هذا الفصل وذلك 
فيا يتعلق بحلول المسائل . كا أنه لم يرد أي تلميح إلى صعوبة أية مسألة . 
9-1١غ‏ إذا کانت 6 زمرة ابدالية منتهية عخاضيها ۸....,۵ . فاثبت ١‏ ا ق 
عنصر مربعه هو العنصر الحاید . 
(ب) في الفقرة (ا) إذا كانت 6 لا حتوي على أي عنصر رتبته تساوي 2 أو أكثر 
من عنصر واحد رتبته تساوی 2 . فاثت أن €= 8... ,8۵ . 
(ج) اذا کانت 6 تحضوي عل عضر نامت چ رتبته تساوي 2 . فاثبت 
ی لات ...28 . 


نظرية الزمر ۱۹۳ 


(د) (مبرهنة ویلسون ۱۷۷/108 ) اذا كان م عددا اولياء فانتت ال 
(mod p)‏ 1-<!(1-) . 
۲- إذا كان م عددا أوليا فردیا واذا كان 


حيث 3 ,ظط عددان صحیحان . فأئبت أن 8م وإذا كان 3<م فاشت أن 2|8م . 
۳ إذا كان معدذا أوليا فرديا و (م 320)1000 فإنه يقال عن العدد 2 انه راسب تر بيعي 
)Quadratic residue)‏ للعدد م ادا کان یوجد عدد صحيح # پت يكون 
(م 3)5200- × . برهن ما يل : 
(!) إن الرواسب التربيعية للعدد م تكون زمرة جزئية ۵ من زمرة الأعداد 
الصحيحة غير الصفرية قياس م وذلك بالنسبة لعملية الضرب . 


[ ب 
(ب) ( =(0)0 





(ج) ادا کان 060 وکان 20 (2 يدعى غير راسب ۲6510۲۶ 000) فان 00 غير 
زاشس: 
(د) إذا كان کل من ",۹ غیر راسب فإن ,۵,«راسب تربيعي . 
(ه) ادا كان راسبا تر بيعيا للعدد م . فان (م 2+1)200- 5 
5 - أثبت أنه يوجد في مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م » حيث معدد أولي. حلول 
عددها على الأكثر هوه للمعادلة (م 1)000< ۶ وذلك لكل عدد صحيح 7 . 
۵ - أثبت أن مجموعة الأعداد الصحيحة غير الصفرية قياس مهى زمرة دورية بالنسبة 
لعملية الضرب وذلك عندما یکون م عددا أوليا. ۱ 
5 - آورد مثالا لزمرة غير |بدالية یکون فیها ”وآ×=”(و×) وذلك میم العناصر ل, . 
۷- اذا كانت 6 زمرة إبدالية منتهية . فاشت أن عدد حلول المعادلة -": في 6 » حيث 
(210)60 ۰ هو مضاعف للعدد 0 . 
۸- آثبت ما ورد فى السألة (۷) ولکن بدون أن نفرض أن © إبدالية . 
4 - آوجد التائلات الذاتية لزمری التناظر ,5,,5من الدرجتین 3 و4على الترتيب . 


1۹٤ 


مواضيع في اجحبر 


يقال إن الزمرة © قابلة للحسل (50/۷29) إذا كان يوجد زمر جزئية 


. ادراط- 0 بحيث تكون ۷ناظمیه في ,۷و ۷,۸۷ |بدالیه‎ 21۷, 2...2(۷ =)e( 


1غ 1ب 


FT 


_ (0 


برهن غل آن الزمرة الحزئية من زمرة قابلة للحل وكذلك الصورة التشاكلية لزمرة 
قابلة للحل يجب أن تکونا قابلتین للحل . 
إذا كانت 6 زمرة و زمرة جزئية ناظمية في 6 . بحیث إن كلا من 0 
و /) قابلة للحل . فأثبت أن 6 قابلة للحل . 
إذا كانت 6 زمرة وکانت ۸ زمرة جزئية من 6 ولا زمرة جزئية ناظمية في 6 . 
فأثبت أنه إذا كانت كل من ۸ ولا قابلة للحل فان ۸١‏ قابلة للحل کذلك . 
لنفرض أن 6 زمرة ولنعرف التتابعة “6 من الزمر الحزئية في 0 كما يلى : 
(۱) "6 هي زمرة المبدلات الجزئية في © . أي الزمرة الجزئية فى 6 المولدة 
بجميع العناصر '-6'-8طهحيث 3,560 . ظ 
(ب) "0هى زمرة المبدلات اخزئية في 00 عندما 1<1 . برهن ما يل : 
)١١‏ ازس رة ناظمية ى 6ا لكل 1 , | 
(۲) 6 قابلة للحل ادا وفقط إذا كانت (ع)="“(6) وذلك لعدد ما مء 1< . 
برهن على أن الزمرة القابلة للحل تحتوي دائا على زمرة جزئية ناظمية 
إبدالية 0/4 و (6) +184 . 
لنفرض أن 6 زمرة ولنعرف المتتابعة »6 من الزمر الجزئية في 6 كما يلى : 
(۱) ,مت هی زمرة البدلات الحرئية في 6 . 
(ب) ,نا هي الزمرة الجزئية من 6 المولدة بجميع العناصر 0 ۸08 
94 
يقال إن الزمرة 6 معدومة القوی (6«0امماذ) إذا كان (ع), 6 وذلك 
لعدد ما ۷ k<1‏ . 
(۱) آثبت أن 6 زمرة جزئية ناظمية في 6 لكل ا كا أن “6,26 . 
(ب) إذا كانت 6 معدومة القوی . فاثبت آنبا يجب أن تکون قابلة للحل . 
(ج) آورد مثالا لزمرة قابلة للحل لکنها ليست معدومة القوی . 


حيث )36 


نرية ا ۱۹۵ 


= آثیت أن أبة رمره جزئیه من زمره معدومه القوى هى معدومة القوى كذلك . وأن 
أية صورة تشاكلية لزمرة معدومة القوى هى معدومة القوى كذلك . 
۷ - أثبت أن أية صورة تشاكلية لا تساوي (ء) لزمرة معدومة القوى تحتوی على مركز 


غير تافه . 
1۸ - ١غ(‏ اثبت أن أية زمرة رتبتها "مز معدد أولى. يجب أن تكون معدومة القوى . 


(ب) إذا كانت 6 معدومة القوى وكانت 11 زمرة جزئية من © بحيث 
أن 11+20 . فأثبت أن N(H)#H‏ حي إن N(H)={x€ 6 |xHx7'=H}‏ . 
4 - إذا كانت 6 زمرة منتهية . فأثبت أن 6 تكون معدومة القوى إذا وفقط إذا كانت 
6 هي حاصل الضرب الباشر لزمر سيلو الجزئية فيها. 
۰- لنفرض أن 6 زمرة منتهية ولا زمرة جزئية من 6 . ولنعرف على 6 العلاقة 
الاتية «ذا كانت 8,۸ زمرتنین جزئشين فان ۸ ترافق 8 نسبه إل ۲7 إذا 
كانت ۵۸۲ "مد 2611 . 
برهن على ما یی : 
(۱) إن هذه العلافه هی علاقة تكافؤ على مجموعة الزمر الحزئية في 6 
(ب) إن عدد الزمر الجزئية في 6 المرافقة للزمرة الحزثية ۸ نسبة إلى 14 يساوي 
دليل N(A)NH‏ في H‏ ۱ 
۱ - (۱) ادا كانت 6 زمرة منتهية وكانت ۶ هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م . 
فاشت أن 5 هي زمرة سيلو الحزئية الوحيدة من نوع م في (2)5 . 
(ب) إذا كانت ۴ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع في 6 وکان 6- ”2 » فعندئذ 
(دا كان (2617)۳ فأثبت أن ه يجب أن یکون فى م . 
(ج) آشت أن N(N(P))=N(P)‏ . 
۲ - (۱) إذا كانت 6 زمرة منتهية و هي زمرة سيلو الحزئية من نوع م في 6 . 
فاثبت أن عدد الزمر الحزئية الرافقة للزمرة الجزئية 2 في 6 لیس مضاعفا 
للعدد م . 
(ب) بتجزیء فصل ترافق الزمرة الحزئية ۴ وذلك باستعمال الترافق نسبة إلى ۴ . 
برهن على أن فصل ترافق ۲ يحتوي على زمر جزئية مختلفة عددها 


۱۹1 مواضيع في ابر 


+1 . (ارشاد: استخدم فقرة (ب) من مسألة (۲۰) ومسألة (۲۱). 
لاحظ أن هذا مع مسألة (۲6) یزودنا ببرهان بدیل لمرهنة (۳-۱۲-۷) 
والجزء الثالث من مبرهنة سيلو) . 
۲۳- (۱) ادا كانت ۴ هي زمرة سيلو الجزئية من نوع م في 6 وكانت 8 زمرة جزئية 
من 6 رتبتها "م وکانت 8 ليست محتواة في إحدى مرافقات ۳ . فأثبت أن 
عدد مرافقات ۳ في © هو مضاعف للعدد م . 
(ب) باستخدام فقرة (أ) ومسألة (77). أثبت أن 8 يجب أن تكون محتواة في 
إحدى مرافقات 2 . 
(ج) برهن على أن أي زمرتين جزئيتين من زمر سيلو من نوع في 6 يجب أن 
تکونا مترافقتين في 6 (إن هذا برهان اخر لمبرهنة (۲-۱۲-۲) والجزء الثاني 
من مبرهنة سیلو) . 
6 - ضم السألتین (۰)۲۲ (۲۳) لتحصل على برهان آخر لجميع أجزاء مبرهنة 
۵ - باستخدام النتائج التي حصلنا علیها في هذا الفصل . أثبت أن أية زمرة رتبتها 
اض e‏ سل ی 
غير تافهة وذلك بمناقشتك لكل حالة على انفراد. 
5 - باستخدام نتيجة المسألة (۲۵). آثبت أن أية زمرة رتبتها أقل من 60 قابلة للحل . 
۷- الست: أن المعادلة ' 2-+«هة: قابلة للحل بالنسبة إلى × فى الزمرة 6 إذا وفقط إذا 
كان ه مکعبا لعنصر ما فی 6 . 
۸ - برهن على أن (123) ليس مکعبا لاي عنصر في 5 . 
تیک أن طا=«×ه× قابلة للحل بالنسبة إلى × في 6 إذا وفقط إذا كان 5ه مربعا 
لعنصر ما نی 6 . 
۰- إذا كانت 6 زمرة وکانت رتبة العنصر 266 منتهية وکان عدد العناصر الرافقة 
للعنصر 2 في 6 منته أيضا . فاثبت مرافقات العنصر 2 تولد زمرة جزئية ناظمية 
منتهية ی 6 . 


نظرية الزمر ۱۹۷ 


کے الت ت أن أية زمرة لا یمکن کتابتها عل هيثة اتحاد عناصر زمرتین جزئیتین فعلیتن 
فيها. 

۷ ألبت أن آبة زمرة © هي احاد ثلاث زمر جزئية فعلية فيها إذا وفقط إذا كانت 
للزمرة 6 صورة تشاكلية هی زمرة غير دورية رتبتها 4 . 

۳۳ ليكن م عددا أوليا و,2هي مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م 
بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب قياس م . ولتكن 6 هي الزمرة 
رش 3,0,2 20-0621 ولتكن 

((- ).9 )= ولتکن °/6=(م,L۴)2‏ . 
(۱) آوجد رتبة (۳)2,۵] 
(ب) برهن على أن (م,1۴)2) زمرة بسيطة وذلك إذا كان 5<م . 

و چ ان ۸-(2,5), ]۰1 حیث ,۸ هی زمرة التناوب من الدرجة 5 . 

۳١ #‏ لتكن (6=1۴)2,7 . استنادا إلى مسألة (۳۳) فان 6 زمرة بسيطة رتبتها 168 . 
عين ماما كم عدد زمر سيلو الحزئية من نوع ۰2 نوع 3 نوع في © . 
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نظرية الحلقات 
© تعاريف وأمثلة على الحلقات ©» بعض الأصناف 
الخاصة من الحلقات ه التشاكلات م المثاليات 
والحلقات الخارجة © مزيد من المثاليات والحلقات 
الخارجة ه حقل خوارج القسمة للحلقة التامة 
و الحلقات الإقليدية ه حلقة إقليدية خاصة 
و حلقات كثيرات الحدود © كثيرات الحدود على 
حقل الأعداد النسبية ه حلقات کثرات الحدود 
على الحلقات الا بدالية 


(۱-۳) تعاريف وأمثلة على الحلقات 

كما بينا في الفصل الثاني. هناك بعض النظم الجيرية التي تعتبر حجر الأساس 
لموضوع يدعى اليوم بالجبر الحديث . في هذه المرحلة من تطور دراستنا نکون قد تعلمنا 
بعض الشىء عن واحد من هذه النظم ألا وهی الزمر. 

وق هذا الفصل سندرس نظامّا آخر هو امحلقات . کا عرفنا سابقّا فان الفکرة 
الجردة للزمرة یرجم أصلها إلى مجموعة تطبیقات أو تبدیلات عناصر مجموعة . وبالقارنة 
فان امحلقات تنبثق من مصدر آخر آکثر الذة لنا هو مجموعة الأعداد الصحيحة . 

كما سنری فان احلقات مصممة لتکون حالة عامة للاوجه الجيرية للاعداد 
الصحيحة العتادة . سیتضح لنا في الفقرة القادمة أن الحلقة تختلف اما عن الزمرة في 
آنها نظام ذو عملیتین هما عملیتا الجمع والضرب . وبالرغم من ذلك فان دراستنا 


۹۹ 


۳۰۰ مواضيع قي الجر 


زا ارس ستتبء نفس النمط الذي اتبعناه ٤‏ الزمر فستحتاج لما يقابل التشاكل ‏ الزمر 
الحزئية الناظمية والزمر الخارجة الخ ۹ 


ومع الخبرة التي اكتسبناها أثناء دراستنا للزمر سنتمكن من تقديم التعاريف 
الضرورية مع مبرهنات منتهين ببرهنة نتائج مشوقة ومهمة حول مواضيع رياضية ألمناها 
من قبل . وكي نضرب مثلا على ذلك سنبرهن لاحقا في هذا الكتاب وباستعمال المادة 
المعطاة هنا بأنه من المستحيل تقسيم زاوية مقدارها ۱۰" إلى ثلاثة أقسام متساوية 
باستعمال المسطرة والفرجار فقط . 


تعريف 
تسمی المجموعة غير الخالية ۴۸ حلقة نجميعية (ووند )associative‏ إذا كان 

بإلامكان تعريف عمليتين على ۸ نرمز لها ب + و . على الترتيب بحيث أنه جميع 

العناصر ©,ط,2 ی 1 : 

| 2+0 یکون ی R‏ 

b+a=a+tb _ ۳ 

a+(b+c)=(a+tb)+ce _ ۳ 

) ۸ فی‎ a يوجد عنصر 0 في ۸ بحيث أن 2-2+0 رلکل عنصر‎ - ٤ 

4 - يوجد عنصر 2- ف ۸ بحيث 8+(2-)-0 

7 - 2.9 يكون ى 1 

(a.b).c=a.(b.c) - ۷ 

۸ - (+ط).وحء.ه+ 2.0 و5 .»+20.۵ (9+۵) (فانونا التو زیع) . 

ف السلات من ۱ ال ه تنص غل أن 8R‏ زمرة ابدالية بالنسية ال العملية + 
والتي ندعوها الجمع . 

ه السلیات 5 إلى ۷ تبین أن ۸ مجموعة مغلقة بالنسبة إلى العملية التجميعية. والتی 
نسمیها الضرب . ۱ 

. 18 آما السلمة ۸ فتعمل على ربط تلك العملیتین العرفتین على‎ ٠ 


نظرية الحلقات ۳۰۱ 


عندما نتحدث عن الحلقات فاننا نعنی الحلقات التجميعية, آما احلقات غير 
لتجميعية أي امحلقات التي لا تحقق السلمة رقم ۷ فإنها تدرس في الریاضیات ولکننا 
ان تفس افق تي 


a=1.a=a.1‏ لجميع العناصر ه في R‏ وفي حالة وجود مثل هذا العنصر تطلق 
على ۸ حلقة تعنص الوحدة (ring with unit element)‏ . 


إذا كانت عملية الضرب في ۸ حمق 0.۸ لجميع 0 في ۴ تسمى 5 حلقة 


. (commutative ring) إبدالية‎ 


قبل أن نستمر في التعرف على بعض خواص الحلقات. نتوقف لاستعراض 
بعض الأمثلة والى من خلاغا سوف نعرف آنواعا فة ومهمة من احلقات . 


مثال (۱-۱-۳) 

لتکن +1 هي مجموعة الأعداد الصحيحة (۱0162675) الموجبة والسالبة والصض + 
هی عملية الجمع الا عتيادية و. هي عملية الضرب المألوفة للاعداد الصحيحة. 
عندئد 8 هى حلقة إبدالية بعنصر وحدة. 


مثال (۲-۱-۳) 

لتكن 8 هی مجموعة الاعداد الصحيحة الزوجية (0168675: 6۷60) بالنسة 
لعملیخ ۱ الجمع والضرب الا عتیادیتن . عندئذ ۸ هی حلقه ابدالية ولکن بدود عنصر 
وحدة ۲ 


مثال (۲-۱-۳) 
لتکن ۸ هی مجمبعة الاعداد التسبية :ا ملة لمنطقة) (rational numbers)‏ 
بالنسبة لعمليي الجمع والضرب الاعتیادیتین. عندئذ ۸ هی حلقة إبدالية بعنصر 


۳۷ 


مواضیع في ابر 


وحده . ولكن بالإضافة إلى ذللق لاحظ أن عناصر 2 المختلفة عن الصفر تکون زمره 
ابدالية بالنسبة لعملية الضرب . الحلقة التى تحقق هذه الخاصة الانفة الذکر تسمی 
حقلا (field)‏ , 


فثال ( 3-1-۲) 
لتكن © مجموعة الأعداد الصحيحة قياس 7 (7 ۱04 18168655) بالنسبة لعمليتى 


جر سے اك t2‏ .چ mw‏ 


65435210 نت ان 


25 


1ت 


k=j+1‏ حيث ۲ هو بافى فسمةه ن+ز عند تقسيمة عل 7 (مثالا عل ذلك 
2-54 لأن 9-5+4 والذی عند تقسيمه على 7 يكون باقى القسمة 2). 


7-1 حيث 7 هو باقى قسمة نز عند تقسيمه على 7 (وبالتالل فان 
1-5 لأن 15-3.5 وبافی قسمته على 7 هو 1). 


على الطالب أن یتحقق من أن 1 هي حلقة إبدالية بعنصر وحدة. بل یمکننا 


لذلك فان عناصر ۸ غير الساوية للصفر تکون زمرة [بدالية بالنسبة لعملية الضرب 


وبالتالي فان ۴ هي حقل. وبا أنه يحوي على عدد منته من العناصر لذلك یسمی 
حقلا منتهیا (15614 (finite‏ 


مثال (۵-۱-۳) 
لتكن 3 هي يجموعة الأعداد الصحيحة قياس 6 بالنسبة لعمليتي الجمع 


والضرب قیاس 6 . إذا رمزنا لعناصر £ بالرموز 0,1,...,5 یمکننا أن نلاحظ أن 


نظرية احلقات ۳ ۲ 


R‏ أن يكون .0-2 دون أن يكون 2-0 أو 0-0 . إن هذا لا یمکن أن حدث فى الحقل 
(أنظر مسألة ١‏ في نهاية بند ۰)۲-۳ ولذلك فمن المؤكد أن ۸ فى هذا المثال ليست حقالً. 


حلقة غير إبدالية . 


ریب 


0 6 FOE, ; FOE FOE ار‎ 


حيث ال إن جميع :0 هي آعداد تة (منطقة) كا أن 


2= Be, ( ١ ۱ 


2 


08+ 28, = 2, (4+), (0 


21ر١‏ 1 ,۱ اعل۱ 


( 3 Oj ij} 2 Bie جر‎ Dei (۳) 


ادر احز | 


2 
ررر 0 وت ,2 fi‏ 
[ =+ 


عملية الضرب هذه تبدو لأول وهلة معقدة . ولکنها مبنية على قواعد بسيطة نسبيًا 
وبالتحدید إنك تضرب ,2 ف 6( شک وذلك بضر ب الحدود بعضها ببعص 


۲۰ مواضيع في الجبر 


عندما )زو عع e.۴‏ (طبعا آولئك القراء لذیره سبق 1۳ ساب بعض مواضیع يم ار 
الخطى سيعرفون هذا المثال على أنه حلقة جميع الصفوفات من النوع 2*2 


على حقل الأعداد النسبیة) . 
لتوو 2 عملية الضرب . . کن بر يرعت ع2 و 36 رت 
عندئد 


a.b= (€, 1 REE : (e +36 (رر‎ 


مع عم —e‏ ع. +3e‏ برعم 8ع 


۱1 ۱3 مر إلى‎ 21 12 
Fe ۵ 36 دی‎ 6 
ء0+3-‎  -=0—- 3e +e ۳0 


5 2€ رل e‏ اس 6 
لاحظ أن ن نينا 0<-.ع.رء . لدلك فان عملية الضرب 5 


۸ ليست إبدالية . كذلك من الممكن أن تكون 8-0.ن مع أن ۷۶0 و 0ن . 


عل الطالب آن يسحقق من آن اس حلقة حفا. وهی تدعی حاقة الصقوفات 
النسبية من نوع 2*2 . وسوف تحتل هذه الحلقة حیزا غير قلیل ما سوف يأتي من هذا 


الكتاب . 

مثال (۷-۱-۳) 

لتك 0 جموعة کل الرموز )8 ۰) حيث ۵ ب» أعداد حشقبه تعرف المساواة 
(a,B) = )۷,۵( (1)‏ 


إذا وإذا فقط إذا كان += و۵۵ 

في © نعرف عملية احمع بالطريقة التالية : لتكن (6,»)=× و (۲,6) =۷ عندئذ 

)2( (ة +6 ب ») ع (ة, )+ (6,»)- نالعز 

لاحظ أن ۷+ موجود في © . تؤكد هنا أن © هی زمرة ابدالية بالنسبة لهده العملية 
عنصرها المحايد هو (0,0) و(8-,»-) هو المعكوس الجمعي للعنصر (0,۵) . 


نظرية الحلقات ۵ + ۲ 


والآن وبعد أن زودنا © بعملية جمع فإننا نحتاج إلى عملية ضرب لنجعل منها 
حلقة. وتحقق ذلك بالتعريف التالي : ليكن (6.») >6 و (۲,۵)-۷ عنصرين فی © 


عون کل ۰ 

)3( (61 + 8 »ه, ؤم - بن ) > (6:۵(۰)۲,۵)< 2۰۷ 
لاحظ أن ۲ Y=‏ 

كذلك 


.)1,0( = )1,0( . X= X 
. © لذا فإن (1,0) هو عنصر الوحدة في‎ 


ومرة أخرى نلاحظ أن ©4ل9.< . كذلك إذا كان (0,0) عد (86,»)- × فانه 
نظرا لكون |0 عددين حقيقيين غير مساويين للصفر فان 02+80 


وهکذا فان 
وات 0 )= 
0+۳ 06 

هو عنصر في © . 


أخيرا نری أن : 
0= ) ۳ 2( ۵,8(۰( 


o +8?‏ ` 2+۵2 
وهكذا نكون قد أثبتنا أن © حقل . إذا كتبنا (8,») على الصيغة 81+» فانه 
يمكن للقارىء أن یتحفق من أن هي جرد صيغة مخفية للأعداد I.E‏ 
)Complex numbers)‏ الى نألفها. 





مثال (۳۔۸-۱) 

هذا المثال الأخير غالبا ما يطلق عليه إسم حلقة الرباعيات الحقيقية 
(real quaternions)‏ . أو ل من وصف هذه الحلقة هو الر ياضى الإيرلندي هاملتون 
(م0اان۲۵) . في البداية استعملت هذه الحلقة بصورة موسعة في دراسة الميكانيكاء 


۳۹ مواضيع في اخبر 


آما اليوم فان فائدتها الرئيسة تکمن في کونها مثالا مهم بالرغم من أنها مازالت تلعب 
دوزا فعالا فى افندسة ونظرية الأعداد. 


لتكن © هی مجموعة جيع الرموز )»+ زره +ا,»+ر» حيث إن جميع 
الأعداة خر ةةة آعداد حقيقية. نقول إن السرمزین6,+ زره جنهبمه 
ويم+ز81+8+,8 متساويان ادا وفقط دا کان ,8= » لجميع فيم ؛ وهي 
0 . لكي نجعل من 0 حلقة يجب أن نعرف عملية جمع + وعملية ضرب . لجميع 
عناصرها. ومن أجل ذلك نعرف 
أولا : 
لكل عنصرين ,لا في © حيث 
B +B 1+8 +8‏ = لاو X= a+tai+a,j+a,k‏ 
کو 
(عاب8+ لم+ 1 (PB FB‏ + یل X+ ۷ = (a‏ 
زيم + (a FP, F(a FB IF (a +B, Jj ta,‏ = 


: وثانيا‎ 
X.Y = (a +ai+aj+a,k). (B8 +B i+B,j+B,k) 
= (a, Ê, ~a, Ê, ~a, B,=a, 8) + (0,8, +a, B8, +a, =0, 8,)i 
+ (a, + زمره ۵ب جرب‎ + (a8, تمه‎ )k. 


والحق يقال إن صيغة الضرب هذه تبدو صعبة ولكنها في الحقيقة ليست بهذا 
التعقيد إنها تأي من ضرب مشل هذين الرمزين شكليا وتجميع الحدود باستعمال 
العلاقات 
k=‏ دنا رز ز- )از عدوت دز ,1- -)ازز )= =j‏ 
الحزء الاخبر من هذه العلاقات یسمی جدول الضرب للوحدات الرباعيةء ویمکننا 
تذكره باستعيال الشکل 


نظرية الحلقات ¥ 





فعندما تدور باتجاه عقارب الساعة يمكتك استنباط حاصل الضرب» مثل؛ 

(- 6۱ ,1 »از ,عادر 
بینا إذا درت عکس عقارب الساعة تحصل على سالب حواصل الضرب أعلاه. 
لاحظ أن العناصر الع شاع تکون زمرة غبر ابدالية رتبتها8 تة لعملية 
لضرب هذه. في الحقيقة هذه هي الزمرة التى أطلقنا علیها زمرة الوحدات الرباعية 


٤ (group 01 quaternion unıts)‏ الفصل الا 


يمكن للقارىء أن يثبت أن © هي حلقة غير إبدالية والتي فيها 
0=0+0i+0j +016‏ و 01+ 01+40 +1 -] 
یعملان عمل الصفر وعنصر الوحدة على التوالى. والآن إذا كان 
0غ ع| 0 + X=a Fa ita‏ 
فان الأعداد ,ه,,0,,»,,» ليست كلها أصفاراء ولأن هذه الأعداد حقيقية فان 
0ع + بن + دن 00 = B‏ 


وهكذا فإن 
Cl) Gd Ca | (03 ۰0‏ 35 
ات 
8 © ۵6 ۵ 8 


وباجراء حسابات بسيطة یمکننا أن نبین أن ۰۷-1 . لذلك فان عناصر 
© غیر الصفرية تکون وس غير إبدالية بالنسبة لعملية الضرب . اللملقة الى تكرت 
عناصرها عير الصمرية زمرة تسمی حلقة فسمه (division ring)‏ أو حقل تخالفیا 
(Skew-field)‏ بالطبع ان حلقة القسمه ال بدالية هي حقل . في هذا المثال أوردنا 


۸ ۳۰ مواضيع في ابر 


۵ كحلقة قسمة ولکنها ليست حقلا . یوجد الكثير من الأمثلة على حلقات القسمة غير 
الابدالية. ولکننا كي نقدم مثالا اخر على ذلك سنبتعد کثرا عن مسار عرض الادة 
وأخيرا نقول إن دراسة طبيعة حلقات القسمة ومحاولات تصنيفها تكون جزءاً مهما مره 


على ايفين 


(۲-۳) بعض الأصناف الخاصة من الحلقات 
تبين الأمثلة التي نوقشت في البند (۱-۳) وبوضوح أنه بالرغم من أن الحلقات 
هي تعميم مباشر للأعداد الصحيحة إلا أن بعض الحقائق الحسابية التى ألفناها في 
الأعداد الصحيحة قد لا تتحقق في الحلقات عامة. مثلا رأينا أنه يمكن أن يكون 
حاصل الضرب 2.6 صفرا دون أن يكون أي من أو ط مساويا للصفر. كذلك 
هناك أمثلة كثيرة .2.6326 . كل هذه الحالات لا تتفق مع خبرتنا السابقة . 


ولسهولة الكتابة فإننا من الآن فصاعدًا سوف نلغى النقطة فى ۸.0 ونكتفى بكتابة 

تعریف 
إذا كانت ۸ حلقة إبدالية و » عنصرًا فى ۸ لا يساوى صف رآ فانه يقال ان ه 

فاسم للصفر (26۳0-0:۷5:07) إذا وجد عنصر 5 لا يساوي صفرا ی 8 بحيث أن 
ab=Û‏ 

تسمی الحلمة ا بدالية حلقة تامة («ادومل اوعوع)ه) إذا كانت لا نحوي قواس) 

إن الأ عداد الصحيحة هی مثال على ا حلقة التامة . 
تعريف 

حلقة القسمة (ع 111 017151007) هی الحلقة الى تكون عناصرها غير الصفرية زمرة 


سوف نرمز لعنصر الوحدة بالنسبة لعملية الضرب بالرمز 1 ولعکوس 
العنصر ‏ نحت عملية الضرب بالرمز ”ةج 

والآن نعرف شيئًا ذا أهمية عظمى » ألا وهو الحقل . 
تعريف 

ا حقل (0اء:1) هو حلقة قسمة إبدالية . 

في أمثلتنا في البند (۱-۳) عرضنا مثالا على حلقة قسمة غير إبدالية وهی حلقة 
الرباعيات الحقيقية والحقول التالية: الأعداد النسبية» الأعداد المركبة والأعداد 
الصحيحة فياس 7 . الفصل الخامس من هذا الكتاب سيخصص لدراسة الحقول 


نود أن نكون قادرين على إجراء الحسابات في الحلقات بطريقة مشامة لما نجريه 
في الأعداد الحقيقية واضعين فى أذهاننا داش أن هناك فروقات ‏ قد يحصل أن 
abba‏ أو أننا لا نستطيع إجراء عملية القسمة. ومن أجل ما دکرناه رهن على 
التمهيدية التالية التي تؤكد بأن بعض الأمور التى ترغب أن تكون صحيحة فى الحلقات 


تمهيدية (۱-۲-۳) 
إذا كانت 1 حلقة » فإنه ‏ جميع 2,5 ف ۸ يكون 
03-00 = 30 )1( 
(~a)b = —(ab)‏ = (0-)2 )2( 
ab‏ = (ا-) (~a)‏ )3( 


وإذا کانت :1 »بالاضانة ول نلك ‏ حتوي عل عنصر الوحدة لاغ 
3- = و(1-) (4) 
1 - (1-) (1-) (5) 


۳۹۰ مواضيع في احبر 


البرهان 
اولا : إذا كان ه في ۸ فان 
a0 = a(0+0) = 30340‏ 
(باستخدام قانون التوزيع الأيمن) وحيث إن ۸ هي زمرة بالنسبة لعملية الجمع فإن 
هذه المعادلة تقتضى أن يكون 20-0 . 
0+3 = و(0+0) = 03 
وذلك باستخدام قانون التوزيع الأيسر وبذلك نحصل على أن 03-0 


انيا: من أجل أن نبين أن 

رطق -:- (0-<)2 
يجب أن نمرهن على أن 

ab+a(—b) = 0 
ولكن‎ 

ab+a(—b) = a(b+(—b)) = 30-0 

باستعال قانون التوزيع ونتيجة القسم الأول من هذه التمهيدية . وبالطريقة ذاتها 
نحصل على أن 


(—a)b = —(ab) 


ثالًا : المساواة 
ab‏ = (0-) (۵-) 
هی في الحقيقة حالة خاصة من الجزء الثاني. وهنا نركز عليها لأن نظيرها ف الأعداد 
الحقيقية قد سبق التأكيد عليه في تعلمنا فى المراحل المبكرة . لذا فلشبرهنها 


(من الحزء الثاني) ((-)ة)- = )=b(‏ (2-) 
(من الحزء الثاني) ((80)-)- = 


= ab 


نظرية الحلقات 1 


لأن × = («-)- وهي حقيقة نستنتجها من أنه في أية زمرة 


(a) =a 


رابعا: لنفرض أن ۸ تمتلك عنصر الوحدة 1 عندئذ 
a+(—-1)a=1a+(—-1)a=(1+(—-1))a=0a=0‏ 


لذا نحصل عل 


2- = 1(8--) 
و الحالة الخاصة إذا كانت 1- =ه فان 
1 < (1-)- = (1-) (1-) 


وبذلك نکون قد برهنا على الحزء الخامس من التمهيدية. 


بعد أن برهنا على هذه التمهيدية ستصبح لنا الحرية من الآن فصاعدا في التعامل 
مع السوالب والصفر في حساباتنا كا اعتدنا عليها سابقا . إن نتيجة التمهيدية (۱-۲-۳) 
تسمح لنا بذلك . للسهولة سنكتب (ط-)+ه على الصيغة 2-0 . 


التمهيدية التي انتهينا من برهنتها لا شك في أنها مفيدة ومهمة إلا أنها ليست 
مثيرة. لذا دعنا نستمر لنقدم نتائج أكثر أهمية. وقبل أن نفعل ذلك نذكر مبدأ. على 
لرغم من كونه تافها كليا ولکنه یعطینا سلاحا قویا إذا استخدم بمهارة . هذا المبدأ لا 
یتعدی التالي : إذا وزع ساعي البرید ۱۵۰ رسالة على ۱۵۵ صندوق بريد فإن أحد 
صنادیق البرید يجب أن یستلم رسالتین على الأقل. إن هذا لا يبدو أنه أداة فعالت 
اليس كذلك؟ ولكنه سیفاجتنا ! بأن الأفكار الرياضية غالباء ما تكون غامضة وصعبة 
جدا ولكن هذا لا ينطبق على هذا المبدأ البسيط الآنف الذكر. والآن نعطيه الصفة 
الرسمية ونخصص له إسما هو: 
مبداً تور يسع الأماكن The Pigeonhole Principle‏ 

إذا وزعنا من الأشياء على ” من الأماكن وكانت ”< فان أحد الأماكن 
سيستلم شيئين على الأقل . 


۹ مواضيع في اخبر 


عل من الأماكن بحيث إذ من امین لا سم کمن شي اد کل مک 
یستلم شیثا واحذا بالضبط . 


الان نستعمل هذه الفكرة في برهنة التمهيدية التالية . 


عهيدية (۲-۲-۳) 
أية حلقة تامة منتهية هی حقل 
الر‌هان 


كما نتذکر أن الحلقة التامة هى حلقة |بدالية بحیث 30-0 |ذا وفقط اذا كان أحد 
العنصرین على الأقل ه او يساوي صفرا . ومن ناحية أخرى الحقل هو حلقة |بدالية 


لتكن 1 حلقة تامة منتهية لكي نبرهن على أن 2 هي حقل يجب علینا 
ولا أن نجد عنصرا 1 في 2 بحيث 1-3 لجميع العناصر ه في 1 
ثانیا ‏ لكل عنصر 20 في ۲ نجد عنصراًط في ۲ بحیث 30-1 . 
لتكن × ×۰× هی یج عناصر 12 وافرض أن 0 في 2 . لنعتير العناصر 
د ابا سا ٤‏ ۲ . ندعی أن هذه العناصر حميعها مختلفة . فلو فرضنا أن 
٤ x a=x a‏ حالة إا شم عن دلك أن (x ~x )a=0‏ 
ولأن ۲ حلقه تامة و 20 لذا نحصل عللى أن 0= ×× ومن ثم ×= ×وھدا یناقض 
کون ز1 . لذلك فان ,×ه,ر×ه,...,,×ة هي من العناصر المختلفة في 2 . باستخدام 
مبدأ توزيع الأماكن فإن هذه العناصر هي جميع عناصر 1 أو بعبارة أخرى. كل عنصر 
١‏ في 0 یمکن أن تکتب غل شکل 8غ حت :هو احد 
عناصر 5 . 


نظرية اخلفاث ۳۱۳ 


وسصوره خاصة. لأن 3610 فان مت حيث e‏ عنصر ف ان ج 
لأن 1 حلقة إبدالية» نحصل على 
حك a=x‏ 
0 0 


الآن نسعی لنبرهن على أن «تعمل عمل عنصر الوحدة لجميع عناصر 
2 . لیکن لإعنصرا في 0 فکا رأينا من قبل 8< -/ز لعنصر ما في 2 . ولذلك 


j =(xa)x. =x (ax. (< 21 
0 0 0 


ومن ذلك ستنتج أن ایس ر الوحدة ٤‏ ( ونكتبه على شكل 1 . 
الآن بها أن 161 فإنه باستخدام المناقشة السابقة يمكننا أن نكتبه أيضا كمضاعف 
للعنصر ه . أي أنه يوجد عنصر فى 2 بحيث أن 1-0۵ . ومهذا نكون قد أتممنا برهنة 
التمهيدية . 


تب ۳ 


عد یچ 


إذا كان معددذا أوليا فان ,2 حلقة الأعداد الصحيحة قياس متکون حقلا . 


الرهان 

باستخدام التمهيدية يكفينا أن نبرهن على أن ,7 هي حلقة تامة ذلك لأنها تحوي 
على عدد منته من العناصر. إذا كان 2,0 عنصرين في ,2 و 30-0 فان على م أن يقسم 
العدد الصحيح ده ولكون م عددا أوليا فان م يجب أن يقسم إما 2 أو ا . ولكن عندئذ 
إما أن 220 قياس م أو 030 قياس موبناء عليه فإن أحد العنصرين يساوي صفرا في ,7 . 


النتيجة أعلاه تضمن لنا إيجاد عدد غير منته من الحقول الحاوية على عدد منته 
من العناصر مثل هذه الحقول يطلق عليها إسم الحقول المنتهية . إن الحقول 
.2 لا تعطينا جميع الأمثلة على الحقول النتهية بل هناك حقول أخرى. وفي الحقيقة 
إننا سنقدم وصفّا كاملا لجميع الحقول المنتهية في البند )١-(‏ . 


۳۱ مواضيع في الجر 


الآن نورد فرقا مدهشا بين الحقول النتهية وحقول مثل الاعداد النسبيةء الأعداد 
ا لحقيقية » أو الاعداد المركبة والتی نحن أكثر اما بها. 


لیکن ۳ حقيلا منتهیا بحوي على 9 من العناصر (اعتس على سبيل الخال 
.2 الحاوي على ممن العناصی) . عند‌ما ننظر للحقل ۴ على أنه جرد زمرة بالنسبة لعملية 
الجمع . وحيث إن ۴ تحوي على و من العناصر نحصل على 


qa=0Û‏ د وحم دوع 
0 من المرات 


وذلك بالاستعانة بالنتيجة (۲) من المبرهنة )١-4-7(‏ حيث 8 أي عنصر فى ۴ . 
لذلك فإنه في يكون لدينا ۹2-0 لعدد صحيح موجب 4 حتى لو كان 37+20 
هذا بالتأكيد لا يمكن أن يحدث في حقل الأعداد النسبية مثلاً. سنبرز هذا الفرق في 
التعاریف التالية» وبدلا من أن نحصر الحديث حول الحقول. فإننا سنوسع المجال 
فليلا ونتحدث عن الحلقات التامة . 
تعر یف 
يقال للحلقه التامة 0 ابا صفرية المیز (0 charac ¡sti‏ 0۲) إذا كانت 

العلاقة 1113-0 حيث 270 ف (1 و 7 عدد صحيح لا تتحقق إلا إذا كان 0=" . 


وهكذا فان حلقة الأعداد الصحيحة هی صفرية المميزء كذلك الحلقات المألوفة 
الأخرى مثل الأعداد الصحيحة الزوجية والأعداد النسبية . 


تعريف 
يقال للحلقة التامه 2 |نبا منتهية ا مميز (of finite characteristic)‏ إذا وجد عدد 


نظریه اخلقات ۳۱۵ 


إذا كانت 1 منتهية المیز فاننا نعرف مميز الحلقة التامة 9 على أنه أصغر عدد 
صحيح موجب م بحيث 08-0 میم العناصر 2 في 0 . يمكن اليرهنة بدون صعوبة 
تذكر أنه إذا كانت 8 منتهية المميزء فان تميزها يجب أن يكون عدذا أوليا (أنظر المسألة 
٦‏ في اية هذا البند) . 


غير منتهية ولكنها منتهية المميز (أنظر المسألة ۷). 


قل اء القارىء : لماذا عرفنا المميز للحلقات التامة فقط ولیس لأية حلقة 
اختيارية؟ إنه لسؤال جد معقول. ربا أن المثال الذى نعطيه الآن يبين ما يحدث فى 
حالة التخلى عن فرضية الحلقة التامة . 

لتکن 1 هی مجموعة میم الثللائيات (4,5,6) حيث 4 ٤‏ .2 الأعداد الصحيحة 


فياس 2 . واي ,2 الأعداد الصحيحة قياس 3 وء هو أى عدد صحيح . 


: التالية‎ 
(aD ,6( Fa, PC) = (a ,را ريق‎ FC) 


۾ 2 2 ۳ ۲ 


(a,b,c). (a,,b,,ê.) = )8 طرية‎ b,c e.) 
: إنه لمن السهل التحقق من أن ۸ هى حلقة إبدالية . إنها ليست حلقة تامة لأن‎ 
(1 20007-000 
1 حيث (0,0,0) هو العنصر الصفری فى * . لاحظ أنه في‎ 
2)1,0,0(<-)1,0,0(+ )1,0,0( < )2,0,0(<)0,0,0( 
يسبب أن عملية الجمع في المركبة الأولى تحصل في ,2 ۰ وبالئل‎ 


300,1,0(-)0,0,0( 


۳۹۹ مواضيع في الجير 


وأخيرا فان العلاقة 
m(0,0,1)=(0,0,0)‏ 
لا يمكن أن تتحقق لأي من القيم الصحيحة الموجبة للعدد ص . 


لذاء استنادا لما قدمناه أعلاه فیما محص تعريف المميز نلاحظ أن الحلقة ۸ المعرفة 
اعللاه الس صفر به ولا منتهبه المميز. والتعريف ليس له أى معنى اة طرله 
اخلقه . 


في الحقيقة یمکننا تعمیم فكرة المیز لأية حلقة عن طریق تعریفها حليًا نسبة إلى 
عناصر معينة دون أن نجعلها شاملة للحلقة کلها . 


نقول إن ل ۸ فتل من درجه 2 (0-015100) حيث 1 عدد صحیح موجب إذا وجد 
عنصر ۶0ھ في 8 بحيث ۵20 و 83220 لكل 8>م>0 . إذا كانت 5 
حلقة تامة وكان ها فتل من درجة « ولو لعدد واحد موجب فان 2 يجب أن تكون منتهية 


المميز (أنظر مسألة ۸) . 


مسائل 
8 هي حلقة في جميع هذه المسائل 
أت اذا كانت 0,۵,:, عناصر في ۸ فاحسب (8+5()0+0) 
۲- برهن على أنه إذا كان 2,ط في ۸ فان 2+وم+طمو+2ه-0(2+ة) حيث × 
نعي , ۱ ۱ 
۳- أوجد صيغة مبرهنة ذي الحدين في الحلقة العامة أى عبر عن "(3+6) حيث ١‏ عدد 
جح موس 
٤‏ - إذا كان لكل عنصر × في ۸ تتحقق العلاقة «-:< فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون 
إبدالية (يطلق على مثل هذه الحلقة ۸ حلقة بولينية عهذ: مهءامه8 ) . 


نظرية افحلقات ۳۷ 


» - |ذا كانت 8 حلقة فباعتبارها مجرد زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع لقد عرفنا في 
المه لفصل الثاني معنى 22 حيث 3 في ۸ و1عدد صحیح . برهن على أنه إذا كانت 9,۵ 
في 1 و 7,7 عددین صححن فإنه 


(na)(ma)=(nm)(ab) 
إذا كانت 12 حلقة تامة منتهية المميز. برهن على أن میز 2 يجب أن يكون عددا‎ -5 


أوليًا. 

۷- أورد مثالا لحلقة تامة تحوي عددًا غير منته من العناصرء ولكنها منتهية المميز. 

۸ ادا كانت 5 حلقة تامة وكانت 23-0 لعنصر 270 في (1 ولعدد صحیح 
0 . برهن على أن ظ منتهية المميز. 

14- إذا كانت ۸ نظاما يحقق جميع شروط الحلقة بعنصر الوحدة مع إمكانية عدم تحقق 
الشرط a+ط=ط+ه‏ . فيرهن على أن المسلمة 2+0-0+۵ يجب أن تتحقق في 
2 وبذلك تكون ۸ حلقة (إرشاد: فك المقدار (1+1) (+2) بطريقتين) . 


7ب تن الحلقة الإبدالية 2 هى حلقة تامة إذا وفقط إذا كانت المساواة 
20-6 تعطینا -ط میم العناصر ,2,0 في 2 بحيث 320 . 

-١‏ برهن على أن التمهيدية (۲-۲-۳) غير صحيحة إذا أسقطنا فرضية کون الحلقة 
التامة منتهية . 

ات برهن على أن أي حقل هو حلقة تامة . 

۳ - باستعمال مبدأ توزيع الأماكن برهن على أنه إذا كان العددان الصحیحان 
۵ آولیین نسبيا وكان ,0 أي عددين صحيحين فإنه يوجد عدد صحيح 
× ببحيث =× قياس 0 و خلا فياس 7 (إرشاد: اعتم بوافی الأعداد 
2111,3-1-8-+0-1(101...,24) 2۲ عند تقسيمها على 7 ) . 

٤‏ - باستعمال مبدأ توزيع الأماكن. برهن على أن التمثيل العشري لاي عدد نسبي 
يجب. بعد نقطة ما. أن يكون متکررا. 


il 


۳۱۸ مواضيع في الجبر 


(۲-۳) التشاکلات 
عند دراستنا للزمر وجدنا أن مفهوم التشاکل كان مثمرا وهذا يجعلنا نعتقد أن 
نظیره الناسب في احلقات قد یقودنا أيضا إلى أفكار مهمة ولکی تستذکر الفكرة. 
بالنسبة للزمر كنا قد عرفنا التشاکل بانه تطبیق 4 بحیث إن : 


p(ab)=p(a)p(b) 

ولان للحلقة عمليتين فان الامتداد الطبيعى لمثل هذه الصيغة هو فى التعريف 
التال . ۱ 
تعريف 

یسمی ای م من ا حلقة ۸ ال ا حلقة ۰ تشاكلا (homomorphism)‏ 
إذا كان 
p(a+b)=p(a)+$(b) 5‏ 
چ (6)ه(2)م- (طوافي 


جميع العناصر 3,5 في ۸ 


كما هي الحالة في الزمر دعنا نؤكد مرة أخرى أن عملیتی الجمع + والضرب : 
الواقعتين على يسار العلاقات في ١‏ و۲ هما عمليتان على ۸ بینا تكون العمليتان + و. 
الواقعتان على اليمين معرفتان على ۲ . 


من المفيد أن نش إلى الملاحظة التالية حول التشاكل من الحلقة ۸ إلى 
حلقة أخرى ۴R‏ » وهی أنه إذا أغفلنا كليا عمليتى الضرب في كلتا الحلقتين» نتحصل 
على تشاكل من ۸ إلى "8 باعتبارهما زمرتين إبداليتين بالنسبة لعملية الجمع العرفة على 
کل منهما 


ولذلك فانه فيا یتعلق بعملية الجمع فان جميع خصائص التشاکل للزمر والتقي 
سبق وأن برهنت في الفصل الثاني تبقی صحيحة هنا . وعلى سبیل اخصوص نعيد كتابة 
التمهيدية (۲-۷-۲) في حالة الزمرة الحمعية للحلقة ونحصل على 


نظرية الحلقات ۲1۹ 


مهیدیه (۱-۳-۳) 
إذا كانت ف تشاکلا من ۸ إلى ۸ فإنه 
(١‏ ۵00-0 


۲- (۵)2--(2-)۵ میم العناصر د في ۸ 
حذیر : 

إذا كان 1 و ' 1عنصري الوحدة لعملیتی الضرب في ا حلقتين 1و '#على الترتيب 
فليس من الضروري أن يكون "1-(۵)1 . ولكن إذا كانت "1 حلقه نامه 
أو "1 أية حلقة وم نطقا غامرا onto mapping‏ فان '1)=1(¢ . 

في حالة الزمر إذا كان لدينا تشاكل فاننا نربط مع هذا التشاكل مجموعة جزئية 
معينة من الزمرة سميناها نواة التشاکل . ترى ما هو التعريف الناسب لنواة التشاكل في 
الحلقات؟ فالحلقة لما عمليتان هما الجمع والضرب ومن الطبيعي أن نسأل: أي من 
العمليتين يجب أن نتخذها أساسا للتعريف؟ 

سد أن الاختيار واضح حيث إنه عندما عرفنا الحلقة بصورتها العامة وجدنا أنها 
تكون زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع ول نضع قيودًا كثيرة على عملية الضرب, لذا 
فنحن أقل تحكًا بها من عملية الجمع . ولهذا السبب نؤكد على عملية الجمع في الحلقة 
ونعطي التعريف التالي . 
تعر يف 

إذا كان ف تشاكلا من ۸ ل "1 فان نواة © (7761ع؟1) والتى نكتبها (1)4 هي 
مجموعة كل العناصر ۾ ف ۸ بحيث إن 0-(0)2 حيث 0 هو العنصر الصفري 
للحلقة ۳ . 


تمهيدية (۲-۳-۳) 
إذا كان ف تشاكلا من ۸ إلى "1 نواته ()1 فان 
١‏ - (1)4 زمرة جزئية من بالنسبه لعملية ا جمع 


Y۹‏ مواضيع في الجير 
EE SB - ۲‏ (9)آ و دي R‏ فان العنصرين 27 و 12موجودان ف (1)0 . 


الرهان 

بها أن ۾ هو تشاكل من ۸ إلى ۸۲ باعتبارهما زمرتين إبداليتين نسبة لعمليتي الجمع 
فيمكننا استنتاج القسم الأول من التمهيدية مباشرة من نتائجنا في نظرية الزمر. 

للبرهنة على القسم الثاني إفرض أن ۾ في (1)4 و »في ۸ عندئذ a(=0)ض‏ 

20 (۲) 20۹ (2()۲) 4 (2۳)ج 

حيث إن التساوية الأخيرة هي إحدى نتائج تمهيدية (۱-۲-۳). وبطريقة مشابهة 
نحصل على 20( . وبذلك نستنتج أنه باستعمال تعريف (1)4 فان كلا من 
۲ و ۲2موجود في (1)0 قبل الااستمرار في الشرح نوضح هذه الأفكار ببعضص الأمثلة . 


مثال (۱-۳-۳) 
لتکن 1و 8 أية حلقتين ولتکن 0-(۵)0 لجميع العناصر ۾ في ۴۸ من 
البديبي أن ب تشاکل و 8-(1)4 . في هذه الحالة نسمي 4 التشاکل الصفري 


. (Zero-homomorphism) 


مثال (۲-۳-۳) 
لتكن 8 حلقة و 2-1 ونعرف «- ()0 لحمیع العناصر × في ۸ . من الواضح 
أن ۵ تشاكل وأن (1)4 تحتوي على العنصر 0 فقط . 


مثال (۳-۳-۳) : 
لتكن (20/2 مجموعة جمیع الاعداد الحقيقية التى على الصیغة( 2۰/2 +50 


حيث 2,7 أعداد صحيحة . 


إن المجموعة ( 2 2)۷ تكون حلقة بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب 
الاعتياديتين في الأعداد الحقيقية (تحقق من ذلك). 


نظرية احلقات ۳۳۱ 


لنعرف ( 2 2)۷ جه( 2 ۷ = م كالتالي : 
2 ۷ - و - ( 2 p(m+nV‏ 


التسطبیق ه هو تشاکل من (2 70۷ عل ( 2 2۷ ونواته 
(1)4 نحتوي على الصفر فقط (محقق من دلك) . 


مثال (4-۳-۳) 

لتكن 7 حلقة الأعداد الصحيحة و 7حلقة الاعداد الصحيحة قياس 
2 . نعرف 2+7 : 4 بحيث إن (0)3 تساوي بافي قسمة على ۱ . يجب على القارىء 
أن يتحقق من أن 4 هو تشاكل من 2 على ,2 ونواته (1)4 تتكون من جميع مضاعفات ١‏ . 


مثال (۵-۳-۳) 
لتكن ۸ مجموعة كل الدوال المتصلة الحقيقية القيم العرفة على فترة الوحدة 
المغلقة . المجموعة ۴۸ هی حلقة بالنسبة لعمليتى جمع وضرب الدوال الاعتياديتين حيث 
إن حاصل جمع وضرب دالتين مستمرتين هما دالتان متصلتان . لتكن ۳ حلقة الأعداد 
ا حقيقية ونعرف 0:1+17 بواسطة : 
f (>)‏ = (100) 


عندئذ يكون ۵ تشاکلا من ۸ على ۴ ونواة ‏ تتكون من جميع الدوال في ۸ 
المنعدمة عند ر 5 

جميع الأمثلة المعطاة هنا كانت باستخدام حلقات إبدالية . هناك العديد من 
الأمثلة الشيقة في حالة الحلقات غير الإبدالية ولكن من السابق لأوانه أن نناقش مثل 
هذه الأمثلة الآن. 
مد ۱ 

ندعو التشاكل من 1 إلى '+1 ائلا («رونطام:50:0) إذا كان هذا التشاکل تطبيقا 
أحاديا 


۳۳۲ مواضيع في احبر 


تعر یف 
يقال عن حلقتین آنهما متمائلتان (عنطمودصره:و:) إذا وجد تماثل من |حداهما على 
(مهه) الأخرى . 


الملاحظة التي ذكرت في الفصل الثاني حول معنى التماثل وحول معنى کون 
زمرتين متائلتين سارية المفعول بالنسبة للحلقات وعلى النمط نفسه وكذلك المعيار 
المعطى تمهيدية (4-۷-۲) حول کون التشاكل تماثلا يترجم من حالة الزمر إلى الحلقات 
بالصيغة التالية. 


مهيدية (۳-۳-۳) 
يكون التشاكل © من ۸ إلى '+1 اثلا إدا وفقط ادا كان 0-(م)1 


('-5) المثاليات والحلقات الخارجه 

اعتهادا على خبرتنا السابقة في الزمر بِيّنا فكرة التشاكل ونواته في احلقات. لذا 
فإنه من المفيد أن نعين نظير فكرة الزمرة الحزئية الناظمية في امحلقات وعندما ننجز 
ذلك فإنه من المؤمل أن يقودنا هذا النظير لتكوين بنية في الحلقات شبيهة ببنية الزمرة 
الخارجة لزمرة بواسطة زمرة ناظمية جزئية . آخیرا إذا كنا متفائلین فانه من الومل أن میم 
مبرهنات التشاکل للزمر تنتقل باکملها إلى مبرهنات تشاکل للحلقات . 

من حسن الحظ یمکننا إنجاز كل ذلك حاصلین على طرائق دقيقة لدراسة 
الحلقات تحلیلیا. 

أول ما نبدأ به الان هو تعريف مفهوم «الزمرة الناظمية الحزئية» فى حالة 
الحلقات. 


ویاو طا هتاه سا فان هذا الأمر ليس صعبًا. فإذا تذكرنا أن الزمر 
الناظمية الجزئية ما هي إلا نوی تشاکلات بالرغم من أن تعریفها الأولي لم یتضمن ذکر 
التشاکلات . فلادا لا نتستعمل هذه الملاحظة في تعریفنا بالنسبة للحلقات؟ . 


نظرية الحلقات ۲۲۳ 


التمهيدية (۲-۳-۳) قد أعطتنا بعض الشروط الواجب توفرها في مجموعة جزئية 
من الحلقة لتكون نواة تشاكل . 

الآن وحيث إنه لا توجد معلومات أخرى متوفرة لنا فسنجعل من استنتاج 
مهيدية (۲-۳-۳) نقطة البداية في محاولتنا وبذا نحصل على التعريف التالى : 


تعر يف 
يقال للمجموعة ا حزئية غير ا خالية لآ من ۸ إنها مثاي اهع10 (ثنائى ا جانب) من 
R‏ ادا نحقق کل من الشرطين : 


۱ - كانت لا زمرة جزئیه من ۸ بالنسبة لعملية ا جمع . 
۲ - کان کل من ںآ وہس ف لا وذلك لكل عنصر u‏ في لا وف 5 . 


الشرط الثاني يؤكد أن نا «تمتص» الضرب من اليمين ومن الیسار باي عنصر في 
الحلقة. مذا السبب فانه من ا0 ان اي عل ااي کا الحانب. سوف ترى 
آنه لن قر علینا مناسبات لا ى بعض الارب» حیث ترد مثالیات بأوصاف ايج لذا 
نا سنكتفي فيا سياني باستعيال كلمة مثالي فقط للدلالة على الشاي ثنائي الحانب. 


إذا كان ل مثاليا في حلقة 8 > فلتكن [18/1 مجموعة كل المجموعات المشاركة 
المختلفة للا في 8 باعتبار نا زمرة جزئية في ۸ بالنسبة لعملية الجمع . لاحظ أننا 
استعملنا كلمة جموعة مشاركة دون وصفها بأنها ر سے آو یری هذا ممكن لأن 1 
زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع نید ما قد ذكرنء الان فنقول إن [8/1 حتوی على 
المجموعات المشاركة ل1+ه» حيث في 2 . وه فقا لنتائج الفصل الثاني 8/1 هی 
تلقائيا زمرة بالنسبة لعملية الجمع . المعرفة كا يى : 

(a+U) + (b+U) = ۲۷‏ 
ولكي نبني حلقة من 8/10 يجب علينا أن نعرف عملية ضرب في 2/10 » وليس أكثر 
سهولة من أن نعرف 
(a+U)(b+U) = ab + U‏ 


وش مواضيع في الجبر 


ولکن يجب أن نتحقق من أن هذا التعریف هو ذو مدلول» وبمعنی اخر أن نبرهن على 
أنه إذا كانت 
نا+'3 = arU‏ 


b+U = b'+U 

فإنه وفق تعريفنا للضرب يجب أن نحصل على 

(a+U)(b+U) = (a'+U)(b'+U) 
وبصورة مكافئة يجب أن نبين أن‎ 

لا + 0 = 2۵0-۴۱ 
ولكي نحشقی ذلك لاحظ اولا أنه ا كان 2+1۲-<7]+2 فان 2۷0 حیت 
,اي لآ وبصورة مشامهة رنا+'ع-تطحيث رای تا . ولذا فان 
u,‏ نار ۵ 0 ab=(a'+u J(b'+u,) = a'b'+u‏ 


وحيث إل ا هو مثالي R ٤‏ فان 0 ¿ ورا U Ba a‏ . 


- [| 2 


U‏ 6 يناع u,‏ 0,۷ ۳2 ۲ نا 
وبالتالي فان 
نا 0 ۵0<2 
ونستنتج أن 
+04 22< ]+20 
وحیث إن ,نی ا لذا فان 
لا -<نا+ نا 
والذي نخرج به من كل ما ذكر أعلاه هو أن 
abt+U=a'b'+U‏ 


رو r a‏ رل 0ب 


نظرية الحلقات ۳۲۵ 


أن نمر غل المسليات (310505) المختلفة التى تعرف الحلقة ونتأكد من اکا نتحقق في 
1 . كل هذه التحققات متشابهة لذا فإننا نختار إحدى المسلمات وهي قانون التوزيع 
من اليمين ونبرهن على أنه يتحقق في 2/17 . الباقي متروك للقارىء کتمارین . 


لتكن 2۵۲۲ ,+۷ ,[ا+ء-2 هي ثلاثة عناصر في 8/1 حيث 
۰ في 1 عندثل 
(X+Y) Z = ((a+U) + (b+U)) (c+U) = ((a+b)+U) (c+U) = (a+b)c+U‏ 
ac+bc+U = (ac+U) + (bc+U)‏ = 
(a+U) (c+U) + (b+U) (c+U)‏ = 
XZ + YZ.‏ = 
لقد جعلنا من 8/10 حلقة ومن الواضح أنه إذا كانت ۸ إبدالية فكذلك ۸/1 لأن 
(a+U)(b+U) = ab+U = 924] = (bFU) (aFU)‏ 
(عكس هذا غير صحیح) . 


إذا كان للحلقة 1 عنصر وحدة 1 فان ل 2/1 عنصر الوحدة [1+1 . يمكن أن 
نسأل ما علاقة ]2/1 بالحلقة © ؟ 


من الخيرة التى لديئا الآن. فان من السهل الإجابة على هذا السؤال. يوجد 
تشاكل ه من ۸ على 8/10 معرف ب 17]+2-(3)+ لكل في 8 ونواته هي 
بالتحديد تا (يجب على القارىء أن يتحقق من أن ه بتعريفه أعلاه هو تشاكل 
من ۸ على ۸/۷ ونواته ل1 ) . 

نلخص هذه الملاحظات في الاق : 


تمهيدية (۱-4-۳) 
إذا كان دآ مثالیا في ا حلقة ۸ فإن 7/17 هي حلقة كيا أنها صورة تشاكلية 
للحلقة FR‏ . 


۳۳۹ مواضيع في ابر 


و الآن بعد أن أنجن نا بنجاح عملية بناء حلقة خارجة (عهز اguotien)‏ لحلقة 
بواسطة مثالى فيها نكون قادرين على تقديم مبرهنات التشاكل في الحلقات المشابهة 
لثيلاتها فى الزمر. وحيث إن براهين هذه البرهنات في حالة الحلقات مشامة تماما 
للراهين فى الزمر فإننا ندعو القاریء للعودة إلى الفصل الثاني من هذا الکتاب 
لا ستذ کار تلك الراهين ونکتفی هنا بسرد المرهنة التالية . 


ميرهنة (۱-6-۳) 
لتکن ,"1 حلقتین و هتشاک لا من ۸ على ٩"‏ نوانه لآ . عندئد تكون 
احلقة “8 غائلة للحلقة 1/0 وفضلا عن ذلك: يوجد تقايل بين جموعة الثالیات 
فى "1 وجموعة ا ثاليات في ۸ التى تحتوي ل . هذا التقابل يربط كل مثالي ۱۷ 
في '* با مثا مي ۷۷ في +1 ا معرف وف ما يل : 
0000 ح ۱۸۷ 
مع هذا التعريف للمثالي ۷ فان ۸/۷ تماثل 1۲7/۷۷ . 


مسائل 


]7-12 إذا كان تا مثالیا في ۸ و 1في لا . فبرهن على أن‎ - ١ 
إذا كان ۴ حقلا. فبرهن على أن ۲ لا يحتوى مثاليات ما عدا (0) و نفسها.‎ -۲ 
. برهن على أن أي تشاكل من حقل هو إما تمائل أو أنه يأخذ كل عنصر إلى الصفر‎ -۳ 
. ۸ لتكن 5 حلقة إبدالية و 2 في‎ - ٤ 
. 2 هو مثالي + ي الحانب ي‎ aR= {ar|r¢R} بين أن‎ (0 
. (ب) بين بمثال أن هذا يمكن أن يكون خطأ إذا م تكن 8 إبدالية‎ 
إذا كان تآ و ۷ مثالیین في *1 وكان (6][,7617ن | ا+د) 17 +ل]‎ - ۵ 
1+ فبرهن على أن 1+۷ هو كذلك مثالى في‎ 
إذا كان نآ و ۷ مثالیین في ۸ وکانت ۲/۷ مجموعة جميع العناصر التي يمكن كتابتها‎ - 5 
. ۷ على هيئة حواصل جمع منتهية لعناصر من الصيغة ۷« حيث دفي لاو في‎ 
. ۸ فبرهن على أن 1177 مثالى في‎ 


نظرية الحلقات 


لآ إلى قرين ٩‏ برهن عل أن تلمح 
۸- إذا كانت ۸ هي حلقة الأعداد الصحيحة وكان لا هو المثالى الذي يحتوي على مر م 
مضاعفات العدد 17 . فبرهن على أنه إذا كان ۷ مثالي في ۴۸ و 8217/17 فإنه إما 
7-8 أو =۷ . عمم الفكرة! 
14 ادا كان ت]مثالبا في ۸ وکانت (17) دا خمیع ۰۷-0 | +1 ) r(U)=‏ 
فبرهن على أن (۲)1 مثالى في 12 . 
۰ - إذا كان ل مثالیا في ۸ وکانت (۲6 حمیع 6۱ - [R:U]‏ 
فبرهن‌علی أن الجموعة [۸:1] مثالی في ۸ وأنها تحتوی نا 
١‏ لتکن 1 حلقة بعنصر وحدة. باستعمال عناصر الحلقة 1 نعرف حلقة أخرى ۸ 
ودلك بتعر يف 1+ط+4=ط®4 و bا+a+a.b=ab‏ 
حيث ,۸ في ۸ وحيث إن عمليتي الجمع والضرب في الجانب الایمن من هاتین 
العلاقتین هما عملیتا الحلقة < 
(۱) برهن على أن 1 حلقة باللسبة للعملیتین © و . . 
(ب) ما هو العنصر الذي يعمل عمل العنصر الصفري في ۴ ؟ 
(ج) ما هو العنصر الذي يعمل عمل عنصر الوحدة في 5 ؟ 
(د) برهن على أن ۸ مائلة للحلقة 8 


۲ - في المثال ("-5-1) ناقشنا حلقة الصفوفات من نوع 222 على الأعداد النسبية . 
برهن على أن الحلقة لا محوي مثاليات عدا (0) والحلقة نفسها. 

۳ - ف المثال (۸-۱-۳) ناقشنا الرباعيات الحقيقية . باستخدام ذلك المثال كنموذج 
تعرف الرباعيات على الأعداد الصحيحة فياس « » -حيث م عدد أو فردی » 
باستخدام الطريقة ذاتها ولكن الآن باعتبار جمع الرموز التي على الصيغة 
۱ كأ ث0 ۳ زر 01 0 
حیث ,0 0,۰ ,0 آعداد صحیحه قياس م 

(۱) برهن على أن هذه حلقة تحوي “ممن العن‌اصر ولا تحتوي على 
مثاليات سوى (0) والحلقة ذاتها 


۳۳۸ مواضيع في ا حبر 


(ب)** برهن على أن هذه الحلقة ليست حلقة قسمة. 
إذا كانت 2 أية حلقة فيقال لمجموعة جزئية ا1 في ۸ مثالي أيسر 
في ۸ إذا تحقق ما یل : 
(۱) .1 زمرة جزئية من ۸ بالنسبة لعملية الجمع 
(۲) لكل عنصر : في ۸ و دفي .1 يكون حاصل الضرب 8: في ا 
(وبصورة مشابهة يمكن تعريف ال ثالي الأيمن). ولذلك فالمثالى هو في الوقت 
نفسه مثالى أيمن وأيسر. 
6 - إذا كان 2 في ۸ وكان (52|*618) =۸ فرهن على أن 1*2 هو مثالى أيسر فی ۸ 
۵- برهن على أن تقاطع مثاليين أيسرين في ۸ هو مثالي أيسر في 8 
١‏ - ماذا يمكن أن نقول عن تقاطع مثالي أيسر مع مثالي أيمن في ۸ ؟ 
١‏ - إذا كانت ۸ حلقة و فی ۸ وكانت (2-0 | )×R‏ <(۲)۵ فبرهن على أن ()۲ هي 
مثالى أيمن في 8 
۸ - إذا كانت ۸ حلقة و .آمثالي أيسر في ۸ وكانت 
(361 لجميع 3>0| 1 A(L)= {xé‏ 
فبرهن |علی أن 2011 هي مثالي ثنائي الجانب في ۴ . 
8 اوه 8 حلقة فيها ×=*× لجميع العناصر × 1 . برهن على أن 
حلقة إبدالية . 
۰- إذا كانت ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 وه تشاکلا من 8 على '2 . فرهد/ 
على أن (۵)1 هو عنصر الوحدة في '۸ . ۱ 
۱- إذا كانت ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 وه تشاکلا من ۸ إلى حلقة تامة 
'1 بحيث أن *#(1)0 . فبرهن/على أن (4)1 هو عنصر الوحدة في 8 . 


(۵-۳) مر ید من المثاليات والحلقات الخارجة 
نستمر هنا في دراستنا للمثالیات وا حلقات الخارحة . 
دعنا نتبنى » في هذه الوقع على الأقل وجهة النظر بأن احقل هو آکثر ما 
نرغب فيه من آنواع اخلقات» وربا يسأل سائل لاذا؟ قد یکون الجواب أنه 


نظرية الحلقات ۳۳۹ 


بمقدورنا أن نجري عملية القسمة في الحقل. ولذا فإن العمليات والنتائج في الحقل 
أكثر قربا من تجربتنا مع الأعداد الحقيقية والمركبة . 


بالإضافة إلى ذلك فک بين في المسألة الثانية فى مجموعة السائل السابقةء أنه 
لیس للحقل صورة تشاكلية عدا اقل نفسه أو الحلقة التافهة الخاوية عل الصفر 
فقط . ولذلك لا یمکننا تبسيط الحقل بواسطة تشاکل علیه . بأخذنا هذه اللاحظات 
بعين الاعتبار فإنه من الطبیعی أن نحاول ربط الحلقة العامة. بطريقة ما مع اخقول . 


ونسأل ماذا يمكن أن يتطلبه هذا الربط؟ إن المتوفر لدينا هى التشاكلات. 
المثاليات والحلقات الخارجة ومن هذه الأفكار سوف نصيغ هذا الربط . إن أول ما يجب 
عمله هو صياغة ملاحظات الفقرة السابقة بصورة دقيقة . والآن نسأل السؤال المحدد : 
تحت أي شروط تكون الصورة التشاكلية لحلقة حقلا؟ 


سنعطي جوابا كاملا في هذا البند للحلقات الإبدالية ولكي نعالج هذا السؤال 
فمن الضروری أن ننظر إلى عکس نتيجة المسألة الثانية الواردة في قائمة المسائل فى نهاية 
البند (1-۳). 


تمهيدية (۱-۵-۳) 
لتکن ۸ حلقه إبدالية بعنصر وحدة والتی مثالياتها هي فقط (0) و 1 
نفسها » عندگد تکون 8 حقلا . 


البرهان 
كي نيرهن على هذه التمهيدية يجب أن نوجد لكل عنصر 0جه نی 8 
عنصرا 00 في ۸ بحيث أن 30-1 . 
لذا افرض أن 0ه في ۸ . لنعتير المجموعة 
Ra={xa|x€R)}‏ 


۳۳۰ مواضيع في الجبر 


إننا ندعی أن 8۵ هی مثالى في ۸ ولکی نحقق ذلك يجب أن نبين آنها زمرة 
جزئية من ۸ بالنسبة لعملية الجمع وأنه إذا كان u‏ في 18 وا ی 5 فان ru‏ هو 
كذلك فى 83 (یکفینا أن نتأکد من أن نام في ۵ لأنه حينئذ يكون :نا ني 13 لان 


. ) ۲ 


والان إذا كان u» v‏ فى Ra‏ فان ۵ ۷۶۲ ۰ مم اه تم ين يلاه KF,‏ : 


ولذا فان 
۲۲۵ 2۲ ۲,۵ ۲,۵۲ < ۱-۳۷ 
وبصورة مشاه 


5688 وس و لصاح روس 
وبالتالى فان ه۸ زمرة جزئية جمعية في الحلقة *1 . علاوة على ذلك !دا كان في 4۸ فإن 
ru=r(r,a)=(rr, Ja€ Ra‏ 
إذن ۵ حقق جميع شروط المثالي في ۸ (لاحظ أن قانوني التوزيع والتجميع لعملية 
الضرب قد أستعملا لرهنة هذه الحقيقة) . 
ومن الفرض خد أن Ra=)0(‏ أو 2۵-12 . ولا كان 
0#%#a=1a€ Ra‏ 
فان (0)#ه۸ وبذا تتبقى لدينا الإمكانية الوحيدة الأخرىء ألا وهي 28-1 . 


ان المغادلة الآخيرة تنص على أن أى عنصر فى 8 هو حاصل ضرب 
العنصر ۸ بعنصر من 8 . وبصورة خاصة 161 وبذلك يمكن أن نكتبه على شكل 
مضاعف للعنصر 2 أي يوجد عنصر ا فی ۸ بحيث أن 92-1 وهدا يتم برهان 
التمهیدیه . 
تعریف 

یدعی ا خاي 11 في حلقة ۸ حيث ۷ مثالا اعظما idea)‏ اmaxima)‏ للحلقة 
8 ف حالة أنه لكل مثا ى نآ في ۸ حیث ۷2/15 ما أن یکون لا-1 أو نا -الا . 


نظرية احلقات ۳۳۱ 

وبعبارة آخری یکون مثالي في *1 مثاليًا أعظميًا إذا تعذر إيجاد مثالى بينه وبين 

الحلقة بأكملها. إذا أعطينا حلقة ۸ فليس هناك ما يضمن وجود أي مثالي أعظمی 

فيها!. ولكن إذا كان للحلقة عنصر وحدة فمن الممكن البرهنة على وجود مثل هذا 

المثالى وذلك باستع‌ال إحدى السلیات (2*10۳09) الاساسية فى الریاضیات. ألا وهی 

مسلمه الا ختیار. كذلك یمکن أن تحوي الحلقة أكثر من مثالى أعظمى فیها. وسنبین 
ذلك آدناه في حلقة الأعداد ل ۱ 


إلى هذا الحد نكون قد تعرفنا على القليل من الحلقات . . وبدراستنا لفكرة ما في 
العديد من الحالات الخاصة یمکننا أن نعى تماما هذه الفكرة ودوافعها. وعلى ذلك فقبل 
أن نمضي في دراستنا نختبر بعض الثالیات العظمى في حلقتين معينتين. وعندما نأق 
إلى الحديث عن حلقات كثيرات الحدود سوف نعرص جميع المثاليات العظمى فیها . 


مثال (۱-۵-۳) 

لتكن ۸ حلقة الأعداد الصحيحة. ولتكن نا مثاليا في ۸ . ولا كانت لا زمرة 
جزئية من ۸ بالنسبة لعملية الجمع فمن نتائجنا في نظرية الزمر نعرف أن لا تحوي جميع 
الضاعفات لعدد صحيح محدد ره ونكتب هذا بالشكل ,۷-00 . ونسأل الآن أى 
القیم لعدد ,1 جعل لا مثالیا أعظما؟ 


أولا : نزعم بأنه إذا كان م عددا أوليّ فان (م)=۴ مثالي أعظمی في ۸ . فإذا كان ا مثاليّ 
ف U۸‏ فان (مه)-نا لعدد صحیح ۰ ولا كان 17 6م PCG,‏ فان ,۳۸ لعدد 
صحيح" وحيث إنم عدد أولي نستنتج أن 1= رہ أوم = ,د ١‏ ۔ إذا کانم = مه فان 

۶ (00) - نا وهذا مع ا ۲ يعطينا ن۳-۷. أما فى حالة کون 1= مه فان ا٤‏ | 

وبالتالي [1ع 1۳ - ۲ لجميع العناصر ع ۲۳ ما يؤدي إلى أن 1-8 . و بدلات لا بو جد 

أي مثالی بين ۲ و 1سوی 8 و 0 نفسیهما ومنه نستنتج أن ۲ مثالي أعظمي . 


ومن جهه آخری لنفرضص أن (,) ۱۷۲ مثالي اعظمي ٤‏ . 
إننا ندعي أن مه مجب أن یکون عددا أوليّاء فلو كان مره حيث 9,2 عددان 
صحیحان موجبان فان 3(284)-11 وبذلك یکون 28 أو 1-۸ . إذا كان 7-۴ 


۳۳۲ مواضيع في ابر 


فمن السهل الاستنتاج أن 2-1 . وإذا كان 17-14 فان 267۷ وبذلك تکون 2-۳0 لعدد 
صحيح ۲ ذلك لأن میم عناصر ۷ هی مضاعفات العدد ر" . ولکن حینئذ یکون 

۸2 ومن هذا نجد أن 6-1 مما یودی إلى أن 1-ط ,=1 . وهكذا يكون ہ1 
عددًا أوليًا. 


في هذاا الشال بالذات تبدو « اال اي ياك فهي تقابل ؛ بالضبط كي 
التقابل عادة ليس صحیحا في الحلقات بصفة عامة . 


مثال (۲-۵-۳) 
لتكن 8 حلقة جميع الدوال المتصلة حقيقية القيم المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة. (انظر مثال ۵-۳-۳). ولتكن 
}0 -( )65 (66) )۱ 
من المؤكد أن ۷ مثال في +1 وار س ذلك مومشاق اعظمي في الل :2 : 
ذلك أنه إذا كان المثالي 0 جع بأ U€+M, M‏ „ فتوجد دالة (×)چ g(x)(M,U ٤‏ . 
ولان 4۱6()ع نستنتج أن #0» سین ۱ 


الان لنعرف »-(×)ع=(×)1 
عندئذ 0-0 سل ( n}‏ وبذلك تکون ۷11 (۰ . 

ولكن )2(0 عنصر في نا ما يزدي إلى أن » التى تساوي (*)ه-(*)ع تفع 
ف ا ومن هذا نحد أن []>!-»ن-1 . وهكذا فانه لأية دالة 61(*)) تكون 
(100-(۱ وبذلك نحصل على 11-1 . إذن M‏ مثالي أعظمي في 18 . وبنفس 
الطريقة يمكننا أن نرهن على أنه لأي عدد حقيقی ۲ حيث 0>۷>1 فان 
R | ۴)(=0(‏ (»)؛) ,۷۸ مثالي أعظمى في ۸ . يمكن البرهنة (انظر مسألة ٤‏ في نهاية 
هذا البند) بأن كل مثالى أعظمى في * هو على الشاكلة أعلاه. وهكذا فان المثاليات 
الأعظمية تقابل النقاط على فترة الوحدة . 


ربا لمات ۲۳۳ 
وبعد أن رأينا بعض الثالیات الاعظمية في حلقات معينة نستمر في عرض الادة . 


مبرهنه (۱-۵-۳) 
إذا كانت 1 حلقة ابدالية بعنصر وحدة و !مثالا فی ۸ ۰ فان ۷ مشالی 
اعظمي في ۸ إذا وفقط إذا كانت 18/14 حقالا . 


المرهان 

فی الا أن ۸۸ مثالي في ۸ بحيث تكون 8/14 حقلاً, لما كان ۸/۷ حقلا فان 
مثالييه الوحيدين هما (0) و ۸/٥‏ نفسه . ولكن حسب مبرهنة (۱-6-۳) يوجد تقابل بين 
مجموعة المثاليات في 10/101 ومجموعة الثالیات في ۸ التي تحتوي 34 . المثالي 24 في ۸ يقابل 
المثالي (0) في ۸/۷ بین يقابل امال + في >1 |( F/M‏ في 5/11 . وهكذا لا يوجد مثالي 
بين ۷ و غير المثاليين نفسيهما وبذا يكون × مثالياً أعظممًا. 


ومن ناحية أخرى. إذا كان ۸6 مثالیا اعظما في 8 فإنه بالرجوع إلى التقابل انف 
الذكنو معد أن 04 لا موی مثاليا عدا RM‏ و (0) . وبالإضافة إلى ذلك 5/781 
إبدالية وحوي عنصر وحدة ذلك لان ۸ تتمتع بهاتين الخاصتين. وهكذا نكون قد 
استوفينا جميع شروط تمهيدية (۵-۳.-۱) في الحلقة 8/84 . لذا يمكننا أن نستنتج من تلك 
التمهيدية أن 8/84 حقل . 


في مناسبات عديدة في هذا الكتاب سوف نستعين بهذه النتيجة عند دراستنا 
حلقات كثيرات الحدود وفي نظرية امتداد الحقول. 


مسائل 
۱- لتكن 1 حلقة بعنصر وحدة. ليس من الضروري أن تكون ۸# إبدالية » بحيث إن 
المثالين الآيمنين الوحيدين فيها هما (0) و ۸ . برهن على أن ۸ حلقة قسمة. 
۲ - لتكن ۸ حلقة بحيث أن مثالييها الأيمنين الوحيدين هما (0) و ۸ . برهن عل أنه 
إما أن تكون * حلقة قسمة أو حلقة تحوي عددًا ولا من العناصر وفيها 0-0 
لجميع العناصر 2 و نی 18 . 


۳۳ مواضيع في الحبر 


۳ لتکن 2 حلقء الاعداد الصحيحة و معددا أوليا و (م) الشالي الحاوي على 
مضاعفات م . برهن على : 
(أ) أن الحلقة (م)/2 قائل 7 حلقة الأعداد الصحيحهة قياس م . 
(ب) أن 2حقل باستعال المبرهنة ۱-۵-۳ والجزء (أ) من هذه السألة. 
6 - لتکن ۸ حلقة جميع الدوال المتصلة حقيقية القيم المعرفة على فترة الوحدة 
المغلقة. إذا كان 34 مثاليا أعظميًا في ۸ . فرهن على أنه يوجد عدد حقيقي 
1 ,0551 ببحيث إن 


1 - حراط‎ {f(x)€ R!f(Y)=0} 
حقل خوارج القسمة للحلقة التامة‎ )”7-0( 


دعنا نعيد إلى الذاكرة أن الحلقة التامة هى حلقة إبدالية 2 لا تحوي قواسم) 
للصفر أى أنه إذا كان 20-0 لعناصر 9,2 في (1 فان تار ۱-0 . تعتير حلقة الأعداد 
الصحبحة مثالا قياسيًا للحلقات التامة . 

إن حلقة الأعداد الصحيحة تتمتع بصفة مهمة ألا وهی إمكانية توسيعها إلى 
مجموعة الأعداد النسبية الى تشكل حقلا . ونسأل: هل بإمكاننا عمل الشىء ذاته لأية 
حلقة تامة؟ فيا سيان آدناه سنبيق آن هذا الامر مکن حقا. ۱ 


تعر يف 
يقال إنه بالامكان أن ندخل (6۵6۵) حلقة ۸ في حلقة "8 إذا وجد 


غمائل من 8 إلى 1۳ . (إدا احتوت R‏ على عنصر الوحدة 1 و '+1 على عنصر 
الوحدة '1 فيجب التأكيد في هذه ا حالة على أن ياخذ التياثل هذا العنصر 1 
إلى '1). 


ندعو * حلقة فوقية (ع2ذ-هعبى) أو امتناذا )extension(‏ للحلقة 
8 إذا آمکن |دخال ۸ في '2 . مدا الفهوم لفكرة الا دخال نبرهن على ما یل . 


نظرية الحلقات ۳۳۵ 


یمکن إدخال أية حلقه تامة ف حقل . 


البرهان 

قبل أن نبدا بتفاصیل البرهان نعطي آنفسنا بعض الحرية في التفکیر في حل هذه 
المسألة. فلتكن 2 حلقتنا التامة. إن الحقل الذي ننشده عامة عبارة عن جميع خوارج 
القسمة ۵/0 حيث 9,۵ فى 2 و ۶0 . 

في الحلقة 2 قد لا يكون هناك معنى خارج القسمة ۳ . إذن ماهي متطلباتنا 
في هذه الرموز 2/0 ؟ واضح أنه يجب أن نجيب على الأسئلة الثلاثة التالية : 
١-متى‏ يكون ‏ كلع 2/9 ؟ 
۲ -ماهو ‏ (0ل)+ (a/b)‏ ؟ 
۳-ماهو (لن)(طلة) ؟ 


في جوابنا على السژال الأول نقول إنه من الطبيعي أن نجعل ۵-۵۵« 


اذا وفقط إذا كان 20-6 . 


آما بالنسبة للسوالین الثاني والثالث فليس أوضح من أن نجعل 





FE. 8 a , ع‎ _ 6۵ 
و کے‎ += = 
ظ‎ 0 bd 95 ۵ bc 


في الحقيقة سنجعل من هذه الاعتبارات دلیلا لنا فیما سيأق . لهذا دعنا نترك 
طر يقة التحري ولندخل في جال الرياضيات بتقديم التعاريف والاستنتاجات الدقيقة . 
لتکن ۱۷ بجحموعة الازواج المرتبة (۵,0) حيث 9,۸ في 2 و 9۶0 (فکر 
في (2,0) وکأنها (ط/ھ ) . 
نعرف في 1 العلاقة التالية : 
(۵,ع)-(,2) إذا وفقط إذا كان 2006 


إننا ندعي أن هذه العلاقة هی علاقة تكافؤ على M‏ . کی نبین صحة ادعائنا 
يجب التأکد من استیفاء هذه العلاقة للشر وط الثلاثة فى علاقة التكافؤ وهی : 


1 مواضيع في الجبر 


۱- إذا كان (8,6) في M‏ فان (ط,ة)-(3,5) لأن ab=ba‏ 

 "‏ إذا كان (2,0) و (ل,0) في M‏ وكان (ل,ع)-(2,5) فان 2006 وعليه 
يكو ن 9-0 ا يؤدى ال آن (c,d)~(a,b)‏ 

۳ إذا كان (طرة),(0,ء),6,عء) في 11 وكان (a,b)~(c,d)‏ ,(گرع)(6,0) 
فان 320-906 ,ععله . بذا يكون 02006 وحيث إل 96220 
نستلتج أن 207-006 . وحيث إن 2 إبدالية يكون لدينا 200-060 
ولا كانت < حلقة تامة و 1۶0 فانه ينتج من ذلك أن »28-0 ما يؤدي إلى 
أن #,ع)-(0,ة) وتکون العلاقة متعدية . 


الآن دع [ط,ة] يرمز إلى فصل التكافؤ الحاوي على العنصر (2,0) ولنرمز 
بالحرف ۴ لمجموعة فصول التكافؤ [2,0] حيث 6,8 في 1 ,0۶0 . هذه المجموعة 
۴ هی مرشحنا للحقل الذي ننشده. كي نجعل من ۴ حقلا يجب أن نعرّف عليه 
عمليتى جمع وضرب ثم نبين أن هاتين العمليتين تحققان شروط الحقل . 


آولا : نبد بعملية الجمع مسترشدين بها تحریناه في بداية البرهان فنعرف 
[لط ,06 +20] = [a,b] +[c,d]‏ 
لا كانت 2 حلقة تامة و920 ,3۶0 فان 0۶0 ما يجعل العنصر 
[9ط ,20+06] في ۴ . الآن نزعم أن عملية الجمع هذه حسنة التعريف. بمعنى أنه إذا 
كانت ['ط,'3]>-[طرة],[ “ل 'ء] > [ل,ء] فان [a,b|+[c,d]=[a',b']+[c',d'[‏ . 
ولكي نری ذلك لاحظ أن ['3',5]-[ط,3] تعطينا 'aط= ab’‏ 
وأن ['ل,'»]-[0,ء] تعطينا "۰-06 . الواجب علينا استع‌ال هذه العلاقات لتبيان أن 
[a,b]+[c,d] = [a',b']+[c',d']‏ . 


وبالرجوع إلى تعريف عملية الجمع؛ نجد أننا يجب أن نبرهن على أن 
[ad+bc,bd]= [a’d'+b’'c',b'd’']‏ . 


نظرية الحلقات ۳۳۷ 


آو بون متكا أن +b)‏ )0۵ ۵0+00(۳/۵) . واستناداً إلى أن 
"22 20 و = ۰0 نحصل على : 

(ad+bc)b'd = adb'd'+bcb'd = ab'dd' ۵ 

- ba'dd'+bb'de' = bd (a'd'+b'c') 
والمتساوية الأخيرة هي التي كنا ننشدها.‎ 


من الواضح أن (0.0] يقوم مقام العنصر الصفر ي في عملية الجمع و [ط,ه-] هو 
المعكوس الجمعي للعنصر [ط,ة] . ومن السهل التحقق من أن ۴ زمرة إبدالية بالنسة 

الان تون عملبة الضرب في ۳ . هنا أيضا نستفيد نما ذكرناه آنفا في 
الرهان فنعرف [4,»][ط,a]‏ على أنه [0ط,ع2] . كيا هی الحال في عملية الجمع 
هنا أيضا 40ط لأن 0 و0720 ما يجعل [36,50] في ۴ . باتباعنا 
خطوات مشابهة لما عرضناه في عملية الجمع يمكن البرهنة على أنه إذا كان 
[c,d]=[c',d'],[a,b]=[a',b 1‏ فان [a,b][c,d]=[a’,b'][c',4']‏ 


في الحقيقة أنه بالامکان البرهنة على أن العناصر غير الصفرية في ۴ (أي جميع 
العناصر [3,5] حيث 270 ) تكون زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الضرب وعنصر الوحدة 
فيها هو [4,0] ,[ع,0]-١‏ [ل,ع] (إن العنصر [ع,3] ينتمى إلى ۴ وذلك لأن 0عبه ) . 


إن التحقق من تع ۴ بخاصية توزيع الضرب على المع مر رتیب نترکه 
للقاریء . 

كل ما بقی علینا الآن هو تبیان إمكانية ادخال ٥‏ فی ۴ . ولاجل ذلك سنقدم 
مان لا محددا من 2 إلى ۴ E‏ آن نعمل هذا لاحظ ولا أن للعنصر ین : 
٤ y0, ×۶0‏ 10 يكون [,yھ]=[×,×م]‏ أن (ax)y=x(ay)‏ « ت للعنصر 
32,71 ] بالعنصر 31 . 
الان عرف ۵:۳۳ على النحو [2:1]<-(۵)2 لكل عنصر د في 2 . نترك للقاریء مهمة 
التحقق من أن + تماثل من 2 إلى ۴ وأنه إذا كانت 8 تحتوي على عنصر وحدة 1 
فان (۵)1 هو عنصر الوحدة في ۴ . بذلك نكون قد أتممنا برهان المرهنة . 


۲۳۸ مواضيع في اجبر 


یطلق على الحقل ۴ حقل خوارج القسمة (16815]مناو 04 11600) للحلقة 
التامة 5 . ٤‏ حالة کون 5 حلقة الاعداد الصحيحة یکون اخقل ۲ بطبعية اخال حقل 
الأغقاة السسية: 


نياك 
۱ - برهن على أنه إذا كان 
[/ط,'ة]-[طرة] ب[,ع]<[6۵] 
فإن [a,bj{c,d]=[a’,b']{c',d']‏ 
۲- برهن قانون التوزيع في ۴ . 
۳ برهن على أن التطبيق ۳-«1-ه العرف على النحو [2,1]-(۵)۵ هو تمائل 
من 2 إلى ۲ ۱ : : : 
٤‏ - برهن على أنه إذا كان × حقلا ما يحوي 7 فإن × يحوي حقلا جزئیا ثماثلا 
للحقل ۴ . (مهذا ا معنى نعتب ر ۴ أصغر حقل يحوي «1) . 
ه* ‏ لتکن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. تدعى المجموعة الحزئية غير الخالية 
5 ف ۸ نظاما ضربيا إذا 
دب کات الط شو سار جل التق ارج 
۰ - كان العنصران رو وروی 5 فيجب أن یکون یردق 5 . 


لتكن ۷1 جموعه الازواج اطرتبه (۲,۹) حيث ۲ في 4 و دی ۳۹ 
ف ۷1 عرف العلاقة (2',52)-(2,5) إذا وفقط إذا وجد عنصر 


و في 5 بحيث إن 


5 )۲5 5۲۳ ( 20 


۱( برهن على أن العلاقة أعلاه هی علاقة تکافو على 1/1 ۱ 
لنرمز إلى فصل التکافو للعنصر (۲,۶) بالرمز [7,5] ولتکن ٩,‏ مجموعة فصول 
التکافو . في .1 عرف 


(1S, [FIS] = [FS ارگ کی کر(‎ 


ایک قرب کاردا ال کب ۲ 
(ب) برهن على أن عمليتي الجمع والضرب أعلاه حسنتا التعریف وأن 
,+1 حلقة بالنسبة إلى هاتين العملیتون . 
(ج) هل بالامکان إدخال 8 في ؟ 
(د) برهن على أن التطبیق ۵:۲1 العرف على النحو [ذ,رقة]-(0)3 هو 
تشاكل من ۸ إلى ,1 ثم أوجد نواة 4 . 
(ه) برهن على أن هذه النواة لا تحوی عنصرً من 5 . 
(و) برهن على أن أي عنصر على الصيغة إرة,ر؟] (حيث ,رف 5 ) 
ي ,۸ له معكوس ضربي في R,‏ . 
لک 5 حلقة تامة و 6,2 عنصرين 5 قل I‏ أن "دفوو 3۳-0۳ 
حيث ,0 عددان صحیحان موجبان أوليان نسبيا. برهن عل أن طح . 
۷ لمكن 1 خلقة: قد تكون غر ابدالية وفیها ۷-0 تقتضی أن الدع أو 
0= . إدا كان 0,2 ٤‏ 8 وکان 2-0۳ و "2۳20 حیث 59 عددان 
صحيحان موجبان أوليان نسبياء فيرهن على أن 0<ه . 


(۷-۳) الحلقات الإقليدية 


ان ما یقودنا ال دراسه نوع الحلقات 8 هدا الت هو وحود العديد من 
الامثلة الحية علیها مثل حلقة الاعداد الصحیحتة آعداد جاوس الصحيحة 
)Gaussian integers)‏ (بند ۸-۳( وحلقات کشرات الحدود (Polynomial rings)‏ 
زالتد ۹-۳ 2 إن تعر يف هد | النوع من الاقات مت ليشتمل عل الخواص المميزة 
للحلقات الثلاثة المذكورة أعلاه . 


يطلق على احلقه التامة ٩‏ إسم حلقة إقليدبة (عnاr )Euclidean‏ ادا كان لا 


عنصر 270 ل ۸ يوجد عدد صحيح غير سالب (0)/2 بحيث إنه 


۲۶۰ مواضيع في ابر 


۱ - جميع 1 ,ط ي ۸ » کلاهما غير صفري یکون (۵)2(>۵)29 . 
١‏ - لأي عنصرین 3,ط في ۸ » كلاهما غير صفري, یوجد عنصران ۲,۲ في ۸ 
بحیث ال 23-۲ حيث 0= أو (ط)نل > (/0 : 


لاحظ أننا لى نعرف (0)0 . إن حلقة الاعداد الصحيحة هي مثالنا الأول على 
الحلقات الإقليدية حيث (0)3 تساوی القيمة المطلقة للعدد 2 . في البند القادم سنری 
أن أعداد جاوس الصحيحة هي مثال اخر على الحلقة الإقليدية . ومن هذه الملاحظة 
ونتائج سنثبتها في هذا البند سوف نيرهن إحدى المبرهنات العريقة فى نظرية الأعداد 
المنسوبة إلى فرما (Fermat)‏ , ألا وهي آن اي عدد أولى على الصيغة 40+1 يمكن كتابته 
نبدأ موضوعنا با يلي : 


ميرهنة (۱-۷-۳) 
لتك ۸ حلقة إفلبدية وك مثالبي في 1 › عندئد يوجد عنصر ره ۸ بحيث 
إن ۸ نحوي بالضبط جميع العناصر على الصيغة «رة حيث » في ۸ . 


الرهان 

إذا احتوت ۸ على العنصر 0 فقط فضع 0-,ه وتكون البرهنة صحيحة في هذه 
الحالة. وهكذا يمكننا الفرض أن (۸۶)0 وبذلك يوجد عنصر 2*0 فى ۸ . 
اختر رھ في ۸ بحيث إن (م0)2 هو أصغر ما يمكن . (یمکننا عمل ذلك لأن 4 يأخذ قي 
صحيحة غير سالبة) . 


نفرض أن ه في ۸ فبالرجوع إلى خواص الحلقات الإقليدية یمکننا إيجاد عنصرين 
)واي #8 بحيث إن ۲+ردا<ه حيث ۲-0 أو ((0)7(>0)30 . لا كان ,هھ 


٤‏ ۸ وه مثالى في 8 فإن مدا في ۸ ما يؤدى لآق ,2-18 فى لم 
ولكن ,هتسه لذا فان ۲ في ۸ . إذا كان #0 فان (30)ك>(م)ل 


نظرية الحلقات ۲۳:۱ 


ما يعطينا عنصرا :في ۸ تکون قيمة الدالة 4 له أصغر من قیمتها للعنصر 
رھ وهدا يناقض اختیارنا للعنصر مد في ۸ . ونتيجة لذلك يجب أن یکون ۲-0 و م2۵ 
ما يثبت المرهنة . 


فیا سیأتی سنستعمل الرمز (3) ليرمز إلى المخالي (۸٤×|ه»)‏ الحاوي على جميع 
مضاعفات 3 . 


تعریف 

یطلق على اخحلقه التام 4 ۴ بعنصر وحدة إسم حلقه رئيسة الشالي 
)Principal ideal ring)‏ ادا كان أي مثالىي 4 ی ۴ هو من الصيغة (2) لعنصر ما 
فق 1 . 


بالاستناد إلى المبرهنة (۱-۷-۳) فإنه یکفینا أن نثبت وجود عنصر وحدة فى الحلقة 
الاقليدية کی تكون حلقة رئيسة المثالى . وقبل أن نفعل ذلك نود أن نشير إلى أنه ليست 
كل حلقة رئيسة المثالي هي حلقة إقليدية (أنظر: 
Motzkin, ۲۰ “The Euclidean Algorithm.” Bulletin of the American Mathemati-‏ 


cal Society, ۷۵۱.۹5 (1949), 1142-1146. 


كل حلقه إقليدية حوى عنصر وحدة . 
الرهان 


لتكن ۸ حلقة إقليدية, إن ۸ بدون شك مشالي في ۸ . لذا فان (رں)=R۸‏ 
لعنصر ما ,نافي ۸ حسب المبرهنة (۱-۷-۳). عندئذ يكون أي عنصر في ۸ 
مضاعفا للعنصر و إذن. وبصفة خاصتة. ناديد لعنصر ماء في 8 . 
(دا كان 2 في ۸ فان مد«<ه لعنصر ما × في 8 وبالتال فان 
=× = (عرu)×‏ = >(26<)۷ . هکذا نکون قد بینا أن » عنصر الوحدة النشود. 


:۲ مواضیع أي اجب 


وجد عنصر » في ۸ بحیث أن 9-8 . سنستعمل الرمز «|: ليعني أن 2 نقسم ا 
والرمز طا | هليعنى أن هلا یقسم ١‏ . 


ملاحظة 
١‏ - ادا كان 2۱۲ وه فان 2۱6 . 
۲ ادا كان ۱0و ع|2 فاد (ءع+ط)|3 . 
۳ إذا كان 25 فإن ×ط | a‏ لكل «ق 5 . 
إن برهان الملاحظة أعلاه بسيط جدا لذا قررنا حذفه . 


إذا كان 2,ط في ۸ فيقال لعنصر ٩‏ في ۸ إنه قاسم مشترك أعظم 
)greatest common divisor)‏ للعنصرين 9,۵ إذا 
1 كات dla‏ و 6 |4 ۱ 
۲ كلما كان ما و لاا» فان 0 . 


, 5.3 


تهيدية (۱-۷-۳) 
لتکن ۸ حلقة إقليدية عندئذ لاي عنصرین 6,3 في ۸ یوجد قاسم مشترك 
اعظم ك > وفضلا عن ذلك » طم+ةة-0 حيث ,۸ عنصران في ۸ . 


المرهان 


لتكن ۸ مجموعة جميع العناصر على الشكل :+۲۸ لجميع العناصر :,5 في 
8 . إننا ندعى أن ۸ مثالي في ۸ . ولإئبات ذلك نفرض ,۷۲ في ۸ فیکون 


نظرية الحلقات ۱:۳ 


,3+5 =× و طرو+ ةر -لاز وبذا يكون ۳ ,)+ ,± ,)= +× في ۸ . وبصورة 
مشامه نرى أنه لاف عنصر دا فی R‏ يكون Jb‏ كنا) 3( ٤ ux=u(r,a+s,b) = (ur,‏ م . 


لا كان ۸ مثالیا في 8 فبالرجوع إلى المبرهنة (۱-۷-۳) يوجد عنصر 4 فى 
۸ بحيث كل عنصر في ۸ هو مضاعف للعنصر 4 . ولكون 4 في ۸ فان 
طسر+ة2-ل لعنصر ین 2و ی ۸ . . والان نستعین بنتيجة الرهنة (۱-۷-۳) والق تنص 
على أن 1 تحتوى على عنصر وحدة ما يؤدى إلى أن 2-0 ۸ و 00+۱-طاني ۸ 
. ينتج عن ذلك أن 0,۵ مضاعفان للعنصر 4 أي أن 013,415 . 


نمرضص . آخمرا آن ۱ و ۱9 قد ۵ و طبراء ما يؤدى إلى أن 
© يقسم +۸۵۸ أي ۵ . وهکذا نری أن ل تتمتع بجميع صفات الاسم سا 
الأعظم مما يكمل برهان التمهيدية. 
تعريف 

لتكن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. يطلق على عنصر « في ۸ سم وحدة 
اانا في ۸ إذا وجد عنصر ط ف ۸ بحيث أن 20-1 . 


لا خلط بين التسميتين وحدة في ۴۸ وعنصر وحدة في 1 . فالوحدة في حلقة هى 


تمهيدية (۲۷-۲) 
لتكن *1 حلقة تامة بعنصر وحدة وافرض أنه لعنصرين ,ظط فى ا حلقة 
6 و ۱ عندئد ub=هھ‏ حيث نا وحدة ف > . 


البرهان 
لما كان 2 فان 6-8 لعنصر ما × 2 ۶ ولما كان 2 فان او=ه لعنصر 


4¢ مواضيع في الجير 


ما لافي R‏ . وهكذا يكون ط(ر×)=(طر)×=(ط ولكن ۸ حلقة تامة ما یمکننا من حذف 
العنصر ا لنحصل على ۷-1 أى أن 1 وحدة في ۸ ,طار=ه مما يكمل برهان التمهيدية . 


تعریف 
لتکن ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة . يقال عن عنصرین 9,۵ في ۸ إنہ) 
شر یکان (3550215) |ذا كان هنعط لوحدة ما دق ۶ . 


إن علاقة المشاركة هی علاقة تكافؤ (مسألة ۱ في نهاية هذا البند) . کذلك لاحظ 
انه نی القة الاقليدية کل قاسمین مشترکین اعظمین لعنصرین معینین هما عنصران 
شر یکان (مساألة ۲) . 

إلى هذا الحد من دراستنا للحلقات الاقليدية ۸ نستعمل الشرط الأول في تعریف 
تلك الحلقات وهو (0)3(>0)36 عندما #0( . والان فقد حان الوقت لاستع‌ال هذا 
الشرط في برهان التمهيدية التالية . 


تمهيدية (۲-۷-۳) 
لعکن ۸ حلقة إفليدية و3 R Jb,‏ , ذا كان 0 وهو لیس وحده ى 
٩‏ فان d(a)<d(ab)‏ . 


الرهان 

اعتمر المثالى (61 | ۵) <()-۸ ي .R‏ 

باستی ال الشرط الاو ل للحلقة الاقليدية نحصل على (۹)2(>462 
حيث ۶0 في 1 . وهكذا تکون قيمة ل للعنصر 2 هي أصغر قيمة ها لجميع 
عناصر ۸ . 


ومن الواضح أن 0ه في ۸ فلو كان (0)2-(4)00 فبالعودة إلى برهان مبرهنة 
(۱-۷-۳) نستنتج أن كل عنصر في ۸ هو مضاعف للعنصر 30 ذلك لأن قيمة ٩‏ 


نظر یه الحلقات ۵ ۶ ۲ 


للعنصر اة هی آصغر ما یمکن لعناصر ۸ . وبذلك وعلى الخصوص يجب أن یکون 
العنصر a‏ في ۸ مضاعفا للعنصر 30 أي أن «0ه-ه لعنصر ما في ۸ . ولکننا فى حلقة 
تامة فنحصل على ۱۲-1 . وهکذا یکون ط وحدة في ۸ ما يناقض الفرض . وهذا یقودنا 
إلى أن (طه)ل>(0)32 . 


تعر يف 

لتكن * حلقة إقليديةء يطلق على عنصر × إسم عنصر أولي 
(prime element)‏ ف 5 إذا كان 7 ليس وحدة في ۸ وعندما يكون 7-0 حيث 
3 في 1 » فانه ما أن يكون 2 أو ط وحدة في ۸ . 

لذا يمكن القول بان العنصر الأولى في 1 هو العنصر الذي لا يمكن تحليله 


بصورة غير تافهة في 1 5 


تمهيدية ٤-۷-۳(‏ ) 
لتكن ۸ حلقة إقليدية » عندئذ أي عنصر في ۸ هو إما وحدة في ۸ أو يمكن كتابته 
على هيئة حاصل لضرب لعدد منته من العناصر الأولية في ۸ . 


الرهان 

سيكون البرهان بالاستقراء الریاضی على (0)3 
إذا كان (0)1-(4)2 فإن 2 وحدة في ۸ (مسألة ۳) وبذلك تكون التمهيدية صحيحة فى 
هذه الحالة . 


الآن نفرض أن (0)2(<0)1 وأن التمهيدية صحيحة لجميع العناصر × 
في 8 بحيث (۵6(>0)0 . نود أن نيرهن على أن هذا الفرض يجعل ه مق لزعم 
التمهيدية . هذا ما سيكمل الاستقراء ويبرهن التمهيدية . 

إذا كان ۾ عنصا أوليًا عندئذ يتحقق استنتاج التمهيدية في هذه ال حالة. لذا 
فلنفترض أن 8-06 حيث ره ليسا وحدتين في ۸ . بالرجوع إلى تمهيدية (۳-۷-۳) 


۳:1 مواضيع في الجر 


. J(c)<d(bc)=d(a) و‎ d(b)<d(be)=d(a) 


وناستی‌ال قر صیه الااستش اء یمکن کتابه العنضر ین بوعل شكل حاصل 
ضرب عدد منته من پیش ات الأولية R ٤‏ أى أن b=...‏ 
و 7 7۲:۰۰ حیث ,7 «>>1 و 7 «>ز>| عناصر أولية في 18 . وكنتيجة ما 
مسق نحصل عل .7۲ ...1,77۲ .7۰ 3206-7۲ ودا یکون 2 قد کتب على هیئه 
حاصل ضرب عناصر اولية في ۸ ما یکمل البرهان . 

فى ا خلقة الاقليدية ۸ يقال عن عنصرین «,ط فی ۸ ابا آولیان نسبيا 
prime)‏ باعبناداعی ادا كان قاسمهها ا مشترك الأ عظم وحدهة ق 1 . 

وحيث إن كل شريك لقاسم مشترك أعظم هو أيضا قاسم مشترك أعظم 
ولأن 1 شريك لأية وحدة فعندما يكون 6,2 عنصرين أوليين نسبيا يمكننا الفرض 


أن 1[ -(2)3,2. 


تمهيدية (۷-۳-) 
لتكن ۸ حلقه إقليدية ولنفسرض آنه للعناصر ۶ > 5ظ > ع فى R‏ ع اه 


و[ ((,8) تدك e‏ . 


الرهاد" 

كا رأينا في تمهيدية (۱-۷-۳) فان القاسم الشترك للعنصرین 0,۸ يمكن کتابته 
على الصيغة +۸۵ . وهكذا وبالفرض تحصل على اعام+۸( . وبضرب هذه 
العلاقة بالعنصر ‏ تنحصل على »حتطام+20( . والان عفذ|ه و عطبراج لأن a|bc‏ 
بالفرص . إذن 6-(2|)2۸6+۸۳۵ وهذا الذي نرید إثباته في التمهيدية . 


الاولية في حلقة الأعداد الصحيحة . إذا كان 7 عنصرً أوليا فى 3,12 أى عنصر فى ۸ فانه 


نظریه الحلقات ۷ ۲ 


إما | أو 1-(2,۵) . لأنه» وعلی امخصوص. (:,7) یقسم > لذا يجب أن یکون اما × 
أو | (أو أي وحدة) . ادا كان = (7۲,۵) فيكو ن حرء من ادعاتنا صحیحا.و اذا كان 
7=(,) ۰ وحيث إن 5,2(|3) نستنتج أن 213 ويكون الجزء الآخر من ادعائنا صحيحا 
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ایضا. 


تمهيدية (۷-۳-) 
اد کال 7۲ عنص | اقب ف حام 4 افلیدبه R‏ و 7159 حيث 2 ف RK‏ فان 


7 یقسم أحد العنصرین 2 أو طا على الأقل . 


الرهان 
تفرش أن 7 لا يقسم 4 عندئذ 1-(7,2) باستخدام تمهيدية (۵-۷-۳) 
تسد أن |7. 


ادا كان 7 عنصا أوليا فى حلقه إقليدية ۸ و ...2۵,۵ فان 7 يقسم على الأقل 
عل E‏ 9ود.. رهوگ . 


الآن نستمر في مقارنتنا بين العناصر الأولية والأعداد الأولية فنبرهن على ما يلي . 


ميرهنة (۲-۷-۳) (مرهنة التحليل الوحيد unique factorization theorem‏ ( 


لعکن 1 حلقه إقليدية و 2 عتضر] ليس وحدهء ی 8 . ولتفرضن آن 
م۰۰۰7 17 ۰۰۰7 7,7 2 حیت؛77 و 7عناصر أولية ف 7 . HASSE‏ 


وكل ۰۶ ”5ا15 شريك لاحد العناصر ۰7 1>[>17 والعکس بالعکس کل 
شر یك لأحد العناصر ف 


الرهان 
بالنظر إلى العلاقة 7...7 7= ...2277 ول أن 777۰.۰7 
نحل آن ۰۰ ۳۱| ۳۱ ۰ بالااستعانة بتمهيلية ( ۷( جب أن يقسم 2 


۳:۸ مواضيع في الجبر 


آل العناصر 72 ولكن yT,‏ '7عنصران أوليان ٤‏ + (دد 7 =u‏ 7 حیت U,‏ 
وحده ۴ .R‏ 


وهكذا يكون يي ارو DTT.‏ 77 ۰.77.7 
وباختزال ,7 من الطرفين نحصل على ' اا ا اق ا 


بإعادة ما سبق بالنسبه للعنصر ر فانه بعد 8 من الخطوات يؤول الطرف الأيسر 
إلى العنصر 1 أما الطرف الأيمن فيصبح حاصل ضرب لعدد معين من ': (وهو 
زيادة : على 2 ). هذا سيحتم کون :> لأن العناصر 7 ليست وحدات . 


وبالطريقة نفسها نجد أن > مما مجعل ۰-۳ . فيهما سيق بينا أيضا أن كل 
عنصر ,له شريك )7 والعكس بالعكس . 


بضم مهيدية (1-۷-۳) ومبرهنة (۲-۷-۳) نحصل على ما ی 
إن أي عنصر غير صفري في حلقة إقليدية ۸ إما أن يكون وحدة أو يمكن كتابته 
بصورة وحيدة (إلى حد علاقة ا مشاركة) كحاصل ضرب عناصر أولية في ۸ . 


ننبي هذا البند بتعيين جميع المثاليات الاعظمية في الحلقة الاقليدية . ففى مبرهنة 
(۱-۷-۳) برهنا على أن أي مثال ۸ في حلقة إقليدية 8 هو على الصيغة 
(۸<)۵ حيث (52|561) )a,(=‏ . ونسال الآن + ما هي الشر وط الواجب توافرها 
في رة لتضمن أن ۸ مثالي أعظمي في ۸ ؟ نجيب على هذا السؤال فيا يل 


تمهيدية (۷-۷-۳) 
يكون المثالي (ه)-۸ مثاليًا اعظمیا في ا حلقة الاقليدية ۸ ذا وفقط إذا كان 
,3 عنصا أولنا ى .R‏ 


نظرية امحلقات ۲٩‏ 


الرهان 

اولا نبرهن على أنه إذا کان ره عنصرا ليس أوليًا فان (مه)-۸ لا يكون مثاليا 
اعظما في ۸ . ومن أجل ذلك نفرض أن ۳۰-,ه حيث ۲ب فی ۸ ولیس ای منهما 
وحدة في 8 . لیکن (ط)=8 فمن الواضح أن 68, ما يؤدي إلى أن ۸۳8 . نحن 
ندعي أن 8عدهم وأن B#R‏ . 


إذا كان 8-8 فان 168 ما يؤدى إلى أن 1-0 لعنصر ما × فى ۸ وهذا يجعل 
م وحدة في ۸ مما مخالف الفرض . ومن ناحية أخرى إذا كان ۸=8 فان لم-8»ط » 
حينئذ ,۱-2 لعنصر ما × في ۸ . ولكن 6ح رة ما جعل ,دع -رة وهدا يؤدي إلى أن 
6-1« أى أن » وحدة فى ۸ ما يناقض الفرض . إذن 8 لا تساوي أيا من ۸ أو 5 
ولأن ۸ نستنتج أن ۸ لا يمكن أن تكون مثاليا أعظميًا في ۸ . 


وبالعکس. نشرض أن وة عنصمر أوليا في ۸ و تآ مثالي في 1 بحيث 
15 (,۸<)2 . بالاستعانة بمرهنة (۰0۱-۷-۳ (,ن)- نآ ولكن 
(م1) -11 4٤ھ‏ ما مجعل مره لعنصر ما × في 5 . بید آن 2 عنصر أولى في 1 نما 
يؤدى إلى أنه إما ‏ أو من وحدة فی ۸ . إذا كان روحدة فی ۸ فان ۲1-1 (انظر 
مسألة 6). ومن ناحیه أخرى ادا كان × وحدة R ٤‏ فان 1 8 والعلاقة ×= 
تھی رھ" ×=رں ما مجعل رد فی ۸ لان ۸ مشالی فی ۸ . هذا يقتضي أن UCA‏ 
ومع ل٤۸‏ نستنتج أن ۲1-۸ . إذن لا يوجد مثالي فعلی في ۸ ما بين ۸,۸ . وهذا 
یعنی أن ۸ مثالي أعظمي في 5 . 


مسائل 
۱- في حلقة إبدالية بعنصر وحدة برهن على أن العلاقة ه شريك هى علاقة تكافؤ. 
؟ ‏ في الحلقة الإقليدية برهن على أن أي قاسمين مشتركين أعظمين لعنصرين 
۵ شر يكان . 
۳- برهن على أن الشرط الضروری والکانی لكون عنصر ه وحدة في حلقة |قاىدية 
هو أن يكون (0)1-(0)32 . 


0۰ مواضيع في ابر 


ات بره على أنه ف الخلقة الإقليدية يمكن إتجاد (2,0) بالطريقة التالية : 
۷ حيث (0)1(>003 
۳1 و>-ة » حيث (0)1,(>001 


d(r,)<d(r,) حي‎ ۰۲۱۰ 


لا سد 
و(3,6)-] 
۵ - برهن على أنه إذا احتوى مثالى نا في حلقة *1 على وحدة من فان 11-18 . 
5 - برهن على أن الوحدات في الحلقة الإبدالية بعنصر وحدة تكون زمرة إبدالية. 
۷- إذا كان ه.6 عنصرين فى حلقة إقليدية ۸ فنعرف مضاعفههما الشترك الأصغر 
)leaَst common multiple)‏ على اه عنصر 0ح ٤‏ ۶ بضیت 26 و 9۱6 ¢ وادا 
كان × في ۸ بحيث ×|ھ و ۵۲ > فاد *|»© . برهن على أن أي عنصر ين في حلقة 
إقليدية ۴ هما مضاعف مشترك أصغر في ۸ . 
۸- افق السأله (۷) إذا رمزنا للمضاعف الشترك الاصغر للعنصر‌ین ۸ و بالرمز 
[۵۰] فرهن على أن (طرة)/طة [طرة] . 


(-8) حلقة إقليدية خاصة 


ما لا شك فيه أن التجريد في الرياضيات يكتسب قيمة وأهمية عند تخصيصه 
لثال محدد فيكشف لنا ملامح جديدة من ذلكم الثال . ومن أجل ذلك سنخصص فكرة 
الحلقة الإقليدية على حلقة معينة ألا وهی حلقة أعداد جاوس الصحيحة. وبتطبيق 
النتائج العامة التي حصلنا علیها عند فآ ها للحلقات الإإقليدية على أعداد جاوس 
الصحيحة نحصل على ميرهنة مهمة في الأعداد الأولية منسوبة للعالم فرما )۴١۲۳۵۲(‏ . 


لتکن [2]1 مجمموعة کل الاعداد السرکبة الق غل الصيغءة 8 +ؤاسيث 
د.ا آعداد صحيحة . تکون الجموعة [7]1 حلقة تامة بالنسبة إلى عملیتی جمع وضرب 


نظرية الحلقات ۲۵١‏ 


الأعداد . الركية المعتادتين ويطلق على هذه الحلقة إسم حلقة أعداد جاوس 
الصحيحة (ring of Gaussian integers)‏ . 


إن هدفنا الأول هو بيان أن [21 حلقة إقليدية . ومن أجل ذلك يجب علينا أولا 
أن نعرف دالة ()0 على جميع العناصر غير الصفرية في [2]1 والتي تحقق ما يلي : 
١‏ - إن («)0 عدد صحيح غير سالب لكل 0« في [2]1 . 
۲- (10(>060 لكل 220 في [2]1 . 
۳ لكل عنصرين ,۲ فى [2]1 يوجد عنصران :,: في [2]1 بحيث +#+داعم 
حيث ۲20 أو d)r(>d)u(‏ . 


سنعرف الدالة ٩‏ کہا يى: 
إذا كان x=a+ bi‏ » فان 2ط + d)x)=a?‏ , 

إن تعريف (0)2 هذا يحقق من دون شك الخاصة أو الحقيقة أنه إذا كان #0× 
فان 4)8(<1 . کا هو معروف إنه لأي عددين مركبين ۲,۲ (ليسا بالضرورة 
٤‏ [7]1 ) يكون (0)(06-(00 . وإذا كان هذان العددان في [2]1 وكان 
0 فان 00۷(<1 ما يجعل (3)x×(1>d)x()y(=d)>y=(×)ل‏ وهذا يبين أن الشرط الثاني 

بترکیز جهدنا الآن لاثبات صحة الشرط الثالث في [2]1 للدالة ه وسیتم هذا في 
برهان المرهنة التالیه : 


مرهنة (۱-۸-۳) 

ا حلقة 7/:1 حلقة إفليدية . 
الرهان 

کا أشرنا فى شرحنا أعلاه يكفينا لاثبات مرهنة وا اثبات آنه 
لكل عنصرين ۷ في [2]1 يوجد عنصران ,۲ في [2]1 بخضیث ۲+×ا=ر حيث 
۲-0 أو d(r)<d(x)‏ . ظ 


YoY‏ مواضيع في ار 


از بإئبات ذلك في حالة خاصة وهي عندما يكون ١‏ أي عنصر في (7]1 
ولكن :يساوي عددا ۳ موجا ۵ . لنفرضص أن ۷۵۲ ۰ باستع‌ال خوارزم 
القسمة لحلقة الأعداد الصحيحة يمكنا إيجاد عددين صحيحين موجبين ,۷ 
بحيت ۸20 ,6-7849 حیث ‏ ,۷ عددان صحيحان يحققان 
> | ,۷۲| , > | ۱۷ لیکن]۷+ا<) , ۷+ نادم عندئد 

=(utvi)jntu +v 1-1131‏ ال 179 )+ y=a+bi=un+u,‏ 
وحيث إل 
(ه)ل-2م> +v? > E + A‏ تناد( «جر )۵( 
فاننا مهدا نکون قد برهنا في هذه الحالة الخاصة على أن ۷-00+7 حيث ۲-0 
أو d(r)<d(n)‏ . 


الان نعالج الحالة العامة: ليكن ۷,۰۶0 أى عنصرين ۰2 عندئذ 
یکون :2 مساویا لعدد صحيح موجب ١‏ حيث × هو المرافق للعدد المركب × . 
باستخدام ما ائ اء في الفقرة أعلاه بالنسبة للعنصرین ۰,۷ نری أنه یوجد 
عنصران ۲,۲ في []7 بحيث 12-104۲ حيث ۲20 أو (4)0(>0)8 . عند 
الشتعو یض عن 2 بالعنصر > نحصل على d)y>-)xx×(>d)۸1(= d)××(‏ 
و باستخدام العلاقتين (2(002- )0072-0-0 و (002(00 )ل نحصل 
على (0)9-1(0)(>0)(005 . ولكن ۶0× لذا تكون (5)ل عددًا موجبًا یمکن لقسيم 
طرق التبايتة عليه ففحصل على (×)ل>(×ا-ر)ل . الآن نلكتب :+۷۷۲ 
حيث »۷-0-,؟ فتكون 0,: أو (0):0-0)09-1(>005 . هكذا نكون قد أكملنا برهان 


هذه المرهنة. 


بعد آن برهنا خل آن [211 حلقة إقليدية أصبح بإمكاننا أن نستعين بجميع 
التتائج التي حصلنا علیها عند دراستنا للحلقات الاقليدية فنوضفها ف دراسة 
احلقه [711 . 


مهيدية (1-80) 

لیکن م عددا صحیحا ا ولنفرض أنه لعدد صحيح ما © أولى بالنسبة 
للعدد م يمكننا إجاد عددین صحیحین ۲,۲ بحیث م۳۷۹2 عندئذ یمکن 
كتابة م على هيئة حاصل جمع مربعي عددين صحيحين أي أنه يوجد عددان 
صحيحان 9,2 بحيث إن “©2+6وحم . 


الرهان 

ما لا شك فيه أن حلقة الأعداد الصحيحة حلقة جزئية من [2]1 . لنفرض 
أن العدد الصحیح 0 عنصر أولى 58 ۱۱۱ . ولکن cp=x*+y*=(x+yi)(x—yi)‏ 
ما يؤدي إلى أن (نر+|م أو (ذرمامق [2]1 (عهيدية *-/ا5). إذا كان 
(او+×)|ر فان را )معا مما بوديی إلى آن ۷-۷ ,لامدبر لذا فان 
م تقسم ۲-۷ آیضا. ولکن حينئذ -((۷-(:(+|*7 ونستنتج من هذا 
أن »| م ما یناقض الفرض . وکذلك الحال عندما («-)|م . 


نستنتج ما سبق أن م لیس عنصرا أوليا نی [2]1 وهذا یقودنا إلى آن 
p=(a+b1)(g+dı)‏ 
حيث 2+0 ,01+ع عنصران في [:71 ليس أي منبا وحلة في [2]1 . وهذا يعنى 
أن 2+0 ,01+ (انظر مسألة؟). من (۵+ع)(ز+۵)-م | 
نحصل على (3-1()8-01)-م فيكون 
„p7 =(a+bi)(g+di)(a—bi)(g—di)=(a+b*)(g”+d*)‏ 

إذن *م|32+02) لذا فان 22+62 یساوی 1 و مأو 2مولكن باه لأن ز+ه 
ليس وحدة في [2]1 وكذلك ”م ”ط+ 4 لأنه حينئذ يكون 1= ”+ع وهذا يناقض 
کون 1ل+ع ليس وحدة في [2]1 لذا ليس هناك مخرج سوى أن يكون م= ”+ ما يكمل 
برهان التمهيدية . 


تنقسم الأعداد الأولية الفردية إلى صنفین تلك التي تعطي باقى 1 عند 
تقسيمها على 4 أما الصنف الثاني فيضم الأعداد التي تعطی باقى 3 عند تقسيمها 
على 4 . 


۳۹4 مواضيع في ابحبر 


إن هدفنا هو البرهان على أن أي عدد أولي من الصنف الأول يمكن کتابته 
الصنف الثاني . 


مهيدية (۲-۸-۳) 
لیکن معددا من الصيغة 4+1 » عندئذ يمكن حل التطابق . 


x” = -1 mod م‎ 


الرهان 
لیکن 1/2-م)...۲-1.2.3 . إن عدد العوامل التى كتبنا بدلالتها العدد × زوجي 
أن 1-4-م وينتج عن ذلك أن 
( = )-)...(3-)(2-)(1-) سیر 
ولکن م ۱04 ع1 - = عام لد | یکون 
زر و 
2 2 

و از ادم ۱ p=‏ ۰ < 

نی 72 23 
7 1- = !(1-م) = 


داسجا ا هنا مبرهنة ولسن Theorem)‏ 1/115025ا) ال تقول إن 
1 --1(1-م) قياس م (انظر مسألة ۱ صفحه ۱٩۲‏ ). 
لتوضيح النتيجة التى حصلنا عليها نأخذ 13-م فيكون 


.522-1 mod 13 و‎ 2 1.2.3.4.5.6 = 720 = 5 3 


ميرهنة (۲-۸-۳) (فرما Fermat,‏ ) 
(ذا کان معددا ا على اش کل  49+1‏ فان ب م درو 
عددال صححان . 


نظرية الحلقات ۵ ۵ ۳ 


المرهان 

بالاستعانة بتمهيدية (۲-۸۰۳) يوجل علد × بحيث م700 2-1« هذا 
العدد × يمكن اختياره بحيث إن 1-م>×>0 لأننا لا نحتاج الا لياقى « عند 
تقسيمه على م . يمكننا أيضا تصغير قيمة × أكثر لتكون > |×| . ذلك لأنه إذا 
كان 5< فإن ۱-2۷ يحقق م ۳۵۵ 1-صتير, و > | . 

وبالتالي يمكننا الفرض أن لدينا عددا صحيحاً « بحيث > |»| و 1+ 
مضاعف للعدد م . مشلا صن . الان ۱۳/4۲1 + تردق لذا يكون مکی 
ما يؤدي إلى أن عم . باستخدام تمهيدية(1-87١)‏ نحصل على 82+02-م حيث 
3 عددان صحيحان ما يكمل البرهان . 


مسائل 
اه اوهل جميع الوحدات في [2]1 . 
۲ - إذا ۸ يكن ف +ه وحدة في [2]1 . فبرهن على أن 2+02<1غ . 
۳ - أوجد القاسم الشترك الأعظم في [2]1 للعناصر: 
(۱) 3+41 و 4-31 (ب) 11+71 و ۱8-1 
4 - برهن على أنه إذا كان م عددا أوليا من الصيغة 4+3 فلا یمکن إيجاد عدد 
صحيح × بحيث م ۳۵۵ 1-<2 , 
قب برهن عل آنه لا یوجد عدد أولى م من الصيغة 4+3 بحيث +b‏ a=م‏ 
حيث 8,3 عددال صححان . 
٩‏ - برهن غل آنه يوجد عدد غير منته من الأعداد الاولية الى من الصيغة 4١+3‏ . 
۳ برهن على أنه يوجد عدد عير منته من الأعداد الأولية التى من الصيغة 40+1 . 
۸ - عين جميع العناصر الأولية في [2]1 . ۱ 
ت عين جميع الأعداد الصحيحة الموجبة التي یمکن کتابتها کمجموع مربعى عددين 


٦‏ مواضيع في ابر 


(۹-۳) حلقات كثيرات الحدود 


منذ بداية تعلمنا للرياضيات وبالأحرى في المرحلة المتوسطة والثانوية تعرفنا على 
كثيرات الحدود. ولقد قضينا وقتا طويلا نتعلم فيه كيف نحلل كثيرات الحدود وكيف 
نضربها ونقسمها ونبسطها. ونود الإشارة إلى أن تحلیل کثیرة حدود من الدرجة الثانية قد 
لاينم عن موهبة رياضية لدى الطالب. 


وبعد ذلك ظهرت کثرات الحدود في بداية دراستنا في الجامعة ولكن بنمط 
تلف ألا وهو الدوال التي تأخذ قيمة لكل عدد وکنا مهتمين بدراسة اتصاطا ودراسة 
مشتقاتها وتكاملاتها وقيمها العظمى والصغرى . 

في هذا الکتاب سوف تمان بدراسة کثبرات احدود ولکن من وجهة نظر تختلف 
عما ذکرناه أعلاه . فبالنسبة لنا ستکون کثبرات الحدود عناصر فى حلقة معينة وسوف 
هتم با لخواص الحيرية هذه الحلقة. وسيكون جل اهت‌امنا بالحقيقة هو أن كثيرات 
اندو تکون سلقة اقليدية ذات خواص ستکون فعالة فى دراسة احقول وابقدادانيا. 


بشت CE.‏ نعرف حلقة كثيرات الحدود (polynomial ring)‏ في 
المجهول × ال نرمز ها بالرمز [×]۴ على أنها محموعه كل الرموز "بر ۵+...+ ۵+۵ 
حيث 1 عدد ا غير سالب والعاملات 22۰۰ عناصر ف الحقل ۲ . 
کی تكون [×]۴ حلقة يجب أن نحدد متى يكون عنصران من [×]۴ متساويين وكيف 
نجمع ونضرب عنصرین في [×]۴ بحیث إن جميع السلیات الخاصة بتعریف الحلقة 
تتحقق في [×]۴ . وهذا سیکون هدفنا فى البداية . 


مكنا جنب التعبير | حموعه كل الرموز) المستعمل أعلاه باستخدام فكرة 
التتالیات ولكن يبدو أنه من الأفضل التعامل مع الرموز التى يألفها أكثر القرّاء . 


إدا كانت q(x)=b, tb x+...+b XxX", p(xX)=a Fa xt... Fax"‏ و 


نظرية الحلقات YoY‏ 


الحدود 8 فان p(x)=q(x)‏ ادا 7 ف قط إدا كان 3-5 لكل علد 
صحیح 10 , 

وهکذا نقول إن کثیرتیامحدود متساویان إذا وفقط إذا تساوت معاملاعه) 
المتقابلة . 


تعر يف 
إذا كان "× +a +... +a‏ x(=a)مp‏ ,"× + ...+< رط +را-(:) 9‏ عنصرین 
ف F۴]×[‏ » فإن 'كرء+...+يد + رع (:)ن+()م حيث +22 لكل ¡ . 


وبعبارة آخری نجمع كثيرتي ا حدود بجمع معاملا وجمیم الحدود المتشاعبة . 
مشلا لجمع +1 مع *«+3-25 نعتير «+1 على أنه 02+ +1 ونجمع حسب القاعدة 
المعطاة في التعريف لنحصل على حاصل الجمع تبر رب . 
يبقى لنا الآن أن نعرّف عملية الضرب في [×]۴ والتى تبدو أكثر تعقیدا. 
تعريف 
إذا كان "× وي ...+ع +b x+...+b x", p(x (=a +a‏ راع لو 

فإن “× + ...+× ,+ =(×) (×)م حیث 

.عم Bd‏ و را =a‏ » ينص هذا التعر يف علی أن عملية صرب 
كثيرتي ا حدود تتم بضرب الرموز شكليا وباستعيال العلاقة **×=××ثم تجميع 
ا حدود التشامپه . 


لتفرضص أن q(x)=2+x* +x p)x)=1+x— x‏ 
هنا 3-1 3 2-1 3 اعد زو 9 لا ...  <‏ 22 .2 ,92 3 0 9 ء 1 ره ۰ 
1ظ ۹ (ا<... ,]درطا 5 للا 


ا داوع 


۳9۸ مواضيع في ابر 


¢ = ab, +۵, -1.2+)1()0(-2 
c„=a,b, +3, رطيو+‎ -)-1()2(+)1()0(+)1()1(--1 
c,=a,b, +a, بط و+ رط‎ +a,b,=(0)(2)+(-1)(0)+(1)(1)+(1)(1)=2 
c„=a,b,+a,b, +a,b, + ab, +a,b,=(0)(2)+(0)(0)+(-1)(1)+(1)(1)+(1)(0)=0 
c4=a,by+a,b, +a,b,+a,b, هر‎ )0()2(+)0()0(+)0()1(+)-1()1(+ 
(1)(0)+(0)(0)=—1 
cq=agD,Fagb, a,b, Fab, Fab, +a, ختوطية خوط‎ )0()2(+ (0)(0)+(0)(1)+(0)(1)+ 


(-1)(0)+(1)(0)+(1)(0)=0 


إذن حسب تعريفنا يكون : 
كير 7ر2 + (1+x—x? )2 + +x )= c +c x+...=24+2x—x«?‏ 


لو ضربنا كثيرتي الحدود أعلاه بالطريقة التي استعملناها في المدارس الثانوية 
لحصلنا على النتيجة نفسها. إن تعريفنا لحاصل الضرب هو بالأحرى نفس التعريف 
الذي عرفه القارىء من قبل. وبدون الخوض في أمور أخرى نزعم أن [×]۴ 
حلقة بالنسبة هاتين العمليتين وعملية الضرب فيها إبدالية وتحتوى على عنصر وحدة. 
نترك التحقق من مسلات الحلقة للقارىء . 


تعریف 

إذا كان 0 ])x(=a +a ×+... +a‏ و 0 3 فنعرف درجه (ع06876) (0] 
على أنها « ونرمز فا بالرمز (10 408 . 

لذا فان درجة (×)۴ هي اکر عدد صحيح ١‏ بحيث إن المعامل الذي ترتيبه 
اني (۴)۸ لا يساوي صفرا . إن الدرجة غير معرفة لكثيرة الحدود الصفرية . نقول إن كثير 
الحدود ثابت إذا كانت درجته صفرا. إن دالة الدرجة المعرفة على كثيرات الحدود غير 
الصفرية فى [×]۴ هی الدالة 4 التى نحتاجها کی نجعل من [×]۴ حلقة إقليدية . 


نظر ية امحلقات ۵4 ۲ 


تهيدية (۱-۹-۳) 
دا كان (] و ()ع عنصرین غير صفرین في [۴ ۰ فان 
f(x) + deg g(x)‏ وعد - (10(2)00) deg‏ 
الرهان 
لنفرض أن "× (=a +a ×+ ...+a‏ و "ير x+...+b‏ b+x)=by(ع‏ 


وأن #0 ۵ و #0 ط . ادن deg f(x)=m‏ و deg g(x)=n‏ . 


بالتعريف 


ابرط .. دعر مر ()1)(8۵حیت و ا ...رط يهط =a,‏ . 


إننا ندعى أن #0رارة- ,ري وأن 0= لكل و+ه<: . من التعريف 
عق أن 0 0 ۱ ولكي ات أن c=Û‏ لکل مج+م<: لاحظ أن 
»هو حاصل جمع حدود على الشکل 20 > ولكن + ص<(ز-1)+ز= i‏ لذا إما أن 
يكون «<زأو «<(ز-ز) ا خیقد يكون 2 آو _ ا مساويا للصشر ما یژدی 
إلى آن 0 _ ,0 2. وحيث إل ٤ء‏ هو چس حدود مساوية للصفر لذا یکون 
۰2-0 ما يشت ادعاءنا. هکذا نجد أن أعلى معامل غير صفری ٤‏ («)ع(:)1 هو 
وبرت ما يبرهن على أن 

deg (f(x)g(x))=m+n=deg f(x)+deg g(x) 


إذا كان 


(::)1 و ()2 عنصرين غير صفريين فى ۲ فإن ((1(8)0) deg f(x) > deg‏ 


المرهان 
لا كان deg (f(x)g(x))=deg f(x)+deg g(x)‏ « ولما كان deg g(x)>0‏ 
نستنتج أن deg (f(x)g(x))zdeg f(x)‏ . 


.1 مواضيع في ار 


احلقة [×]۴ حلقة تامة 
نرك برهان هذه النتيجة للقارىء . 


لا كانت [×]۴ حلقة تامة فبالاستعانة بمبرهنة (۱-۹-۳) يمكن أن نكوّن ها حقل 
خوارج القشسمة هذا الحقل حوی بالضبط جميع خوارج قسمة كثيرات الحدود ویسمی 
حقل الدوال النسبية في × على ۴ . 

إن الدالة (*)1 بوعل المعرفة لجميع 100(:0 في [×]۴ تحقق ما ی : 
۱- العدد (*)] 8 عدد صحيح غير سالب . 
۲- إن deg f()<deg (f(x)g(x))‏ لجميع g(x)#0‏ في F]x]‏ . 


لكي تكون [×]۴ حلقة إقليدية مع دالة الدرجة التى تلعب دور الدالة ل للحلقة 
الاقليدية ییقی أن برهن على أنه لكل (۸)٤,(×)ع‏ حيث ۶0(×)ع يوجد 
(,(۲ في ۲ بحيث ۱00(80+۲0-(0 حيث 0-(۲0 أو 
(×)8 ۲(>۹6۵ عمل . هذا هو فحوی التمهیدیه التالية . 


تمهيدية (۲-۹-۳) (خوار زم القسمة Division algorithm‏ ( 

لكل كثير بي حدود (×)] و 0ع(()2 ف Fx]‏ يوجحد کثیرتی , حلود 
۷۵ ,(۲۵ في ۳ بحيث إن (:+(0و(:-10 حيث ۲0-0 أو 
deg r(x)<deg g(x)‏ . 


الرهان 

٤‏ الحقيقة أن الرهان ليس الا «عملية التقسيم الطويلة» التي انلها ف 
المدرسة لته لتقسيم كثيرة حدود علي أخرى . 

إذا كانت درجة ()1 أصغر من درجه (×)ع فليس هناك شىء نرهنه. ذلك 
انتا نجعل r(x)=f(x), t(x)=0Û‏ فحصلل على f(x)=0g(x)+f(x)‏ حيثث 


. f(x)=0 أو‎ deg f(x)<deg g(x) 


لوي الات ۳۹۱ 


لذا فبإمكاننا الفرض أن "× و +... +ير +2 (1)2 و x"‏ _b+...+b,x+رg(x)=b‏ 


. 11211 «¢ b_ #0 1 2 #0 حت‎ 


الآن دع (×)ع""× =2 -(»)1-(:),؟ فتكون ۳-1 ٤,)»۸(>‏ 462 . باستعمال 
الاستقراء الریاصی e‏ درجة (*)1 یمکننا الفرص أن f (x)=t,(x)g(x)+r(x)‏ 
حيث ۲)×(=0 أو deg r(x)<deg g(x)‏ . ولکن حینگد 
"g(x)=t,(x)g(x)Fr(x)‏ ب ۱0۳۸ 
ما يؤدي إلى أن 
(x))g(x)+r(x)‏ ۳۰۳۱ رم 


إذا جعلنا () )0704 =( نحصل على (۲6+(1)*(82)5-(] حيث 
F(x] 5 r(x), (x)‏ و r(x)=0‏ ۴ 505 عr)x(>de‏ 462 . بذلك نكون فد برهنا على 
التمهيدية . 


بانتهائنا من البرهنة على التمهيدية أعلاه نكون قد ملأنا الفجوة في تبيان أن 
[×]۴ حلقة إقليدية والآن نستطيع أن نقول : 


مرهنه (۱-۹-۳) 

ان [×]۴ حلقه افلیدیه . 

كل النتائج التي حصلنا علیها في بند (۷-۳) تنطبق على الحلقة [×]۴ وندرجها في 
التمهیدیات آدناه . قد يكون من الفید أن يحاول القاریء برهنة تلك النتائج مباشرة 
باستعیال الطرق نفسها الستعملة في البند (۷-۳) في الحلقة الخاصة [×]۴ وباتخاذ الدرجة 
كدالة إقليدية . 


تمهيدية (۳-۹-۳) 
إن [×]۴ حلقه رئيسة ا مثا . 


۳۷ مواضيع في ابر 


مهیدیه (1-۹-۳) 
إذا کان لدينا كثيرتي حدود ()! و (»)ع ف [×]۴ فان ها قاسيًا مشترکا اعظم 
d(x)‏ والدی يمكن أن تکتبه على الصيغة () و( )نه + ()!(2)خ- رول . 


ونسأل الآن: ما الذي يقابل مفهوم العنصر الأول فى [×]۴ ؟ 


تعر يف 

يقال عن كثيرة ا حدود (×)م فى [171 إنها غير مختز لة (عاطاء+اله»ذ) على ۴ إذا تحقق 
التا مي : كل كان (:)(»)ه-(:)م حيث (:)2 و (×)ط مي [×]۴ فإن درجة آحد العنصرين 
(:)2 أو (::)ط تساوي صفرا (أي أن (:)2 أو (:)ط يساوي عنصراً في ا حقل *1) . 

إن خاصة عدم الاختزال تعتمد على الحقل . فعلى سبيل الثال إن كثيرةالحدود 
2+1 غیر مختزله على حقل الأعداد الحقيقية ولکنها تتحلل على الشكل 
(1-×)(1+×)=1+ × على حقل الاعداد المركبة (تذکر أن 2-1 . 


تمهيدية (9-۹-۳) 
ا ٠‏ كاية أى کثیرتحدود 5 [غ1|آ وبصورة وحيدة على شكل حاصل صرب 


مهيدية (5-9-7) 
الشالی ((0) - ۸ ف 29 مثالا ظا ادا وفقط إذا كانت (:)م 
غیر مختزله علی ۲ 


سنرجع لدراسة الحقل F[x]/(p(x))‏ بتمعصيل كر ٤‏ الفصل الخامس من هلا 
لیکن ۴ حقل الاعداد النسبية و 2-×=(×)م عنصرا في [×]۴ . من السهل 
لتحقق من أن (0 غیرمختر لة على ۲ وبذا یکون (۳[5()۲-2 حقلا . نسأل الآن : ما 


هو شكل عناصر هلا الحقل؟ 


نظرية احلقات ۲۳۳ 


لیکن (2-×)=۸ أى المالي في [×]۴ المتولد بالعنصر 2( . کل عنصر 
في (2-**)/[5]"] هو مجموعة مشاركة على الصيغة ۸+(×)؟ حيث ( في [×]۴ . 

تالا چا بخوارزم إقليدس نكتب (*):+(6)2()23-2)-(2)] حيث 
0-()۲ أو 2(>3-**)5(>068): 462 . وهكذا یکون ,۲۵+۵+,۵-<()۲ جیث 
2 في ۲ ی يؤدي إلى أن - 


]0( ۰۳۸۸0۵ a,x +t(x)(-2)+A =a, +a x+aرx‎ +A 
لژن (2-*2)(: في ۸ . وبالتالى يكون‎ 
f(x)+A=(a,+A)+a,(x+A)+a,(x+A)ٌ 


وذلك باستعال تعريف عمليتي الحمع والضرب في (2-٭)/[×]۴ . إذا جعلنا 
۲۸ فان أي عنصر في (2-»)/[×]۴ هو من الصيغة تارج هه 


حيث ,2۸ ۰ ۰8 ۸ ف ۳ نحقق العلاقة 00-2 ٤‏ الحقل (2-)/[×]۴ أن 
۸-0 دم +3-2-3-2إ(يم )x+‏ =2 

(تذكر أن ه هو العنصر الصفری في الحقل (2-)/[×]۴ ) . 

كذلك اذا کان خارط+) ata, tta,=byFb‏ 

(a,b, )+(a حا‎ )t+(a,—b,)t'=0 : فان‎ 

عم يؤدى إلى أن : ر6 - + 478-6 فى > 


ولكن درجة كل كثيرة حدود في ۸ هی 3 على الأقل ما يقودنا إلى أن 
+(a,—b,)x =0‏ (ربطت ه) تا ه) 

أى 2 a=;‏ و 2 8 ,ركرك . 

ما تقدم نستنتح آن أئ عنصر في (5]<[/)25-2 له تمثيل وحيد من الصيغة 


i 2‏ << : 
ار 3۳۵ حیت هھ ۰ 3 ورة قي" . 








مواضيع في ال حبر 


بالاستعانة بتمهيدية (5-4-7) نجد أن (5]<[/063-2 حقل. بيد أنه من المفيد 
أن نری ذلك مباشرة . کل ما نحتاج أن نشته هو أن لكل عنصر 21720 +8,1+,3 يوجد 
معكوس ضربي من الصيغة 8+2 +0 . وبناء عليه يجب أن نوجل قيم المجاهيل 
«a‏ ۵و ۷ 5 العلاقة 
1 - ۵0۲۷۵۶ +12()0ية+ 3,1 +رة) 
حيث إن ات العناصر و۵ ۰ a,‏ 1 ره لا يساوي صمرا. صر بت القوسین أعلاه 
واستع‌ال العلاقة 2= نحصل على 
a +a B+2a,y)t +(a,a+a 6+۵۷ (۱۹1‏ ۵) (/ة 23 + ثاية 2 +320 ) 

وبذا یکون 

20۳2222 ۷1۰ 

3,0: 3۵+ 22,۷ <, 

2۵0۳ ۵ ۵,۷ <۰ 


دعنا نحاول حل هذه العادلات ذوات الثلائة مجاهيل ,۷,۵ . وعندما نفعل 
ذلك نجد أنه یوجد حل إذا وفقط إذا كان 
0 -:43-+:23 +304 


لذا فان مسألة الم‌هان الباشر على أن (2-:5][/05 حقل تؤول إلى إثبات أن الحل 
الوحيد فى الأعداد النسبية للمعادلة 
)1١ 222 +4a=6a,a a,‏ 

هو 0= =a‏ 2,232 
نبدأ الآن ببرهنة هذا . لو فرضنا أن هناك حلا فى الأعداد النسبية فإنه بالتخلص 
من المقامات يمكننا أن نثبت أن هناك حلا في الأعداد الصحيحة. لذا يمكننا 
الفرض أن وق بق ره أعداد صحيحة تحقق المعادلة )١(‏ كما يمكن الفرض أن 

الاعداد ,8 ,8 رة لین ها قاسم مر ميوت 1 : 
لو كان 4,0,0 ,= ه ,لر طا= ره حيث 0 القاسم الشف الأعظم. بالتعویض ف (۱) 
تحصل على 


نظرية احلقات ۲۹ 


(رط طم60) d(b}+2b1+4b:)=d‏ 
ثما يؤدى إلى أن 
5 جم _ 3 دصر 3 
,40-600 +203 +03 


ادن السأله أضبخت إشات أن العادله )۱( لیس فا حل في الأعداد الصحيحة الى 
تکون له تسیا . بيد أن (۱) تقتضی أن يكون #7 عددا زوجياً غا يجعل روجا . 
بالتعويض ۸20 في (۱) نحصل على 


م2 602 ج28 +4013 


شك لا : تآ زه وبالتالي بل عدد زوجی. | ی ي ,3,220 بالتعويض 
5 ۱۱( نحصل عل 
يف 600 ۵+ 2040 
ادن a e‏ ل للا عد اد ول 3 3 3 4 . هد | وی مي هذه الأعداد 
يقرقوة35+233+433-6 ما عدا امحل ديق ,2,2 . 
إدن کنا أن بحل فيم الجاهیل 0:۷ ونكون قل اتنا بصو ره مباشرة 
أن (2-)/[×]۴ حقل . 


مسائل 
۱- أوجد القاسم المشترك الأعظم لكثيرات الحدود التالية المعرّفة على الأعداد النسبية : 
)١١‏ 4+ + 6 تير xî—6x+1‏ 
(ب) 2+1 , +x+1‏ ةربكم 


۲- برهن على أن 
)١ (‏ 1+×+*× غير مختزلة على حقل الأعداد الصحيحة قياس 2 . 


۳۹۹ مواضيع في اجخبر 


(ب) 2+1 غيرمختزلة على الاعداد الصحيحة قياس 7 
(ج) 25-9 غيرمختزلة على الاعداد الصحيحة قياس 31 
(د) 3-9 غيرمختزلة على الأعداد الصحيحة فياس 11 


۳- لیکن ۴ ۰ × حقلين و ۷ وافرض أن (۰10 («)ع فی [×]۴ وأنبها أوليتان نسبياً 
ف [×]۴ . برهن على آنهما أوليتان تساف K(x]‏ . 
C1) 56‏ برهن على أن 1+" غير مختز لة على ۳ حمل الأعداد الصحيحة فياس 
1 ثم ره نضسورة فببائرة غل أن (1+×)/[×]۴ حقل موی 121 
(ب) برهن على أن 4+×+*× غير مختزلة على ۴ » حقل الأعداد الصحيحة 
قياس 11 ثم برهن بصورة مب‌اشرة على أن (4+»+5]<[/)82 حقل 
توق 121 سرا 
(ج)* برهن على أن الحقلين المذكورين في (۱) و(ب) متماثلان . 
۵ - لیکن ۴ حقل الأعداد الحقيقية. برهن على أن (۴]×[/)۸+1 حقل مائل الحقل 
الأعداد رة 
 *5‏ عرفت المشتقة (67:۷۵0:۷6) (*) لكثيرة احدود 
f(x) = a (3 6.‏ 
على أنها 
a, +2۵33, +... +a,‏ = ()۲ 
برهن على أنه إذا كانت [×]۴)×()۴ حيث ۴ حقل الأعداد النسبية 
فان f(x)‏ تقیل لسعو على مربع كثيرة الحدود إذا وفقط إدا كانت درحه القاسم 
الشترك الاعظم («40 لکثیرتی اخدود( ,(«)؟ آکبر من الصفر. 
۷- إذا كانت [*]10(>۳ حيث ۳ حقل الأعداد الصحيحة قياس العدد الأول 
م وکانت () ۴ غير مختزلة على 1من الدرجة «. فبرهن على أن ((6]<[/)1)2 
حقل مجوي "روسن العناصر. 


نظرية الحلقات ۷ 
(۱۰-۳) كثيرات الحدود على حقل الأعداد الشبیتة 


نرکز دراستنا على کشرات الحدود التي معاملاتبا أعداد نسبية . في آغلب الأحيان 
ستکون العاملات اعد ادا صصحه وستدرس حاصه عدم الاختزال لثل کشرات اخدود 
هده . 


تعریف 

يقال إن كثيرة احصدود f(x)=a,+a,x+... +a x"‏ حیت ‏ ,3,8,۰ 
اعداد صحيحة ع بدائي )primitive(‏ إذا كان القاسم الك الأعظم للأعداد 
۰۰,2« 3,8 يساوي 1 . 


تمهيدية (۱-۱۰-۳) 
إذا كانت (*) 1 ,(*) ع کثیرتی حدود بدائیتین» فان () م («) ۴ كثيرة حدود بدائنة . 


الرهان 
کنخ f(x)=a +a, x+...+a x‏ .۲0 ()عوافر ص أن 

التمهيدية غير صحيحة. لذا یوجد عدد صحیح موجب أكبر من 1 يقسم جميع 

معاملات (*)1)*(8 ما يؤدي إلى أن يوجد عدد أو لي بقسم جميع معاملات (*)1(8 . 
ولكن ( بدائيةء إذن ملا يقسم أحد معاملاتها به ليكن 2 أول معامل 

في (*)1 لا يقبل القسمة على م . وبصورة مشابهة دع ,ايكون أول معامل في 

(5)ع لا يقبل القسمة على م . 2 ()1(2 ادا كان 1 »معامل ** فان 

9 «ab ٣)4, +a در‎ +...+a. 


1+ j+1 2-1 (+1 7 


(۱) ۳ وربور‎ . +a) 


والآن وناخ ارتا للمعامل 5 فان دسیون |8 000 ومن ثم 


۳۹۸ مواضيع في ال حبر 


(را ۵+ . (a, ۳3 gts‏ م. وبصورة مسابه :مرو 8 | 0 12-۰ 
وبالتالي 


لببروة ...يبر ۳۹-2 + -بة) ]م 


وبالفرض ,هام إذن نستنتج من )١(‏ أن ,ه|معا يؤدي إلى أن 
8 أو ,| وکلاهما يناقضان الفرض أعلاه ما يثبت أن التمهيدية يجب أن تكون 


لتکن ۳ ۷۵۷ )x(=a‏ حیث ,2...رقررة اعداد صحيحة. 
نعرف محتوى )x( conten)‏ على أنه القا سم المشترك الأعظم للأعداد , ی کی 

من الواضح أن أي كثيرة حدود وزو اناا ده سیا يك متا 
على الهيئة (×) ول = (×) م حيث 4 محتوى (×) م ,(×) ٩‏ كثيرة حدود بدائية . 


مرهنة (۱-۱۰-۳) (تمهيدية جاوس ۱6۳۳۵ 0255 ) 

إذا كان بالإمكان حلیل كثيرة حدود بدا نية إلى حاصل ضرب کثیرتی حدود 
معاملاتهما أعداد نسبية فإنه من المکن محلیلها إلى حاصل ضرب كثيرتى حدود 
معاملاتهما أعذاد صحیحة . 


الرهان 

لنتفرضص أن ۴)×(=u)×(۷)×(‏ حيث إن معاملات u)×(‏ ,)۷ أعداد ا 
بعد التخلص من القامات واستخراج العوامل الشترکه یمکننا كتابة 
(:)س(»)<(0/ه)-(<)1 حیث 9,۸ آعداد صحيحة وکل من (*)۸)(,۸ كثيرة حدود بدائية . 
ادن (×)ع(۴)×(=2۸)xط‏ . 
محتوى الحانب الأيسر هو ط لأن ٤)×(‏ بدائية كما أن (*)سم و (×)۸ بدائيتان ما یجعل 
(0سر()< بدائية استناداً إلى تمهيدية (۱-۱۰-۴) وبالتالي يكون محتوى الجانب 
الاق هو 8 . 


نظرية الحلقات ۳۹۹ 


إذن ط=ه أي أن 1-(6/ة) و ٤)×(=۸)×()(‏ حيث إن معاملات كل 
من ( ۸(0 آعداد صحیحة . وبهذا ينتهى البرهان . 

تعر يف 

قال عن كثيرة ا حدو د أنها واحدية بأعداد صحيحة ۸٥۸٤(‏ 6۵6۲ إذا كانت 
جميع معاملاتها أعد ادأ صحيحة ومعامل حد الدرجة العليا فيها يساوي 1. 

اي آن کشیرة لاساو ویو ااا ی .على الصيغة 
x4, FE‏ -(5*)] حيث 8 2 آعداد صحيحة . من الواضح 98 كثيرة 
الحدود الواحدية بأعداد صحرحه هي بدائة 


رای ی ساسا ی الاين زی 
غير نات بتتين معاملاتهما أ اعداد نسبية فإنها تتحلل إلى حاصل ضر ب كثيرتي واحديتين 


باعداد صحيحهة . 
ان معرفه کون كثيرة الحدود غير مختزلة أصلاء قد تکون صعبة ومضنية . ولكن 
توجد بعض العاییر التى تساعدنا على ذلك. وأحد هذه العاییر هو التالى : 


مرهنه (۲-۱۰-۲) (معیار ایزنشتاین) 

لمك ...کر ,۵,۵( كثيرة حدود معاملاتها آعداد صححه . 
إذا وجد عدد أولي م بحيث رة|/ثصررةام....ىية|صرية|م. ,ةم » فان ()؟ 
غير مختزلة على الأعداد النسسة. 


البرهان 
يمكننا وب دون الساس بعمومية الرهان الفرض أن (»)] بدائية لأن 
استخراج العامل الشترك الاعظم لعاملاتها, لا يؤثر على الفرضية بسب أن 


۳۷۹ مواضيع في اخبر 


pla,‏ . استنادً إلى تمهيدية جاوس إذا تحللت (*)1 إلى حاصل ضرب كثيرتي حدود 
معاملاتهما أعداد نسبية فإنها تتحلل إلى حاصل ضرب كثيرتى حدود معاملاتهما أعداد 
صحيحة . وهكذا إذا فرضنا أن (×)۴ مختزلة فان 


f(x)=(b +b +ع‎ Fb XxX) (efe x. HEK) 
حيث ,6 اعذاة ححا 0< 0< عد عقارنة العاملات نجد أن‎ 
سيد . کی ا «تقسم را آو رد . محسیث 34 رفن فانسه ل سافن‎ 
م أن یقسم وا معا اس ی آن و0 لا یمکن للعدد‎ 0 
))*( م أن يسم کل ال ات ارت ا اد سيد م يقسم جميع معاملات‎ 
. >۲>۶ ۰ 0/۷ وهذا غالف للمرض حيث ,۵/۵ لبك 0 آول معامل بحيث‎ 
a, =b وي بت ۳ ۶ 0 دع‎ FDC, ..الخ. بيك أن‎ : PID أي أن ۱ طم و‎ 
ويةقامو_يطام» _يطامء . . .» ,۱م غا يؤدي إلى رطام ۰ ولكن ,۳/6 ,۳/۲ ما‎ 
. ۱۱۷, يعارص كول‎ 
وهذا التناقض يرهن على أن (10 يجب أن تكون غير مختز لة.‎ 


١‏ - لیکن ۴ حقل خوارج القسمة لحلقة إقليدية 1 . برهن تمهيدية جاوس لكثيرات 
الحدود التى معاملاتها فى « والتی تتحلل إلى كثيرات حدود معاملاتها في ۲ . 

 "‏ اذا كان تیا الا فرهن ا أن م-"× غيرمختزلة على الأعل]ة التسسة: 

۳ برهن على أن كثيرة الحدود!-”0»«+...+: +1 » حيث م عدد أولي» غيرمختزلةعلى 
الأعداد النسية . (ارشاد: اعتركثيرة الحدود ۲ 1(۳+)+...+(1+) +(1 )+1 

نم استعمل معبار ایزنشتاین) . 

50 إذا كان ۳,١‏ عددين صحيحين أوليين نسبیا وكان ('× 2+. x+..‏ )| -- ) 
حيث ۾ آعداد صحیحه . برهن على آن | و | 0. 
إذا كان ۾ عددا نسبيا و ۲-4 اس كير ليه وا بأعداد صحيحة فإن 
همیب أن يكون عند جا 


نظرية الحلقات ۳۷۱ 


(۱۱-۳) حلقات كثيرات الحدود على الحلقات الإبدالية 


عندما عرفنا حلقة كثيرات الحدود بمتغير واحد على الحقل ۴ لم نستعمل 
حقيقة کون ۴ حقلا: کل ما استعملناه آن ۲ خلقة ادال . إن حقيقة کون 
۲ حقلا وظفت فقط لاثبات أن [×]۴ حلقة إقليدية . 


لذا یمکنا تکرار ما عملناه مع الحقول حلقات آکثر عمومية . عند عملنا ذلك سنفقد 
بعض اخواص مثل الخاصة الا قليدية ولکن سنری أن الكثير من الخواص المتعة تبقی 
صحيحة. لقد كان بمقدورنا دراسة الوضوع بصورة عامة منذ البداية وكان بإمكاننا 
الحصول على النتائج الخاصة بالحلقة [×]۴ بتخصیصنا الحلقة إلى حقل . 


لكنا نفضل معالحة الحالات الخاصة قبل أن نبدأ بدراسة الحالات المجردة العامة . 
إن الثمن الذي ندفعه مهذه الطريقة هو التكرار ولكن هذا يخدم غاية معينة وهي توطيد 
مفاهيمنا السابقة . وبسبب خبرتنا التى اكتسبناها في دراستنا لكثيرات الحدود على الحقول 
فبإمكاننا أن نترك بعض التفاصيل في البراهين أدناه . 


لتكن 1 حلقة إبدالية بعنصر وحدة. نعرف حلقة كثيرات الحدود على 
الحلقة 2 ونرمز ها بالرمز [×]۸ على أنها الرسوز الشكلية "× ج+... +2 3+2 حيث 
٩...2‏ في ۴۸ وحيث إن المساواة والجمع والضرب یعرف بالطريقة نفسها المستعملة فى 
بند (۳- .)٩‏ وکا هي الحال في ذلك البند. [×]۸ حلقة إبدالية بعنصر وحدة. 


الأن 5 حلقة كثيرات الحدود في « من المتغيرات على الحلقة ۸ ونرمز لما 
ال1 22 R[x,‏ عل ال خي التال: اکن [ ]> R,=R ]| R‏ 
حلقة كثيرات الحدود في ر«علی ,1 CRR ۳۹ Ere i‏ نسمي الحلقة 
+ حلقة خيرات تیا في المتغيرات ,«,..., ,على ۸ . وعناصر هذه الحلقة هي 
على الشكل “.× i x‏ ری هر حیث | 5 إن المساواة وعملية ا جمع نسم بمقارنه المعاملات 


۳۷۲ مواضيع في ابر 


أما عملية الضرب فتعرف باستخدام قانون التوزیم وفاعدة الاسس 
ا و كيرب وكام الما | 
يجب الإشارة إلى أهمية الحالة الخاصة 2-7 حيث ۴ حقل فنحصل على حلقة 
كثيرات الحدود في 0 من المتغيرات على حقل . 
نما سيحوز على اهتامنا هو تأثير بنية الحلقة ۸ على [[*,.....*] . وأول نتيجة 
في هذا الاتجاه هى : 


تمهيدية (۱-۱۱-۳) 
إذا كانت ۸ حلقة تامة فكذلك تکون [×]۸ . 


الرهان 
لأجل "ير ه+...+× +a‏ ر0#۴)x(=a‏ حيث 0ه في R]×[‏ نعرف 
درجة (168766) (*)] على آنها 0 أى أن (×)۴ م06 هی دليل أعلى معامل غير 
صفري ف( . |ذا کانت 8 حلقة تامة کر الأمر للقاری» لیبرهن عل أن 
(«)ع deg (f(x)g(x))=deg f(x)+deg‏ . 
ولکن حیشذ إذا كان 1020 ,#0(ع فمن السستحیل أن 


يكون 0-(1)2(8)2 . أي أن [×)8 حلقة تامة . 
بتكرار استعمال التمهيدية أعلاه نحصل على النتيجة التالية . 


إذا كانت ۸ حلقة تاسة فإن [ ×,...,,×]۸ حلقة نامه . 

وبصفة عاسق إذا كان ۲ حقلا فان زعب ۳0 غيب آن فر حلقة تامة. 
إذن يمكننا تکوین حقل خوارج القسمة لهاوندعوه حقل الدوال النسبية 
(field of rational functions)‏ ي .۰ لاعن ۴ ونرمز له بالرمز ( )۴ . يلعب 
هذا احقل دورا رئيساً فى دراسة امندسة الجبرية. أما بالتسبة لنا فسیکون ذا آهمية کبری في 
دراستنا لنظرية جالوا (لإدمعط1 5ذهاة6) في الفصل الخامس . 


نظرية احلقات ۲۳۷۳ 


(۱-۱۱-۳). وفیا سیأتی سنسير بهذا الاتجاه . 


كا فعلنا في الحلقات الإقليدية يمكننا التحدث عن قابلية القسم الوحدات, الخ 
في أية حلقة تامة 8 بعنصر وحدة. يقال عن عنصرين 6,8 في ۸ انا شريكان 
إذا كان اu=ه‏ حيث u‏ وحدة في 8 . يدعى العنصر ه والذي ليس بوحدة في 
R۸‏ غير ختزل irreducible‏ (أو عنصرا أوليا) وذلك إذا كان 2-06 حيث كل من 
طرء في ۸ » فان هذا يقتضى أن يكون ا أوء وحدة في ۸ . 

إذن العنصر غير الختزل في هو العنصر الذي لا يمكن تحليله بصورة «غير تافهة» . 


تعريف 
يقال عن ال حلقة التامة ۸ بعنصر وحدة آنبا حلقة وحيدة التحليل 
domain)‏ 7221107م]ء2] )unigue‏ إذا حقق ما یل : 
)1( أي عنصر غير صفري في ۸ اما وحدة أو يمكن كتابته على شكل حاصل ضرب 
عدد منته من العناصر غير الختزله في ۸ : 
رب) إن التحليل في ا جزء (ا) وحيد بغض النظر عن الترتیب وشركاء العناصر غير 
الختزلة . 


إن مبرهنة (۲-۷-۳) تؤكد أن الحلقة الإقليدية هي حلقة وحيدة التحليل. أما 


العکس فهو غير صحيح . وعلى سبيل المثال: الحلقة [ر××]۴ حيث ۴ حقل ليست 
رئيسة المثالي (وبالتالي ليست إقليدية) ولكننا سنرى بعد قليل أنها حلقة وحيدة التحليل . 


في الصورة العامة للحلقات الابدالية یمکننا التحدث عن القواسم المشتركة العظمى 
للعناصر ولكن الصعوبة الأساسية هي أن هذه القواسم قد لا توجد دائبا. لکن فی الحلقات 
الوحيدة التحليل يكون وجود هذه القواسم أمراً مؤكداً. إن برهان هذه الحقيقة ليس صعبا 
ونتركه كتمرين للقارىء كذلك بقية أجزاء التمهيدية التالية : 


۳۷ مواضيع في الجر 


تمهيدية (۲-۱۱-۳) 

إذا كانت ۴ حلقه وحيدة التحلیل وكان 4,ط عنصرین في 1 » فیوجد في ۸ 
قاسم مشترك أعظم (ن,2) للعنصرین 9.۸ . إضافة إلى ذلك إذا كان قرط آولیین 
نسبياً (بمعنى 1-(ط,ه) ) وكان > فان له . 

إذا كان 2 فی ۸ عنص رأ غير مختزل و ءطإه فان له أو مإ . 

الآن نود أن بهم تمهيدية جاوس (622102! 02055)) (ميرهنة ۱-۱۰-۳) التي برهناها 
لكثيرات الحدود التى معاملاتها أعداد صحيحة. إلى الحلقة R]×[‏ . 
حيث ۸ حلقة وحيدة التحلیل ۱ 

نعرف السحتوی (000168) لكثيرة الحلود gf(x)=ay+a,x+... +a, x"‏ 
[×]۸ على أنه القاسم الشترك الأعظم للمعلاملات ...4ر . إنه وحيد في 
حدود الوحدات في ۴ . سنرمز لمحتوى (10 بالرمز 608 . يقال عن كثيرة احدود 
في [/8 نها بدائية إذا كان محتواها يساوي 1 (المقصود وحدة في 8 ). يمكن كتابة 
أي كثيرة حدود (*)1 في [×]۴ على الصيغة ٤)×(=۴,)×(‏ حيث )= و (×) ٤‏ بدائية 
في [×]۸ (برهن على ذلك) . إن حليل (*)! إلى حاصل ضرب عنصر في 1 وكثيرة حدود بدائية 
في [×]۸ وحيد بحدود الضرب بوحدة في 1 . ۱ 


إن برهان تمهيدية (۱-۱۰-۳) يسري على الحالة التي نحن بصددها بفارق وحيد. 
وهو استبدال العدد الأولى م بعنصر غير محتزل في ۸ . لذا يكون لدینا: 


تمهيدية (۳-۱۱-۳) 
ادا كانت 8 حلقه وحيدة التحلیل» فإن حاصل ضرب کثیر تي حدود بدائيتين 
فى [<”] ۸ هی كثيرة حدود بدائية في [×] ۸ . 


ادا كانت () ,(*«)ع ي ال سکیا إن نكتب (84,)2>-(1)2 و (×) ,ع b=(×)ع‏ 2 
حيث E,(x),f,(x), b=c(g), a=)‏ بدائيتين لد (<)رع(») f(x)g(x)=abf‏ 


نظرية احلقات ۳۷ 


استنادا إلى تمهيدية (۳-۱۱-۳) تکون (),۵(),] بدائية » وبالتالی یکون محتوی 
10200 هو ده أي أنه (۰)06 .با سبق نکون قد برهنا على النتيجة التالية : 


(ع)0)ء=(ع)ء (إلى حد الوحدات) . 


بالا ستقراء الریاضی البسیط یمکن تعمیم النتيجة لتشمل حاصل ضرب عدد منته 
من كثيرات الحدود فتصبح (1)ه... (12)؟( ,)>( ...رأ cf‏ . 


لتكن ۸ حلقة تامة وحيدة التحلیل. فلكونها حلقة تامة يوجد ها حقل 
خوارج القسمة ۴ (ان_ظر مبرهنة .)١-5-7‏ يمكننا اعتبار [×]۸ حلقة جزئية من 
]۳ وإذا كان ()1 عنصرا ما في [×]۴ فان 2/(<)م؛ = ٤)×(‏ حيث (,) في [×]۸ وه في 
8 . (أثبت ذلك). من لطبيعي آن سال عن العلاقة بين خاصة الاختزال وعدم الاختزال 
لكثيرة حدود في [*] 8 باعتبارها عنصراً فى الحلقة الأكبر [:] 5 . 


تمهيدية (4-۱۱-۳) 

إذا کانت ةر في [×] ۸ بدائية وغير مختزلة في 0 ۰8 فإنها غير مختزلة فى [:] ۲ . 
وبالعکس إذا كانت كثيرة امحدود(» f‏ بدائية في [»] ۸ وکانت غير مختزلة فى (:۵ ۳ فازنها لبقي 
غير مختزلة في [] ۸ ۱ ۱ 


الرهان 

لنفرض أن كثيرة الحدود البدائية 60 ] فى [×] ۸ غير مختزلة في [×] ۴ ولكنها 
مختزلة في [×]۴ . لذا (×)۸(×)ع=(×)؟ حيث ٤)×(‏ ۰ (×)۸ في [×]۴ ودرجتاهما موجبتان . 

لاحظ أن ۵00-۵ ,۵۳( حيث 8 . 9 في RF‏ و و۵ 
hk»)‏ في R[x]‏ . 


۳۷۹ مواضيع في الجبر 


كذلك ۳۸۵ « (x)‏ ,x)=Bh(رh‏ حي (مع)<0 « 6=c(h,)‏ و h(x), g(x)‏ 
بدائيتان في 8 . إذن («)رط(*)رع(20/ق»)-(*)1 مما يؤدى إلى أن 
abf(x)=afg (x)h (x)‏ . ولكن (<),8,)*(11 بدائية استنادا إلى تمهيدية (۳-۱۱-۳) لذا فان 
محتوی ا انب الاين یساوی 8 . لا كانت (*) ۴ بدائية؛ فان محتوى الجانب الأيسر یساوی 
0 . وبالتالي نستنتج أن 020 ومن ثم فإن (۲,)۷(*),ع<-()) ونکون بذلك قد حصلنا على 
تحليل غير تافه لكثيرة الحدود (×)] فى [×]۸ وهو مناقض للفرض . لاحظ أن التحلیل غير تافه 
لأن درجة كل من (),8 و (*),ط تساوي درجة (×)ع ,(*0 على الترتیب أي أنهما لا يمكن أن 

تكو ناوحدتين ف [×]۸ (انظر مسألة )٤‏ . نترك الحزء الآخر من التمهيدية كتمرين للقارىء . 


تمهيدية (9-۱۱-۳) 
ادا كانت # حلقه وحيدة التحليل وكانت (6 م كثيرة حدود بدائية فى [»] ۸ ) 
فمن ا ممكن نحليلها وبصورة وحيدة إلى حاصل ضرب عناصر غير مختزلة في [»] 8. 


الرهان 

عند اعتبار («) م عنصراً في [×۴۲ فإنه » استناداً إلى تمهيدية (4-7 - ۵) یکن 
تحليله على الصيغة (*) ,م ... («) ,م = () موحيث (*) ,م , 0,٩‏ ...., ()يم عناصر غير 
مختزلة فى [×]۴. كل من , 2/() ,۴= (×) , محيث (*): 1 في [×] 2 و ,2 في 8 . وبالر ضافة 
إلى ذلك (×) , و ,= ١‏ ,۴ حيث ( )ع - ,ء و (×) ,4 بدائية في [×] 1 للا 6 نم 
8 4 حيث 0 في R‏ و () و بدائمه في [×] *1 لا iS‏ () , غير مختزلة في 
[×] ۸ فان (0 ,و يجب أن تكون غير مختزلة في [*] ۸ وباستعمال تمهيدية (4-۱۱-۳) 
نستنتج أن () , و غير مختزلة في [×] 8 . 
الآن 

۱ ا‎ ۱ 
p(x)=p,(x)...p, (x)= 9 q,(x)..-q, (x) 


ممايؤدي إلى أن(»*),و...(*) روي ...يعن = ()م3...يقرة . بيد آن (×)م بدائية» وكذلك 
۰۰۰۰۰۹۵ (*).و إذن محتوى الجانب الأيسر هو ,۵,...۵,ه والجانب الأيمن هو 


نظرية الحلقات VY‏ 


.ر ما يجعل ...عر > ...ر43 ومن ثم (×)4...(×),٩=(×)م‏ . بذا نكون قد 
حللنا (×)م فى [×]۸ إلى حاصل ضرب عناصر غر محتزلة . 

ونسأل الآن: هل من الممكن تحليل (×)م بطريقة أخرى؟ . إذا كانت (×)۴...(») -(2)م 
حيث (*): غير مختزلة في [×]۸ . ولا كانت (2)م بدائية فإنه يجب أن تكون كل من 
(*),1 بدائية وبالتالي غير مختزلةفي [«]۳ وفقاً لتمهيدية (4-۱۱-۳). ولكن [×]۴ حلقة وحيدة 
التحلیل حسب تمهيدية (0-4-5)) فنستنتج أن 1-1 ۽ وبعد إعادة الترتیب 
(),۵-(۲ (بغض النظر عن الشرکاء) وبناءاً عليه یکون للعنصر (×)م تحلیل وحيد إلى 
حاصل ضرب عناصر غير مختزلة في [×]۸ . 

الان نکون قد جمعنا العلومات الضرورية لاثبات المبرهنة الرئيسة فى هذا البند. 


مبرهئة (۱-۱۱-۳) 

ادا كانت ۸ حلقة وحيدة التحلیل فکدلك تکون 1 . 
الرهان 

ليكن 109 غتصرا اختیاریا ف ]8 . یمکننا کتسابة (10 بطريقة وحيدة عل 
الشکل (,01-(10 حیث 6)0-» في ۸ و (00]بدائية في [×]۸ . وفقاً لتمهيدية (0-۱۱-۳) 
یمکن كليل (,] بصورة وحيدة إلى حاصل ضرب عناصر غير مختزلة 
في [×]۴ . وماذا عن العنصر ‏ ؟ لو فرضنا أن (×)ه...(×)رة(×),4=ء فی [×]۸ » فان 

. 0=deg c=deg(a (x))+deg(a,(x)) +... deg(a(x)) 

ادن يجب أن تكون درجة أي من (20 صفراء أي أنه عنصر في *1 . وبعبارة أخرى يكون 
التحليل الوحيد للعنصر » کعنصر في [×]۴ هو على شكل حاصل ضرب 
عناصر في 8 . وعلى وجه الخصوص يبقى العنصر غير المختزل في ۴ عنصرا غير 
محتزل في [×]۴ . ولا كانت ۸ حلقة وحيدة التحلیل. فان » تتحلل بصورة وحيدة إلى حاصل 
ضرب عناصر غير محتزله في ۸ وبالتالي في [8]3 . 

عند وضعنافي نظر الاعتبار التحليل الوحيد للعنصر («)؛ إلى («) 4ه حيث 
(«),5 بدائية وء في 8 والتحليل الوحيد للعنصر ء والعنصر (*) ؛ نكون قد أثبتنا 


ما نريده فى هذه الممرهنة . 


۳۷۸ مواضيع في ابر 


إذا كانت ۸ حلقة وحيدة التحلیل» فإن [×]۸= ,۸ حلقة وحيدة التحلیل کذلك. 
لذا [ر×ر,×]R=[ر×],۸,=۸‏ تکون حلقة وحيدة التحلیل . وبالاستمرار على هذا النمط 
نتیجه (۱) 

إذا كانت ۸ حلقة وحيدة التحلیل فکذلك [,10,...,۲ . 
هناك حالة خاصة من نتيجة ۱ مهمة بحد ذاتها وهي : 
نتيجة (۲) ۱ 


إذا كان ۴ حقلا فان [,*,..., «[5 حلقة وحيدة التحلیل . 


مسائل 


۱- برهن على أن [×]8 حلقة |بدالية بعنصر وحدة إذا كانت ۸ کذلك . 


یا 
۳- إذا كانت ۸ حلقة تامة فرهن على أن 
deg(f(x)g(x)) = deg(f(x))+deg(g(x))‏ 
حيث (×)؟ . (×)چ في R]×[‏ . 
5 - إذا كانت ۴۸ حلقة تامة بعنصر وحدة فرهن على أن أية وحدة في [:]8 هی 
وحدة في 18 . | 
ه- لتكن ۸ حلقة إبدالية لا تحوي عناصر معدومة القوة غير صفرية (أى 
a"=0‏ نشتضی 220 ). إذا کات R[x) 5 I(x)=a,+a,x+...+a‏ 
قاسا للصفر. 55 على أنه يوجد عنصر ۶0( فی ۸ بحيث 0= 04=...= ۱۸,20۵ . 
5 حل المسألة ه بحذف فرضية أن ۸ لا تحوی عناصر معدومة القوة غير صفرية . 
۴۷ إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بعنصر وحلة فرهن على أن فقي من a Fa‏ 
في [×]۴ له معکوس ضري في [×]۸ (بمعنی أنه وحلة في [«]8 ) إذا وفقط 
إذا كان رة وحدة ی ۸ وكانت ,۵,..., ۸ عناصر معدومة القوة . 
۸- برهن على أنه إذا كان ۴ حقلا فان [ر×,×]۴ ليست حلقة رئيسة المثالى . 


نظرية احلقات ۳۷۹ 


4- برهن بالتفصیل تمهيدية ۲-۱۱-۳ ونتیجتها . 
۰- (۱) إذا كانت * حلقة وحيدة التحلیل فبرهن على أنه يمكن كتابة أي 
عنصر ٤)×(‏ في [×]۸ على الشكل (),/۸-(0) حيث 3 في ۸ و ٤,)×(‏ بدائية . 

(ب) برهن على أن التحليل في الجزء (ا) وحيد (بغض النظر عن الشركاء) . 

-١‏ إذا كانت ۸ حلقة تامة وكان ۴ حقل خوارج القسمة ها. فبرهن على أنه يمكن كتابة 
أى عنصر (*)] ٤‏ [×]۴ على الصيغة 1-08 (*)1 حيث ()) ٤‏ 
R[x]‏ و هی R‏ . 

۲- برهن على اخزء العکسی في عهيدية (1-۱۱-۳). 

۳- برهن غلل النتيجة الثانية لرهنة (۱-۱۱-۳). 

۶6 - برهن على أن أية حلقة رئيسة المثالى هی حلقة وحيدة التحلیل . 

۵- إذا كانت 7 حلقة الاعداد ی فرهن على أن ...2۳ حلقة وحيدة 


التحلیل . 


مسائل إضافية 

۱- لتکن 8 حلقة ابدالية. يقال عن مثالي 2 من 8 إنه مثالي أولي ٍذا كان 
لائ عنصرین قرط فی 1 بحیث 206۳ یقتضی أن 26۲ أن 06۳ . برهن عل 
أن © مثالى أولى في ۸ إذا وفقط إذا كانت 8/8 حلقة تامة . 

۲- لتكن * حلقة إبدالية بعنصر وحدة. برهن على أن كل مثالي أعظمى في 
٩‏ هومثالي ول عع ك 2 

۳- اعط مثالا على حلقة تحوي مثالیا أوليا ولکنه ليس أعظمياً. 

4 - |ذا کانت 1 حلقة |بدالية منتهية (بمعنی آنها حوی عدداً منتهیاً من العناص) بعنصر 
وحدة. فبرهن على أن کل مثالي أولي في ۸ هو مثالي أعظمي . 

۵ - إذا كان ۴ حقلا فبرهن على أن [×]۴ یہاٹل []۳ . 

لآ اسلا جميع التماثلات الذاتية ه للحلقة [×]۴ والتى تحقق العلاقة 0)7-4 
لكل عنصر ٤‏ في ۴ . 


و TA‏ مواضيع ف الجر 


۷- إذا كانت ۸ حلقة |بدالية ولا مجموعة کل العناصر × في ۸ بحیث أن ۲-0 
حيث « عدد صحیح اختياري . برهن على ما یل : 
(۱) × مثالي في 8 
(ب) في ۳/۷ إذا كان 0-"(2) لعدد ما " فان 5-0 , 
۸- لتكن ۴۸ حلقة إبدالية وه مثالياً في ۸ . إذا كانت (۷)۸ مجموعة العناصر 
× فی ۸ بحيث 6۸ حيث 7 عدد صحيح اختياري . فبرهن على أن 
N)4( )۱(‏ مثالی في 1 يحتوى ۸ 
)ب( N)N(A))=N(۸)‏ 
يدعى N)4(‏ جذر (اهءن۵ه۲) المثالي ۸ . 
4 لتكن .2 حلقة الأعداد الصحيحة قياس « . صف المثالي لا (المذكور في مسألة ۷) في 
احلقة 2 بدلالة ه . 
۰ - ادا كان ۸ و8 مثاليين في حلقة ۸ بحيث (0)-۸08 . فرهن على أنه لكل 
ي له وطفي 8 يجب أن يكون 30-0 . 
- لتكن ۴۸ حلقة و (*)2 مجموعة كل العناصر « في ۴ بحيث 7۷-۷5 میم 
العناصر نا في ۴ . برهن على أن (7)10 حلقة جزئية من ۴ . 
5- إذا كانت ۸ حلقة قسمة قرهن غل أن (2)8 حتل. 
ا أوجد كثيرة حدود من الدرجة الثالثة غير مختزلة على حلقة الأعداد الصحيحة 
قياس 3» ثم استعملها لبناء حقل يحوي سبعة وعشرين عنصراً. 
01 کون حقلا يحوي 16 عنصراً. 


۵ ۱ - إذا كان ۴ حقلاً و ۳۳7 ع زوم نت ا 


0 م 
(×)م لا تقبل القسمة على مربع كثيرة حدود. ۱ 
5 ب فقي عاو أن كثيرة الحدودا “«+ة +ع +1 -()) مختزلة على أ ی حقل 
۷ - برهن على أن كثيرة احدود 2+»2+*-(0] غير مختزلة على حقل الأعداد النسبية . 





نظرية احلقات ۸۱ ۲ 


۸ - إذا كان #احقلا منتهيا فرهن على أن ميزه 2 عب أن وق عذدا أوليا م 
وأن ۴ حوی على "من العناصر فقط حيث 7 عدد صحیح . آثت آیضا 
أن ه- ”2 لكل 3 في F‏ . 

ا برهن فل آن ا ي مثالي غير صفري في حلقة أعداد جاوس الصحيحة 
2 يجب أن يحوي عدداً صحيحاً موجباً. 

۰ - إذا كانت ۸ حلقة فيها 2-2 لكل 2 في ۸ . فيرهن على أن ۸ يجب أن تکون إبدالية . 

۱- إذا كانت ۸ و 8 خلقتين و © تطبيق من 2 إلى 8 محقق : 
(1) ۵0۲۱۵۵۲۵۵ لكل ,اي 1 . 
(ب) (*)7(0)م أو (0(۵6-(0 » فيرهن على أنه لكل 2رط في 
8 (۵)۵()0-(۵)۵0 أو أنه لكل ,0 في 5 (b(4)a)¢=(طa)¢‏ . 
(تلميح: لت 3 8 R‏ دع } (۵(۵6) -(۵)۵۷ | 161۵ = W‏ 
و ((۳6۱۵)۵0-۵0(0)0) ديلا ). 

۲ - إذا كانت ۴ حلقة بعنصر الوحدة 1وفيها = (طa)‏ لجميع ba‏ ف 
R‏ . فيرهن على أن ۸ حلقة إبدالية . 

۳- آورد قال عل حلقة غمر إندالية وطبعا بدون عنصر وحدة 1) والق فیها 
=٥ ۳‏ (20) حمیم العناصر 9,2 في 18 . ۱ 

148 () تكن ۸ حلقة بعنصر الوحدة 1 بحيث بحيث (02)-(20) لجميع 

العناصر 6,2 في ۸ . برهن على أن ۸ إبدالية إذا كانت 2×=0 تقتضی 


0-< لكل × ي F‏ . 
(ب6 بين أن النتيجة نی () تکون خاكة إذا كانت 2-0 لعنصر ما 
0 في R‏ ۱ 


(ج) إذا كان 2-0 یقتضی أن ۰-0 فى ۸ فبین أن النتيجة في (ا) تکون خطا إذا 
كانت ۸ لا محوی ee ml‏ 
_ إذا كانت ۴۸ حلقة فيها 0- "«تقتضی أن0 =× وإذا كان ۵*0۶ "(20) لجميع 
العناصر 9,۵ فى ۸ . فبرهن على أن ۸ يجب أن تكون إبدالية . 


۲۸۲ مواضيع في اجحبر 


١‏ - إذا كانت * حلقة فیها ۲-0 نقتضی آن 0=× . إذا كان *(۵0(*<)02) لجميع 
العناصر 0,۸ في 18 . فبرهن على أن ۸ يجب أن تکون إبدالية . 

۷- (ذا کانست > رم »...۰ اعدادا آل ختلفة وکانت 
,5..رطرم-2 . فبرهن على أنه في الحلقة ,2 یوجد بالتحدید “2 من العناصر 
2 الى محقق العلاقة ه-*2 . 

۳ کن رة سنو 0 معاملاتها أعداد صحيحة بحيث یمکننا حل 
التطابق 0=(×) قياس م لای عدد أولي م بينا لا يوجد حل للمعادلة 90(<0 في 
الأعداد النسية . 
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فى الفصلين الماضيين» قدّمنا الزمر والحلقات وقد دفعنا إلى دراسة الزمر مجموعة التطبيقات 
ای اجب با على نفسها أما الحلقات فتكمن جذورها في مجموعة الأعداد الصحيحة . 
إن النمودج الحرى الثالث الذي تعن بدراسته - وهو فضاء التحهات (50266 ۷66۱۵۲) - 
یرجم أصله في الغالب إلى مواضيع في الفيزياء والهندسة . 


إن وصف فضاء المتجهات سيذكرنا بالزمر والحلقات ‏ بل إن جزءا من بنيته هو زمرة 
إبدالية ‏ ولکن فضاء التجهات مختلف عن سابقيه من البنى الحبرية في أن إحدى العمليات 
المعرفة عليه تستعمل عناصر خارج المجموعة نفسها. سوف تتضح هذه الملاحظات حين 
نقدم تعريف فضاء المتجهات . 


إن أهمية فضاء ات التجهات تعود إلى حقيقة أن الکثیر من النماذج التي تظهر في حلول 
مسائل معينة تبدو على شکل فضاءات متجهات . لهذا السبب فان الفاهیم الاساسية التي 
تتضمنها هذه الفضاءات ها حاصة الشمولية . وسوف نواجهها في مواضع مختلفة . من بين 
هذه الأفكار الأساسية هى الارتباط الخطي والأساس والبعد والتی سوف ندرسها في هذا 
الفصل . إن هذه الأفكار تعتبر وسائل قوية وفعالة في جمیع فروع الریاضیات وسوف نستعين 
بها في العدید من الواقع الرئيسة من الفصل الخامس الذي یعنی بدراسة نظرية الحقول. 


TAT 


YAS‏ مواضيع في الجر 


ان الفصل السادس ن هد | الكتاب سیحصص لدراسة التكيا قاد من فضاء 
متجهات إلى اخر (أو إلى نفسه). والتی لا يمكن الاستغناء عنها في دراسة متكاملة 
لفمضاء ات التجهات ۱ 


في الحزء الا خیر من هذا الفصل سوف نعمم فكرة فضاءات التجهات إلى الفضاءات 
الحلقية . وعموماً تعتبر الفضاءات الحلقية فضاء‌ات متجهات على حلقة بدلاً من حقل . سوف 
نثبت ال‌هنة الاساسية للفضاءات الحلقية النتهية التولید على الحلقات الاقلیدیه . هذه 
المبرهنة سوف تعطینا وصفاً كاملا لبنيّة الزمر الابدالية المولّدة بعدد منته من العناصر. 


(۱-6) مفاهیم أساسية 
تعر يف 
يقال عن مجموعة غير خالية ۷ ابا فضاء متجهات (ععتم: ۷۲:6۱0۲) على 
حقل ۴ إذا كانت ۷ زمرة إبدالية بالنسبة إلى عملية نرمز ها بالرمز + وإذا كان لأي 
عنصر » في ۴ و ۷ في ۷ يوجد عنصر في ۷ نكتبه على الصيغة 017 ويحقق ما يلل : 


6۷۰۷۷ ( لابن ح‎ ۷ 3 
(a+B)v=av+Bv (۳( 
a(Bv)=(af)v (۳( 
[۷۰۲ (£) 


لكل العناصر »,0 في ۴ و ۷.۷ في ۷ رحيث 1 مثل عنصر الوحدة في ۴ بالنسبة إلى عملية 
الضرب) . 
لاحظ في السلمة )١(‏ أعلاه العملية + هی تلك العرفة على ۷ بين في الجانب الأيسر 


من المسلمة (9؟): العملية + هي المعرفة على الحقل ۴ والجانب الأيمن 


فییا سیأنی ستعتمد الرموز التالية : 
( الحرف ۴ یرمز لا للحقا : 


فضاءات التجهات والفضاء‌ات الحلقية ۳۸۵ 


ب) اخروف اليونانية الصغيرة ترمز لعناصر الحقل ۴ والتی سندعوها قیاسیات . 

ج) اخروف الال ثينية الكبيرة ترمز لفضاءات متجهه عل E‏ 

د) الحروف اللاتينية الصغيرة ترمز لعناصر فضاءات المتجهات والتی سوف ندعوها 
متحهات (621015؟) , 


إذا نظرنا إلى ۷ على أنه زمرة إبدالية بالنسبة للعملية + واهملنا العملية الأخرى 
فالمسلمة (۱) تنص على أن ضرب عناصر ۷ بقيامي معين » يعرف تشاكلا من الزمرة 
الابدالية ۷ إلى نفسها. سنبين في تمهيدية )١-١-4(‏ أنه إذا كان 0» فإن هذا التشاكل هو 
قائل من ۷ عل ۷ . 


هذا یدل عل أن وجوها کثرة من نظرية فضاء‌ات التجهات ومن الخلقات شه 
یمکن تطویرها کجزء من نظرية الزمر لو أننا عممنا فكرة الزمرة إلى السزمرة 
مع مؤثرات (006۲2۱075 with‏ مدا10ع) . وبالنسبة للطلبه الذین اعتادوا على شیء من ابر 
المجرد. هذه هي وجهة النظر المفضلة ولكننا افترضنا أن القارىء لم يألف الجبر المجرد ما 
جعلنا نشعر أن هذه الوسيلة قد تقودنا إلى دخول مفاجىء إلى أفكار المادة دون أن تكون 
خبرتنا هي مرشدنا إلى ذلك . ۱ 


مثال (-۱-۱) 

لیکن 1,۳ حقلین بحیث إن ۴ حقل جزئی من × . يمكننا اعتبار × فضاء 
متجهات على ۴ باحاذنا عملية الجمع في × كعملية + لهذا الفضاء وبتعریف ۷ 
لعنصر ه فى ۲ وتف × على أنه حاصل الضرب +0 کعناصر من اقل 6 . 
عندئذ تتحقق السلیات ۳۰۲۰۱ لفضاء التجهات كنتيجة من قانون التوزیع الأيمن وقانون 
التوزیم الأيسر وقانون التجمیع على الترتیب والتی تتحقق باعتبار 16 حلقة . 


مثال (-۲-۱) 
لیکن ۲ حقلا و۷ جميع العدیدات من رتبة ‏ (,0....,0) حيث 0 قي ِّ. 


۳۸۹ مواضيع في ال حبر 


یکون اكت لب ات تا ان ( ۵ وى (a‏ و )م8 2211 8( متساويين إدا وفقط إدا كان 
5 >-» لكل 2:0 1< 


الان نعرف العمليات اللازمة على ۷ لنجعل منه فضاء متجهات على ۴ 


: كالتالى‎ 
ليه,...رنه)‎ ۳), = (a, FP, 0 FB FB) (۱) 
۱ ۳ تميع اف‎ ٧)٩, 5 a (>)... (۲) 


من السهل أن نتحقق من أن ۷ بالعملیتین اعلاه هو فضاء متجهات على 
۴ ونرمز له بالرمز "۴ . 


مثال (۳-۱-4) 

لیکن ۴ حقلا ما و۷ هي [×]۴ مجموعة كثيرات الحدود في « على ۲ . مع 
#بلة الجمع لكثيرات الحدود وعملة صرب کشر حدود بعنصر من ۴ یکون 
[×]۴ فضاء متجهات على ۴ . 


مثال )4-١-4(‏ 
في [×]۴ لتكن ,۷ مجموعة كثيرات الحدود التى درجتها أقل من « . باستعمال 
عملية الجمع العتادة لكثيرات الحدود وكذلك الضرب بعنصر من ۴ يون ۷ 

فضاء متجهات على ۲ . 
ونسأل الآن : ما هي العلاقة بين المثال )1-١-4(‏ والمثال (۲-۱-4)؟ كل عنصر من 
۷۰ هو على الشکل ۰ "× ۱ _ ...+× ٣‏ حيث ۰6۳ . ادا طبقنا هذا العنصر على 
۷ 5 هم رف پمکننا ننا توفع مائل لامع ۴ وذلك بعد أن نعرف التشاکل والت‌انل 
فضاءات التجهات . 


تعریف 
إذا كانت ۷ جموعء جزئية من فضاء التجهات ۷ على ۴ فیقال ان ۱۷ 
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فضاء جزئي )subspace(‏ من ۷ ادا کونت ۷ فضاء متجهات غل ۴ بالنسسه 
للعمليات ا معرفة على ۷ . 


وبعب‌ارة مکافثه يقال ان ۷ فضاء جزئی من ۷ إذا كان ۷ 0۷+ aw‏ لأى 
عنصرين ۷ اي W‏ و »,قم فى ۳ ۱ 


لاحظ أن فضاء المتجهات العرف في مثال (4-۱-4) هو فضاء جزئى من الذى عُرّف 
ی شال (۳-۱-4). يمكن للقاریء أن مجد أمكلة آخری عل فضاءات التجهات 
والفضاءات الجزئية في السائل التی تلی هذا البند. 


تعر يف 
إذا كان لآ ,۷ فضائي متجهات على ۴ فيقال عن التطبيق 7 من نا إلى ۷ 
إنه تشاکل (1571(ام70:101101) إذا كان 
6 ينا + 7 (u, Fu, JT=u,‏ 
۳( (1,نا)»ه- 1( (au,‏ 
جميع العناصر نار رنا في لا و 0 في ۴ . 


كما حصل في غاذجنا السابقة فان التشاكل هو تطبيق يحفظ البنية الجبرية للنظام . إذا 
كان التشاكل ۲ تطبيقا أحاديا فيسمى تمائلا. تعرف نواة 7 على أنها المجموعة 
(0->1|لا6نا) حيث 0 هو العنصر المحايد لعملية الجمع في ۷ . إن نواة 1 هی فضاء 
جزئي من لاویکون ۲ نماثلا إذا وفقط إذا كانت نواته تساوي (0) (نترك البرهان كتمرين 
للقاریء) . يقال عن فضائي متجهات إنها متهاثلان إذا وجد تماثل من أحدها على الآخر. 


سنرمز لمجموعة التشاكلات من لا إلى ۷ بالرمز (1,۷) 11050 وسنهتم بصورة خاصة 
بالجموعتین (10,۴) Hom‏ ,(۲ا,۲) Hom‏ . سنقوم بدراسة أولى الجموعتین أدناه أما الثانية 


۲۳۸۸ مواضيع في ابر 


of linear transformations)‏ عin)‏ على لآ . سنخصص جرءا با من هذا 
الکتات لدراسة (لآ,لا) ۲۱۵۳۱ بصورة مفصلة . 


الآن نبدأ دراستنا بتمهيدية حول العملیات في فضاءات التجهات والتى تسهل علینا 
إجراء بعص النسانات الیسیطه . في منطوق التمهيدية 0 یمشل صفر عملية 
الجمع في ۷ و ۵یمثل الصفر في ۴ ,۷- المعكوس الجمعي للعنصر ۷ ۷ . 


قهيدية (۱-۱-4) 
ادا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ فال 
)١(‏ 20-0 لكل ۰ في ۴ . 
(۲( 0۷-0 لكل ۷ ف ۷ 
عه (0۷)-<0(۷-) لكل » في ۴و۷ ی ۷ . 
)4( إذا كان ۷۶0 فان 20-0 تقتضى أن 0-» . 


الرهان 
إن البرهان سهل جدا ويتبع الخطوات نفسها التي اتبعناها لبرهنة نتائج ممائلة في 


الحلقات . 
لذا فسنتجنب التفاصيل ونقدم البرهان محتصرا: 
(۱) لما كان 
(ابن +( < ( 00۱4۷ نان 
فاننا نجد آن 
(ا-0)ن 
(9) لما كان 
01+01 01+ م) ع 0۵۷ 


فإننا نجد أن 


0۷=0 
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(۳) لا كان 
01 -) + بيه - ا( (0-)+ه) <0 
(0)- ۷( -) 
(5) ادا كان 7۶0,۰۷0 . فان 


0-0۳00 )0۷()0 ۵۷1۱۷۷ 


إن التمهيدية التى انتهينا من برهانها تبین أن الضرب بالعنصر الصفري في 
۷ أو بالعنصر الصفري في ۴ ينتج عنه العنصر الصفري في ۷ . لذا فإننا سنستعمل الرمز 
نفسه لکلا العنصرین الصفریین دون آن یسب ذلك لا للقاریء . 


إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۷,۴ فضاءا جزئياً من ۷ فباعتبارهما جرد زمرتین 
ابدالیتین ننشیء الزمرة اخارجة ۷/۷ الى عناص‌ها الجموعات الشاركة ۷+۷ 
حیث في ۷ . ان ابدالية عملية ابحمع وما بیناه ق الفصل الشاني ق نظرية الزمر 
مجعلان ۷/۷ زمرة |بدالية. . الآن نجعل من ۷/۷ فضاء متجهات ومن أجل 
ذلك نعرف »)۷+W(‏ على أنه ۷+۷ حيث 6۷/۷ ۷+۷۷ و 06۳ . ک| هو معتاد يجب أن 
شبت أن العملية اعلاه حسنه التعریف. أي إذا كان ۷+ ۲= ۷+ فان 
(1+'0)00-(11+)0 . ومن أجل ذلك لاحظ أن ۷-۷ فى ۷ لأن 
۷۲۱۷-۷۷ . ولكن ۷ فضاء جزئی ما يجعل ('2)0-07 في ۷۷ . باستعمال الحزء ۳ من 
تمهيدية (۱۱-4) (انظر مسألة١)‏ نجد أن ۷-۷6۵۷ أي أن 
av +¥ = + W‏ . وهك ذا =a +¥ -)0/ + W(‏ ۷+۷۷ -(/11+)0 ما يشت أن هذه 
العملية حستة التعریف. 


إن اك لحم من | ستبتاء VIW‏ . لجميء شر وط فضاء المت لتحهات امسر رتیت در که 
للقارىء . با سبق نكون قد برهنا على التمهيدية الآتية : 


۳۹۰ مواضیع في اجمبر 


تمهيدية (۲-۱-4) 

إذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ و۷ فضاء جزئيا من ۰۷ فان ۷/۷ 
فضاء متجهات عل ۴ بحيث إنه لأي عنصرین ۲۷+ ,۱۷,۲ + ر۷ في ۷/۷۷ ولأي 
© ق ۴ يكون 
(v, ۷ +, + W)=(v, Fv) F+W (۱‏ 
a(v, FW)=av, FW (۳)‏ 
يطلق على ۲۷/۲۷ الفضاء ا خار ج tient space‏ uoپ‏ من ۷ على ۷۷ . 

الآن نذكر مبرهنة التشاكل الأولى لفضاءات المتجهات بدون برهان ولکننا ندعو 
القارىء للعودة إلى برهان ميرهنة (۱-۷-۲). 


مرهنه ( ۱۰۱-۵ ) 
إذا كان 7 تشاک لا من ل على ۷ نوانه ۷ » فان ۷ يباثل ۷/۷ . وبالعکس 
إذا كان نا فضاء متجهات و ۷ فضاء جزئيا من لا فیوجد تشاکل من نا على 1/۷ . 


يجد القاریء مبرهنات التشاکل الأخرى في السائل الق تلى هذا البند. 


تعریف 
لیکن ۷ فضاء متجهات على ۴ و ,لا,....,لافضاءات جزئية في ۷ . يقال 
عن ۷ إنه ا جمع الباشر الداخلی («اناد 01760۱ 0/6781) للفضاءات لا,..., تا إذا آمکن 


كتابة كل عنصر ۷ء لي ۷ بطريقة وحيدة فقط على الصيغة نا+...+ رد-۷ 
حیت ل € ن . 

تكن ,۷ ,..., ,۷ فضاءات متجهات على ۷,۴ مجموعة العديدات ( ۷....۷) 
من رتبة ۰0 حیث 7 في ۷ یکون التفرات ای و من 


۷متساوین ادا وفقط إذا كان “0-٠.‏ لكل 5 تعرف حاصل اخمع لعنصرین 
من ۷ بالطريقة التالية : 


,تالایا )لا (VV)‏ 
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واخیرا ]11 کان » في ۴ وزج ق ۷ نميف زو چو عل ان 
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من السهل التحقق من أن العملیات العرفة على ۷ أعلاه تجعل منه فضاء متجهات 


على ۴ . ندعو ۷ الجمع المباشر الخارجى للفضاءات ,لا....,, ۷ ونرمز لذلك بكتابة 
V=V ©...© 7,‏ 


مرهنه )7١-١-4(‏ 
ادا كان ۷ يساوي الجمع الیاشر الداحل للفضاءات ا حزئية لامو لاع 
فان ۷ یائل ا جمع الباشر ا خارجى لفضاءات ال منجهات ,لا,..., ,ل . 


الرهان 

ادا كان ۷ يي ۷ فإنه من الفرض يمكن كتابته بصورة وحيدة على الشكل 
...+ ولاخ ,=۷ حیٹ دي ل1 » نعرف التطبيق ۲ من ل إلى ,لآ ©...©) U‏ 
على النحو (لا,..., ,)۷۲ ٠‏ التطبیق 7 حسن التعریف لان ۷ له ل وسيد عل الصينة 
اعلاه ومن الواضح أن ۲ غامر ذلك لأن أي عنصر اختياري (,۷...,) في 
لا نا ساو ۷1 حيث ...۷-۷۰ فى ۷ . نك للقاریء برهان أن 
1 أحادي وأنه تشاكل . 


بسبب التاثل الذکور في مبرهنة (4 2 -۲) فإننا فيها سيأتي سوف نتحدث عن الجمع 
المباشر دون أن ندکر کونه اریز ام اشا 


مسائل 
أت ون آنه في فضاء التجهات یکون 0۷-0۷-(0)۷-۷ . 
؟ - برهن على أن فضائي المتجهات المذكورين في المثال 4-١-4‏ والمثال ۲-۱-6 متماثلان . 
۳- برهن عل آن نواة التشاکل تکون فاا 


۳۹۲ مواضيع في ابر 


4 - (۱) إذا كان حقل الاعداد احقيقية فبین أن مجموعة الدوال التصلة حقيقية القیم 
العرفة على الفترة المغلقة [0,1] تکون فضاء متجهات على ۴ . 
(ب) برهن على أن الدوال التي توجد مشتقاتها من رتبة ١‏ من الدوال المذكورة في الجزء 
() تكن فضاء جزثي لیم ...9۳12 
6۵ - (۱) لیکن 3 حمل الأعداد الحقيقية و ۷ جموعه التتابعات لحن ی 
حيث ,3 في ۴ حيث إن الساواة والجمع والضرب لعنصر من الحقل معرفة عن 
طريق الرکبات ,3 . برهن على أن ۷ فضاء متجهات على ۴ . 
(ب) لتكن ۷ المجموعة (20,ه ۷۱۳ 3,....(6,....,ة)) . برهن على أن ۷ 


جزئي من ۷ وأنه محتوى في ۷ . 

- کات نا,۷ نضاق متجهات عل ۳ فعرّف عمليتي اببسم والضرب بعنصر من 
الحقل Hom(U,V) ٤‏ ان تكون (77, 1101101 فضاء متجهات على ۳ 

۷- باستعيال نتيجة المسألة ٩‏ برهن على أن (11070۳(,۳ يائل فضاء 

الشخهات ۳۳۳ . 

۸ ذا كان مم . فرهن عل أنه یوجد تشاکل من "ازيل ۳۳۲ نواته ۷ 
العف , 

٩‏ - إذا كان ۷۴0 فى ۴ . فبرهن على أنه یوجد عنصر ۲ في H1٥۳)۴,۴(‏ بحیث 
0 . 

۰ - برهن على وجود تمائل من ”۴ إلى (۳۳,۴(,۴) Hom (Hon‏ 


4 لا 316 10 ss‏ ی فخ ۷ د ف غل أن 
EW}‏ ,617 با ,+۷ | ۷6۷) ۱۷+ نافضاء جزئی في ۷ . 

۲ - برهن على أن تقاطع فضائین جزئیین من ۷ هو فضاء جزئي من ۷ . 

۴۳ ۔ إذا كان 8,۸ فضائين جزئین من ۷ فبرهن على أن ۸+8(/8) یال 
AKANB)‏ . 


1 


06 
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Ek 
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اد 
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إذا كان 7 تشاکلا من لآ على ۷ نواته ۷ . فبرهن على وجود تقابل أحادى بين 
الفضاءات الحرئية من ۷ والفضاءات الحزئية من نا التى نحوي ۷ . 

لیکن ۷ فضاء متجهات على ۷,,....۷,,۲ فضاءات جزئية من 
۷ . ول نضرض أن ۷+...+ ۷+ ۷-۷ ۳۹ مساله ۱۱) وان 
)=7 ۷ ین NFA‏ لا 2 ىن رفن 
على أن ۷ هو الجمع الباشر الداخلی للفضاءات الجزئية ,۷۰:۷ . 

لیکن ,۷,8...۷-<۷ . برهن على أن ۷ يحوي فضاءات جزئية ,۷ تماثل ۷ 
بحیث أن ۷ يساوي الجمع الباشر الداخلى للفضاء‌ات ,۷ . 

لنعرف ۲ على ۲ بوااسطة (ر«ة+ )1( حيث 
إن 8,۷,۵,» عناصر ثابتة ف E‏ 

(ا) برهن على أن 7 تشاكل من 72 إلى نفسه . 

(ب) أوجد شروطاً ضرورية وكافية على 8.۷.8,» کی تجعل 7 اثلا . 

لنعرف 7 على 53 بواسطة 

ر رر یرو راو 0+ ,اا 0)- کرک ٭) ۱ 
أثبت أن 7 تشاکل من ۴۳ إل نفسه وعین شروطاً ضرورية وكافة عل 
0 کي تكون 1ا . 

لکن تافل من ۷ ال #۷ . باستسال ۲ غرف تشاک ا “امن 
Hom (W,F)‏ إلى Hom (V,F)‏ . 

(1) برهن على أن ۴لا ييائل ۴۳ لقیم 8-1 : 

(ب) برهن على أن ۷۳۵ بمائل ۳ . 

(دا كان ۷ فضاء متجهات على حقل غير منته (1610] عانمنهن) ۴ . فرهن على 
أنه لیس بالامکان کتابة ۷ کاتحاد مجموعات لعدد منته من فضاءات جزئية 


٤(‏ - ۲) الاستقلال الخطى والأساسات 


إذا تفمحصنا المثالين )5-١-4(‏ و(۳-۱-4) المذكورين في البند السابق نلاحظ أنه 
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بالرغم من وجود العدید من الخواص الشتركة بینهیا فانه يوجد فرق رئيس بين الائنین . 
هذا الفرق يبدو في الحقيقة أنه في الثال (4-1-4) یمکننا إيجاد عدد منته من العناصر 
هنن لاي 1 جت پک کتابه کل عنصر کترکیب من هذه العناصر بمعاملات من 
۴ . بینا لا توجد مثل هذه الجموعة النتهية من العناصر فى المثال (۳-۱-4). 


تولیدها بواسطة مجموعة منتهية من العناصر كما هى الحال في مثال (4-1-4). 


تعریف 

ادا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ و ,۲,,...,۷ق ۷ فیدعی العنصر الذي على 
الشكل .0,۷۵۷ حیث |0 فی ۴ ترکیب خطي (linear‏ 
( 600۱0۱۵1100 على ۴ للعناصر ا,. 


إننا سنعمل على حقل ثابت ۴ ونستعمل في أغلب الاحیان عبارة ترکیب خطى 
دا من اكيب ا عل ۴ . كذلك سنکتفی بعبارة فضاء متجهات للدلالة على 

فضاء متجهات على ۴ . 
تعریف 

إذا كانت 5 جموعة جزئية غير خالية من فضاء التجهات ۷ فان التولید 
اخطي span)‏ 117681) (1.)5 من المجموعة 5 هو جموعة جميع التركيبات ا خطية 
لجموعات منتهية من عناصر 5 . 


في الحقيقة إننا وضعنا في (145 جميع العناصر التى تتطلبها شروط فضاء 
التجهات. لذا فإنه لیس من الغریب أن نجد التمهيدية الاتية : 


مهيدية (۱-۲-4) 
(1,)5 فضاء جزئي من لأ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية نه ۲۹ 


الرهان 
إذا كان ۷رس في (5)آ فان 2+... +7235 و ا ...+ 6 w=‏ 
حيث :۰ لاف ۴ و ,2.5 اي 5. 
إذا كان » و 6 فی ۴ فان 
رل FAS‏ 6 )6۷0 +0۷ 
(aA Js ۳ )۵ (۱...)‏ + ... + 00(5)< 


ما جعل +0۷ في (1)5 وبذا يكون (1.)5آ فشا جزئیا فر ۷ : 
إن البرهان على أجزاء التمهيدية التالية سهل جدًا نتركه كتمرين للقاريء . 


مهيدية (1-1-4) 
إذا كانت 1,5 جموعتين جزئيتين من ۷ » فان 
۱ - 87 یقتفی آن ا يط . 
L(SUT) = L(S)+L(T) - ١‏ 
L(L(S)) = L(S) -‏ . 
تعريف 
يقال عن فضاء التجهات ۷ إنه منتهى البعد [172510012ل-16ذم1 رعلی 
۴) إذا قجدت جموعة جزئية منتهية 5 في ۷ بحيث إن (7-1/5/ . 


لاحظ أن ۴ منته البعد على ۴ لانه إذا كانت 5 تحتوى على التجهات 
(1,0,...,0(,)0,1,0,...,0(,...,)0,0,...,0,1) فان )1)8 =۷ 
البعد لفضاء المتجهات . هذا ما سنفعله قريبا. 


تعر يف 
إذا كان ۷ فضاء متجهات, نقول إن ,“...., ,۷ في ۷ إنها مرتبطة خطيا 


۳۹۹ مواضیع في ابر 


dependen1(‏ yاinearا)‏ على ۴ إذا وجدت عناصر ,۸,..., ۸ی ۴٣‏ لیس جیعها أصفاراً 
بحیث إن 20 ...۸,۷۱۰ ۸,۷ . 


إذا لم تكن التجهات ,۷,,....۷مرتبطة خطیا على ۴ فیقال إنها مستقلة خطياً 
independent)‏ بواموعمن!) على ۲ ۰ وهنا أيضا سوف نختصر العبارة «مرتبطة حلا 
على ۴ » إلى «مرتبطة خطيا». لاحظ أنه إذا كانت ,۷,....,۷مستقلة خطياً فلا يمكن 
لأحدها أن يساوي صفرا ذلك أنه لو كان 0-,؛ . على سبيل المثال» فان : 
av +O0v,+...+0v =0‏ لكل 0 في ۳ 


في من السهولة التحقق من أن (1,0,0) » (0,1,0) و (0,0,1) مستقلة 
خطيا بيغا (1,1,0) ۰ (3,1,3) و (5,3,3) مرتبطة خخطياً . 

نود أن نشير إلى أن الاستقلال الخطي لا يعتمد على المتجهات فحسب ولكن 
على الحقل أيضا. فعلى سبيل المثال. حقل الأعداد المركبة يعتبر فضاء متجهات على 
حقل الأعداد الحقيقية وهو أيضا فضاء متجهات على حقل الأعداد المركبة. 
العنصران 7-1 و1-رمستقلان خطیاً على الأعداد الحقيقية ولكنهها مرتبطان خطياً على 
الأعداد المركبة لأن 0 = رب(1-) + نز 


إن مفهوم الارتباط الخطى أساسى ومهم جد في دراستنا هذه . لذا يجدر بنا النظر 


تمهيدية (1-7-4) 
إذا كانت ,۷,,...,۷مستقلة خطيأ فان كل عنصر في توليدها اخطي له تمثيل وحيد 
على الشكل ,2۷+ ...+ ,۷ 2 حیٹ ےی ۴ . 


الرهان 
بالتعريف . كل عنصر في التوليد الخطي هو على الشكل ۷ي۸+...+ ,۸۷ . 


كي نبين أن هذا التمثيل وحيد يجب أن نثبت أن 


فضاءات المتحهات والفضاءات الحلقية ۲۹ 


۷... لا‎ =U YF... FY, 
تقتضی أن ,<,۸» یلاحیا» ...= ۸ . ولكن إذا كان‎ 
۷... ۷ امه ...ل الات‎ 
انا نحصل على‎ 
وق)+...+ 2 2(۷- 2+ ۷( - 3) والتى تؤدي بالاستعانة‎ ۵ =0 
. ۸ 0ک 0= ...لاح نا‎ Nee بالا ستقلال الخطى للعناصر‎ 


إن البرهنة التالية بالرغم من سهولتها وطبیعتها الخاصة تعتبر مهمة جداً ذلك لان 
نتائجها تکون أسس الوضوع الذي ندرسه. وسندرج بعض هذه النتائج بعد المبرهنة 
أما البافی فسیظهر في التمهیدیات والمرهنات بعد ذلك . 


مرهنه (۱-۲-۶) 
إذا کانت ی ۷ فانبا ا آن تکون مستقلة خطیا و آن /احد التجهات 
شو تركيب نحطي من التجهات التي تسبقه We‏ 


الرهان 

إ6 کانث ,۷,,...,۲مستقلة خظيا فلیس هناك ما یدعو للبرهان. لذا نفرضص 

آن 0,۷,0 ...+ ,0,۷ حيث لیس کل ,ه تساوی ۳۳ لیکن ۶ آکم عدد 

صحیح بحيث 0۶0 . لا كان 0-به لقیم ۷< ذفان 0ح ,اي»+...+ ,ابه والّذي 
یفتضی آن : 

ی IEE‏ فا ار ی تا 


E‏ كل كي 
رل لا لوس * ات 


5 1 2 


5 66+ 


لآن 0 . لذا نجد أن ۽۷ هو تركيب خطي من التجهات التی تسبقه . 


)١( نتيجة‎ 


ادا كانت ,۷,,...,۷فی ۷ تولد ۷ خطيا وكانت ,۲,,...,۷مستقله خطيا فان بإمكاننا 


۳۹۸ مواضيع في احبر 


۳ چ اليل لقب با باسني ای 3 Vs‏ /, ۷ حوري عناصر 


الرهان 

إا کانت ک5 مسقا خطیا فلا بذعا يدعو للبرمان. وفیا عدا ذلك 
خلس من اول غتصر #يساوي ترا خطیاً لسابقیه . لان ,"...., «مستقلة حطیا 
فان <ز . لذا نحصل على الجم وعه الحزئية زد E‏ 
التي تحوي ۰-1 من العناصر. من الواضح آن توليدها اخطي وی في ۷ » رلا 
ندعي أنه في الحقيقة يساوي ۷ . لأنه ادا كان » في ۷ فانه یمکن کتابته کترکیب 


خطي فر N‏ ولكن ٤‏ ذلك التركيت الخطي متا انت دال ۷ 
بتركيب خطي من ,۷.۷ مما يؤدي إلى أن « هو تركيب خطي من 
دون سمو لان 


مرن اي من المناضر اي تساوی ترکیبا تخطيا لسابقیها» نصل 
ال جموعة ری ۷ ag‏ اتوليدها اسي يساوي ۷ . ولكن لا يوجد عنصر 
فيها يساوي رکا عط ل ابي . وفقا للبرهتة (۲-4- ۱ تکون العناصر 


ادا كان ۷ فضاء متجهات ُنتهی البعد فإنه يحوي مجموعة منتهية ,۷...۷ 
من العناصم المستة لستقلة خطيا والتی تولیدها ا خطى يساوي ۷ . 


المرهان 

لا كان ۷ منتهي البعد فانه تولید خطی لعدد منته من العناصر ,,لا...., . 
وفقا للنتيجة ۱۸( کشا اجاد سر حجرئیه هنن هده العناصر ویر مز لعناص ها 
ارز لايك اقا کا ما ليده الخطى يساوي ۷ : 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۲٩‏ 


تعریف 

تدعى المجموعة ا حزئية 5 من فضاء التجهات ۷ اساسا (ونعوط) للفضاء 
۷ إذا كانت عناصر 5 مستقلة خطيأ (بمعنى أن أي عدد منته من عناصر 5 مستقل 
خطيا) و (17-1.)5 : 

بهذه التسمية يمكننا أن نستبدل نتيجة (۲) بيا يل : 


نتيجة (۲) 
إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهی البعد وكانت التجهات سي تولك ۱۷۶ 


فإن جموعة جزئیه من ۷,.....۷تکون اساسا للفضاء ۲ . 


إن النتيجة (۳) تؤكد أن فضاء التجهات المنتهى البعد له أساس يحوي عدداً منتهياً 
من العناصر ,۷,....,۷. وبالاستعانة بتمهيدية (۳-۲-4) نستنتج أن كل عنصر في ۷ 
له غثیل وحيد على الشکل FERRY‏ یت رس 6 في *1. 


الآن لننظر إلى بعض الاستنتاجات التى یمکننا استخلاصها من اللاحظتین 
السابقتین . لنفرض أن ۷ هو فضاء متجهات منتهي البعد على 5» كما رأينا سابقا 
لاله ساس ۷ ۷,...۰. لذا آي عنصر فق ۷ له ميل وحید عل الد 
لوطه ۷۷ ,۽ شرفت تطبيقا ف ۷ إل "۴ جعل صورة 
۰۰۰۷ ۷)نساوی a)‏ ودعو 6 ) . بسبب وحدانية التمثيل مېده الصيعة فإن التطبيق 
يكرت سح الق یفن الحادها وشات ویمکن إثبات أنه يحقق جميع خواص التماثل . 
لذا فان لاياثئل "۴ لعدد صحیح ماه حيث إن « هي في الحقيقة » عدد العناصر في 
اساس ما للفضاء ۷ على ۴ . لو كان للفضاء ۷ آساس اخر يحوى 7 من العناصر 
لكان ۷ بائل !۳۲۳ للاسباب السابقه نفسها . هذا مجعل ۴,۴۳ مت‌ائلین لأن كلا منها 
یمائل ۷ . 


ما سبق يبرز السوال التالى: تحت أي شروط على ,7 يكون ۴١‏ ,٣م‏ 
متانلین؟ 


و ۳۰ مواضيع في احبر 


إن |دراکنا یدعونا للاعتقاد بان هذا مکن فقط في حالة 2-0 . فلو كان 
۴ وا اه فيه عدد منته من العناصر ‏ مثل ,2 (الأعداد الصحيحة قياس العدد 
الأولي م ) فان ”۴ يحوي "م من العناصر بينم)| يحوي ۴۳ على "م من 
العناصر. ولكن التهاثل يقتضى أنهها يحويان العدد نفسه من العناصر ولذا 
یکون سدم . ومن وجهة نظر آخری لوكان ۳ حقل الأعداد ا ية فان "1 روهنه 
الطريقة امندسية قد تکون غامضة للقاریء) یمثل الفضاء الحقيقى ذا البعد ه 
وإحساسقا انلس قينا آن الفضاء ذا البعد « مختلف عن الفضاء ذا البعد « إذا 
كان ۳ہ . لذا يمكننا التوقع أنه إذا كان ۴ حقلا ما فان ۴۳ يماثل ۴۳ فقط 
في حالة 5-70 . 


بصورة مكافئة وما سبق ذكره نتوفع أن أي أساسين للفضاء ۷ يحويان العدد نفسه 
من العناص. ومن أجل ذلك نبرهن على التمهيدية التالية . 


نمهيدية (1-7-4) 
ادا كان v‏ 507 ۳ ۳ للفضاء ۷ على ۴ وکانت ۷ w, a‏ ق ۷ مستملة 
خطيا على ۴ فان مص . 


البرهان 
كل متجه في ۷ وعلى وجه الخصوص ۾« هو تركيب خطي من ,۷,۰۰۰ . 
لذا فإن المتجهات ,۷...۷« مرتبطة خطيا وفضلا عن ذلك فإنها تولد ۷ لأن 
۷۷ تولد ۷ بحد داتها. إذن توجد مجموعة جزئية فعلية من :۷..... ۷ 
جف ا ترق اساسا قاد 9 ہے ذا يخ فد اسنا أحد لعناصر 
٠,‏ على الأقل بالعنصر ,»ف تكوين هذا الأساس الحديد. كرر العملية السابقة 
مع الجموعة , 0 0 WoW,‏ . باستعمال نتيجة )١(‏ من ميرهنة ۲-٤(‏ ۷ کنا 
استخراج أساس عل الشكل. ea‏ ۷۰ ۷ حیث 55-2 . بالااستمرار على هذا 
النوال نحصل على أساس للفضاء ۷ م الشكل ا تسب وا كان 


فضاءات التعهات والفضاءات الحلقية ۱ ۳ 


لا يساوي تركيباً خطياً من ,_,,۳...., فلا بد للأساس السابق أن يحتوي على متجه 
من الشكل ۷. لاحظ أنه في ذلك الأساس استخدمنا 8-1 من العناصر 
۷ ولي الوقت نفسه تخلينا عن ۰-1 من العناصر على الصيغة 
۷ومم ذلك بقي عنصر من الصيغة ,۷ . لذا 1>0-1- مما يؤدى إلى أن > . 


هذه التمهيدية تعطینا نتائج (ندرجها فيا بلي) تمثل حقائق أساسية تعیننا على 
فهم طبيعة بعد فضاء التجهات . هذه النتائج ذات أهمية عظمى في كل ما سيأتي لیس 
في هذا الفصل فحسب بل في بقية هذا الكتاب وبالأحرى في جميع مادة الرياضيات . 
إن هذه النتائج تعتر ميرهنات بحد ذاتها . 


نتيجة (۱) 
إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهی البعد على ۴ فان أي ETE‏ في ۷ ف 
العدد نفسه من العناصر. 


المرهان 

لیک ۴ ۰ 0 ۳ للفضاء ۷ على او ۷,..., ۷ اا اک لذا فإن 
بابي ۷ مستقلة خطیاً عل ۴ وبناءا علي ووفقا لتمهيدية )٤-۲-٤(‏ نحصل على 
2 . باستبدال دور الاساسین السابقین فيا بينهها نحصل على > مما يؤدي إلى 


أن مم . 


نتيجة (۲) 


يكون ۴۳ ماثللا للفضاء ۴۳ إذا وفقط إذا كان دم . 


الرهان 
بحوى ال اة ۴۳ کاخ ا يجموعة المتجهات (1,0,...,0) » 
 )0,1,...,۵(‏ . . .> (0,0,...,1) الحاوية على 0 من العناصر. كذلك الفضاء 


مواضيع في ابر 


اساسا للفضاء الأول إلى أساس للفضاء الثاني (انظر مسألة 4 فى نهاية هذا البند) 
ولذا فان هك ووفقا للشحة ۱. 


إن النتيجة (۲) تؤكد أن ما استنتجناه بأنفسنا فيا سبق حول إمكانية تمائل 


۷۵ هو صحيح من الناحية الرياضية. ولقد ذكرنا حیشذ أن لايياثل 
»5 لعدد ما « . وفقا للنتيجة ۲ فإن العدد ه وحيد وهكذا يكون لدينا. 


يجه (۳) 

ادا كان ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على فإن ۷ ييائل ۲۷ لعدد صحيح 
وحيد 7 » وف ا حقيقة آن ‏ يساوي عدد العناصر في أي أساس للفضاء ۷ على 
* 
تعريف 

یطلق على العدد الصحيح 17 قي نتيجه (۳) بعد (011116175101) فضاء 
التجهات ۷ على ۲ . 

إن بعد الفضاء ۷ على ۴ هو بالاحری عدد العناصر في اساس من ۷ 
عل ۲ . 
سوف نرمز لبعد ۷ على ۴ بالرمز ۷ "ال وعندما نرید أن نزکد دور الحقل ۴ 
تکتب 4۱۳۷ . 


نتيجة (4) 


اي فضائي متجهات منتهیی البعد على ۴ وش البعد نفسه يكونان مت‌ئلین . 


البرهان 
إذا كان البعد هو « فان أيا من الفضاءين يماثئل ۴۳ وبالتالى یکونان متماثلين . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية ۳ 


متجهات ۷ ؟ إن التمهيدية التالية توکد أنه ادا بد‌آنا من أبة ګموعهة من المتجهات 
المستقلة حطيا یمکننا توسيع هذه الجموعة لتكون أساساً للفضاء ۷ . 


مهيدية (0-1-4) 
ادا كان ۷ فضصاء ۶ متجهات منتهي البعد على ۲ و ,نا .رای ۷ مستقلة 


7 فال EERE:‏ اعباد مشصهات U gly‏ ی ۷ يح سيث 
n‏ و تور ای لا ۳ قوت اساسا للقضاء ۷ 


البرهان 
ما أن ۷ من البعد فان له أساساً يحوى عدداً متتهيا من العناصر ل 


1 
وحيث إن هله العناصر تولد ۷ فاد المتحهات لا اي اتلد ما ووفقا 
عم عي ياي ( ۲-۶ -۱) توجد جموعه جرئية من تلك التجهات عل 
الصيغة , ا حوی عتاصر ستقلة طا ونولد ۷ . لی‌هان التمهيدية 
19 


او 1 ببس 6 » م : 6 i‏ عيملا 


إن التمهيدية التالية نجيب على السؤال: ما هی العلاقة بين بعد فضاء 
التجهات ۷ وبعد صورة تشاکل من ۷ ؟ 


مهيدية (۲-۲-4) 
و ۷ dim Wsdim‏ كذلك ۷۷ V—dim‏ ورزل ع ۷/۷۷ dim‏ . 


الرهان 
إذا كان ۷ «ن۵< فوفقا لتمهيدية )٤-۲-٤(‏ أي 2+1 من العناصر فى ۷ 


۳ مواضيع في احبر 


حطیا. لذا یمکتنا امجاد محموعة لا یمکن الزيادة علیها من العناصر الستقلة عسل 
الا للا ۷ مرتبطة خطياء أى آزه نوجد عناصر SOR‏ ۲ لسو كلها صفرا 


awta w F...Fa ۱ =0‏ 
ادا كان 2-0 فان الاستقلال اخطي للعناصر ,۷ یعطینا 0= » >>[ 
وهذا تناقض . لذا 0ه و مه +...+,0,۳) ۷-۵ . ونتيجة لذلك تولد 
المتجهات ,۳....,," الفضاء الجزئي ۷ ما يجعل الا مُنتهىالبعد على ۴ وله أساس 
بحوي على من العناصر حيث > . لذا ۷ دمنل>ك/18 «ذل وذلك من تعريف البعد 
لفضاء التجهات . 


الآن ليكن لاسن اساسا للفضاء الحزئى ۷۷ . وبالاستعانة بتمهيدية 
(۵-۲-4) یمکننا توسیم هذا الأساس إلى أساس ,۷,,...۷,۷,,...,۷ للفضاء ۷ 


. m=dim ۷۷ , ۲۱۲-۱۳۲ ۷ حيث‎ 


لتکن ۷,...,۷ صور العناصر nei‏ ۷ ۷-2 . وحيث إن أي متحه 
۷ في ۷ هو على الصيغة : 
دق هد 
فان ۰۷ صورة ۰۷ هي على الصيغة: 


...+ ۷-۷ 
(لآن 0 الاح .., 2-۷۷ ۱۷ 14 
لذا فان ,”.....,” تولد ۷/۷ وزيادة على ذلك ندعي أنها مستقلة خطياً. 
فلو كان 0 ۷ ۷ ۷ 


فان اي W di‏ مما جعلل عي اب ` eT,‏ 


وهذا يبؤدى ال أن لاح am me‏ ذلك لأن ا سس مات 
۱ ۷,۰۰۱ مستقلة تنظا. هكذا بینا أن ۷/۷ له أمساس يحوي 1 من العناصر 
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وبناءً عليه یکون 


[ 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۵ ۳۰ 


dim V/W=r=dim V—m=dim ۷-01 ۷ 


إذا كان 8,۸ فضاءين جزئيين منتهيى البعد من فضاء التجهات ۷ » فان 
4+8 منته البعد و dim (A+B)=dim (A)J+dim (B)~dim (ANB)‏ 


الرهان 
بالااستعانة بمسألة (۱۳) في نهاية بند )١-4(‏ نحصل على 
اه A+B‏ 
B ANB‏ 


وحيث إن ۸ ,8 منتهيي البعد يكون 
dim A—dim(ANB)‏ = )ن dim(A+B)-dimB= dim)‏ 


بنقل الحدود نحصل على 4 سك في النتيجة . 


مساشل 
-١‏ برهن عهیدیه (۲-۲-6) 
)١( -۲۳‏ دا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية. فرهن عل أن التجهات 
(1,1,0,0) ۰ (1,0-,0,1) و (0,0,0,3) فى ۴۳ مستقلة خطياً عل ۴ . 
(ب) ما هي الشروط على مميز احقل ۴ كي تکون التجهات الثلائة في (ا) 
مرتبطة حطا؟ 
۳- إذا كان للفضاء ۷ اساسا يحوي 7 من العناصر. فرهن وبصورة مفصلة على 
أن ۷ یاثل ۴ . 
4 - إذا كان ۲ نماثلا من ۷ على ۷ . وکان 5 أساساً في ۷ فاثبت أن (7)5 أساس 
في ۷ . 
5 إذا كان ۷ منتهي: البعد و٣‏ تماثل من ۷ إلى ۷ . فبرهن على أن ۲ يجب أن 


یکون غامرا. 


مواضيع في احبر 


5- إذا كان ۷ منتهي البعد و ۲ تشاكل من ۷ على ۷ . فرهن على أن 1 يجب 


أن يكون أحاديا وبالتالي تماثلا . 


۷- إذا كان بعد الفضاء ۷ يساوى « . فأثبت أن أية مجموعة عناصرها ه من 


التجهات المستقلة خطيا في ۷ تکون أساساً للفضاء ۷ . 


لم ادا كان ۷ منتهى البعد ولاق آنا جزئیاً من ۷ بحيث dim V=dim W‏ , 


فرهن على أن ۷-۷ . 


4 - إذا كان ۷ منتهي البعد و ۲ تشاكلا غير غامر من 7 إلى نفسه. فبرهن على أنه 


یوحد اعد ۷ ۴ ۷ بحيث 71-0 . 


-٠‏ لیکن ۴ حقلا و []۲ فضاء کشبرات الحدود في × على ۳ . برهن على أن 


EE 


۴ 


$ 


[×]۴ ليس منتهي البعد على ۴ . 


۷, (۵0)ع‎ )۳۱۸[| 068 p(x)<n} 


وعرف ۲ على النحو 


(ata x+...+a _ ره(‎ a (x+1)+a,(x+1)+...+a (7 


n=] 


برهن على أن 1 غائل من ۷ على نقسه . 
لتكن ۷۷ هي المجموعة 


...0 م0 | “تن مدن يد ويه 
برهن عل أن ۷ فضاء جزئی من ۷ وآوجد آساسا له على الحقل ۳ . 
لیکن 5 ولا أساسا للفضاء ۷ و ۷« ی ,أي 7 من العناصر ٤‏ ۷ وعرف 


7 على ۷ بالشکل التالي : .1( ب((+.. ۸,۷) 

(۱) آثبت أن ۲ تشاکل من ۷ إلى نفسه . 

(ب) متى یکون 7 نائلا؟ 

برهن على أن أي تشاكل من ۷ إلى نفسه حيث ۷منتهي‌البعد هو على الشكل 
المذكور في مسألة (۱۳) وذلك باختيارنا لعناصر مناسبة , ۷,...,, ۷ . 


فضاءات التجهات والفضاءات الخلقية ۷ + ۱۳ 


۵ - عودة إلى مسألة (۰)۱۳ لما كان ,۷,.....۳ اساسا للفضاء ۷ فإن كل ,س 
يساوي واي عاك 0 حيث 0 ي F‏ . بسن أن ال تاه 
ی 3 والتی عددها “2 تعين التشاكل 1 . 

83" - إذا كان ۵۱,۷0 . فبرهن على أن 52> ((/9/,9)مرملط) صلل . 

۷ - إذا کان ۷ منتهي‌البعد و ۷ فضاءا عزنا من ۷ . قر عل آنه يوجد فضاء 
جزئی ,۷ في ۷ بحيث ۷-۱۷۷۷ 


(4 -۳) الفشضاءات الششويهة 
ليك ۷ و ۷ فضائی متجهات على حقل ۴ . سبق آن عرفنا Hom(V,W)‏ 
عل أنه جموعة جيع التشاكلات من ۷ ال 1۷ ولکننا لل تعرف بعد آية بنية جبرية عل 
هذه المجموعة. الآن نهم بتعريف عمليتين على H10)۷,۷(‏ کی نجعل منها فضاء 
متجهات على ۴ . في الحقيقة أننا قد نوهنا بكيفية تعريف العمليتين عند تقديمنا لبعض 
المسائل قى البندين السابقين بيذ آننا نريد معالحة الوضوع ضمن سياق الادة. 


ليكن 5 عنصرين 5 Hom(V,W)‏ وهذا يعني أن کل منبم) تشاكل من ۷ 
إلى ۷۷ . وبالعودة إلى تعريف مثل هذا التشاكل نجد أن 5+5 ۹-۷( ,۷+ ۷) 
و (5, 5-06۷( 0۲) میم ر۷ في لاو هنفي ۲ . وكذلك الحال بالنسبة للتشاكل 
E‏ 


أولا : تعرف عملية جمع للعنصرين 5 و ٣‏ في (1100)۷,۷۷ بالطريقة التالية : 
v(S+T)=vS+vT‏ 
لكل في ۷ . 
نجب التحقق من أن 5+1 في Hom(V,W)‏ ومن أجل دلك یکن ۷:۳ 
في ۷ فتحصل على 
1+ 5 زرط (SFT =(v‏ ۷+ ؟) « ولا كان 5ر5+9 -5(,+,) 
و آر۷+]/۷-<](ر۲+۷) ولا كانت عملية الجمع في ۷۷ إبداليةء لذا نجد 


۳۸ مواضيع في ابر 


S++ =v 54۷ +۷۹4۷‏ )+ ۷) ومرة أخرى نستعيد تعريف 5+1 
فيصبح انب الایمن من الساواة (۲+),۷+(8+1) ۲ وبذلك. نکون قد 
أثبتنا أن (5+1), + (5+1) 10-(5+71)(++.؟) وبصورة مشامپء نجد أن 
(av)(S+T)=a(v(S+T))‏ . 

فنستنتح أن 5+7 في (10)۷,۷ . ليكن 0 التشاكل من ۷ إلى ۷ الذي يرسل 
كل عنصر في ۷ إلى العنصر الصفري في ۷ و 5- لعنصر 5 في (1071)۷,1۷] يعرف 
بالطريقة (۷8)-=(5-)» . الآن من السهل التحقق من أن (/1100)9/,78 زمرة إبدالية 
بالنسبة لعملية احمم أعلاه. 

الآن نعرف 25 حیث فى ۳ و نی 10)۷,W(‏ بالطريقة الثالية 
v)۸8(=۸)۷5(‏ لجميع ۷ في ۷ . نترك للقارىء التأكد من أن ۸8 في (/8آ,/100)9] 
وأن (۷۷, 11000۷ فضاء متجهات على ۴ بالنسبة إلى العمليتين المعرفتين عليه . ولكن 
يجب أن نعى أننا حتى الآن لا يمكن أن نضمن وجود أي عنصر فى (۷۷, ۲10706۷ 
ما عدا التشاكل الصفرى . وعلى أية حال نكون قد برهنا التمهيدية التالية . 


تمهيدية (۱-۳-4) 
إن (/1107)17,171 فضاء متجهات على ۴ بالنسبة إلى العمليتين ا معرفتين أعلاه . 


إن مثل النتيجة المذكورة في تمهيدية (۱-۳-6) في الحقيقة تعطينا معلومات قليلة 
جا و آنا بالات مره عاکید باق الع شن ا تما اماق 

إننا نود أن نحصل على نتائج عن (/1100)9/,1 تكون أكثر عمقا ومثل هذه ما 
تذکره المرهنة التالیة . 


مرهنه ( ۱-۲-۵ 
إذا كان بعدا ۷ و #اعلى اقل ۴ هما ”,على انیب فان بعد 


„ mn يساوي‎ F على‎ 0( 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۳۰۹ 


الرهان 

سوف نثبت المبرهنة بتقديمنا أساس للفضاء (۲107)۷,۷ على ۴ محوی 
۲ من العناصر . 

لیکن خی أسأنا للفضاء ۷ على ۴ و ,۷,...,," آساس ۷ على ۴ . وإذا 
كان ۷ في ۷ فان حت ا عاضر فة وة 
وحيدة في ۲ . عرف 1:۷4۷ بالطر يقه ۰۷:۷ وبصورة خاصة 0= ۷1 
إذا كان :۲ .ز ۷,۲,۷ وذلك من وجهة نظر الأساسين المذكورين أعلاه. إنه لمن 
السهل التحقق من أن ,في (1107)۷,۷ ونترك هذا تمرينا للقارىء. لاحظ 
آن يمكتن آن يكوة آیا من الاعداد هي 12و زمن الأعداد وة 
یکون عدد 1 العرفة آعلاه هو 0 . 


انشا ندعي أن العناصر :۲ تشکل ساسا للفضاء H0 )۷,W(‏ عل ۴ . 
ومن أجل ذلك ليكن 5 في (1100)۷.۷ وحیث إن 0,5 في ۷ وأن أي عنصر في 
۷ هو تركيب خطي على ۴ للعناصر ,س,...,,۷ فان : 
.اور ۷,50۷ لعناصر :۰ -۰«ج0 ,ره ف 1 . في الحقيقة 

=1 2... بقار 0 > 5 7 لكل‎ Faw... FAW, 


E .-+‏ اب Fi 2 FO By Fe‏ - و 01 عم 


مل بيد 0 ...+ رو تر ...+ وميه ...۳ Ti‏ يه 
ودعنا نحسب ,۷5 لعنصر الأساس ۷ 
را الاك إلى الا سا با Fo‏ )۷و۹ ۷ 
یل alk‏ الى اا 
وحيث اد ۷-0 عندما )ا و 2w‏ یی حاصل اخمم ال 
۷50-0۷۰۰ والدي يسازئ 5" . لذا فان التشاک له 


,5و 5 يتفقان في قيمه) على أساس من ۷ وهذا نيقي -ن5 (أنظر مسألة () فى 





۳۹۰ مواضيع في الجر 


نهاية هذا البند). ولکن ,5 هو ترکیب خطی من العناصر ,1 ما يژدي إلى أن 
5 یساوری الترکیب اضطی تقفسنة ] تفای ان لقن ا العناصر 
ATT Tages ores‏ زلا سمط Fal‏ . 


کی نشت أن العتاصر أعلاه تكون سا للفضاء ۲۱06۷۰۷۷ على F‏ 
ني أن نجي ایا ااهل 
لنفرض أن 


0= 1 + .# ان کت ..+ FEL Ts FBT eT PE kr. +0. T.‏ 1 و 


1۲۱ 1 ml mıl mn Mirî 


حيث إل جميع ;8ی ۴ . بتطبيق هدا على ۷ نحصل على 
1 ليذ . .1 ل ۷ لوي كىن . ۱ ;1 +B;‏ ررق 2 ج 
لأن 0- ,۷ عندما ۱۶و اح وآ». ولكن ,۷.۷ مستقلة خطیا 


على مما يؤدي إلى أن 86-0 لجميع ۶و ز. لدا فان ,7 مستقلة خطيا على ۴ مما 
يجعل منها اساسا للمضاء Ho n)۷,W(‏ على ۲ . 


كنتيجة مباشرة من ميرهنة (۱-۳-۶) هی أن Hom) ,W(‏ لا محوی العنصر 
الصضری فقط وذلك فى حالة (۷)0 و (1/2)0 لأن بعد (/1100)19/,18 على ۴ 


يساوى 358 حبت 21121 . 


هناك بعض الحالات الخاصة والمهمة في الوقت نفسه من مبرهنة (۱-۳-6) نكتبها 


)١( نتيجة‎ 


dim,Hom(V, V)=m’ فإن‎ dim, V=m ذا كان‎ 


فضاءات التجهات والفضاء‌ات الحلقية ۳۹ 


الرهان 
إجعل 7-177 فى المرهنة فيكون "=١‏ و 08-702 . 


نتيجة (۲) 
ادا كان dim, V=m‏ فان dim,Hom(V,F)=m‏ 
البرهان 
إن بعد ۴ كفضاء متجهات على ۴ يساوي 1 . بتطبيق المبرهنة نحصل على 


dim,Hom(V,F)=m 


إن النتيجة (۲) تؤدي إلى الحقيقة المهمة أنه إذا كان ۷ منتهي‌البعد على 
۴ فانه يماثل (10)۷,۴ ذلك لأن هما البعد نفسه على ۴ وَفقاً للنتيجة )٤(‏ من تمهيدية 
)٤-۲-٤(‏ . إن هذا التماثئل بعض العيوب منهاء أنه يعتمد على کون ۷منتهي‌البعد على 
۴ آي أن هذا السائل لا يوجد فى حالة کون /اغير منتهی البعدعلی ۴ . کا أنه لا توجد 
بنية محددة هذا التماثل تصلح لجميع فضاءات التجهات . إذ نها تعتمد اعتماداً قويا 
على الطبيعة الخاصة للفضاء النتهی البعد . . ومن ناحية أخرى سنری في الصفحات 
لا العلنمة. آله مقع بنا« اقل مین من آی سك ات ۷ آل 
Hom(Hom(V,F),F)‏ . 
تعر یف 

[دا كان ۷ فضاء متجهات فان فضاءه الثنوي (dual space)‏ هو Hom(V,F)‏ . 


سوف نستعمل الرمز ۷ للدلالة على الفضاء الثنوي للفضاء ۷ كما سنطلق على 
عنصر من ۷ إسم دالي خطي من ۷ إلى ۴ . 


إذا | يكن ۷منتهی‌البعد على فٍن ۷ یکون عادة واسعاً جدا ما لا يجعلنا نکترث 
به. وعند دراسة الفضاءات غير النتهية البعد یکون لدینا بناء اخر معرف علیها مثل 


۳۱۲ مواضيع في احبر 


التبولوجی وكمضاء نوی لا نال عادة یم ۷ بل فضاء جزئيا محددا منه . وإدا کان ۷ 
منتهی‌البعد فان فضاءه الثنوي ۷ يعرف دائما على أنه (۲۱۵۳۱)۷,۳ ک| دکرنا ذلك انفا. 


في برهان مبرهنة (۱-۳-6) آنشانا اساسا للفضاء W7‏ )5# بالاستعانة 
باساس مدد من كل من ۷ و ۷ وهذا الأساس یعتمد كي على اختبارنا لاساسی 
۷و ۷ عل الترتیب. آي آننالو غیرناالاساسین العنین لاختلف أساس 
(۲10۳۱)۷,۷۷ . انه لمن الأفضل کمبدا عام أن لا یعتمد البرهان ولا الانشاء على اختیار 
أفناسن فضاء التجهات. ويشار لمثل هذا الرهان بالقول انه لا متغر. إن الرهان 
اللامتغير يتميز بالااضافة إلى الناحية الذوقية على البرهان المعتمد على الاساس بأنه يريحنا 
من مسألة التدقيق فى الأمور المتعلقة باختيارنا للأساس . 


إن عناصر ۷ هی دوال معرفة على ۷ قيمها في ۴ . وباتباعنا لرموز الدوال سوف 
من ۷ ) . 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتهی البعد على ۴و ,"...., ,اساسا للفضاء ۷ . 
نعرف ١‏ في ۷ على النحو ۷(=0) ,0 ذا كان زج ۰ 1-(۷) 0 
RO FG‏ ع ی ١ VAR‏ 

في الحقيقة أن ,۷ هي بالأحرى 1 العرفة في برهان مبرهنة )١--4(‏ حيث 
هنا ۷۷-۳ احادی البعد عل ۲ . 

لذا نستنتسج أن لسنة تفن اساسا لاش اء ۷ونطلق عاي إسم 
الأساس الثنوى (515ةط ادبل) للأساس دا کان 0 ٤‏ ۷ فوفقا لتمهيدية 
(8-7-1) يمكننا إيجاد أساس على الشكل ,۷,۷,,...۷-,۲وبذلك نحصل على 
عنصر في ۷ هو ر بحيث 1*0-(),4 -(؛) ١|‏ وبذلك نكون قد أثبتنا 
التمهيدية التالية . 


فضاء ات التجهات والفضاءات الحلقية ۳۳ 


مهیدیه (۲-۳-6) 
إذا كان ۷ منستهی البعد و۷0 في ۷ » فیوجد عنصر في ۷ بحیث 
0( 10۷ . 


في الحقيقة إن تمهيدية (7-7-4) تبقی صحيحة في حالة کون ۷ غير منتهي البعد 
بيد آننا لا نحتاج هذه النتيجة. ولكون برهانها يتطلب بعض الحقائق المنطقية غير 
المرتبطة بدراستنا الحالية فسوف لا نتطرق إلى الرهان. 


الآن ليكن ,نی ۷ حيث ۷ فضاء متجهات لا على التعيين على الحقل 
۴ . عندما نثبت ,۷ وتجعل ؟ تتغير في ۷ فان (1)۷ تعرف داليا خطيا من ۷ إلى 
3 (لاحظ ائتا اسالا دور الدالة والمتغير) ۱ لنرمز إلى هذه الدالة بالرمز و أي 
أن ()-0) ,7 لكل ؛ في ۷ . الآن نسأل: ماذا يمكننا القول عن ,۴۲ 
أولا 


1y, (f +8( = (f +8)(vo) =f(vo) + E(vo) = Ty, (fF) + رب‎ (8) 


5 ۸۲( <)۸1()۷,( - )1م‎ E) 
وهكذا نجد أن ,7 تقع في الفضاء الثنوي للفضاء ۷ والذي نرمز له بالرمز‎ 
. ۷ وندعوه الفضاء الثنوي الثاني (ع36م001215 0ممعع؟) للفضاء‎ ۷ 


إذا كان :في ۷ فبإمكاننا أن نقرن معه العنصر ٣,‏ في ۷ . نعرف التطبيق 
7+ل:نة على النحو ,1 »٠-‏ لكل فى ۷ . يقودنا هذا إلى السؤال: هل ۷ تشاکل 
من ۷ زل ۴۷ حقا انه كذلك لأن 
(DFT (E)‏ <(۲)۷+(1)۷-۲۱۷(<1)۷- (1) بآ 
۲,00 +,۲) < 


۳۱4 مواضيع في اجبر 


تا شت آن : TEE,‏ كيبي ای أن (v+w) py > vp Fwy‏ 

وبصورة مشامة نحصل على (۸۷(۷۷-2)۷۷۷) لكل 2 في ۴ . وهکذا نجد أن 
یعرف تشاکلا من ۷ إلى ۷ وهذا التعريف لا یعتمد على اختیار أساس ولا على خواص 
معينة للفضاء ۷ . انه مثال على انشاء ثابت . 


ونسال الان: سى یکون ۷ عانلا؟ للاجابة عل ذلك جب أن نعرف مت 
۷۷۷-0 أو بصورة مکافثة متی ۲,=0 . ولکن إذا كان ۲,=0 فان (0-۲0-1)۷ 
لجميع ] في ۷ . بيد آننا بنا بدون برهان أنه في فضاء التجهات العام إذا أعطینا ۷+0 
فبإمكاننا إيجاد ؛ في ۷ بحیث 10۷(:0 . في الحقيقة أننا بر على|ذلك في حالة کون ۷ منتهي 
البعد على ۴ . لذا فلأي فضاء منتهي البعد (وني الحقيقة لأي فضاء اختياري) 
يكون ب تماثلا. وبالاضافة إلى ذلك يكون ب تائلا عل ۷ عندما يكون ۷منتهي|لبعد . 
ونود أن نشیر إلى أن با لا يكون غامرا في حالة ۷ غیرمنتهی‌البعد على ۴ . 


إذا كان ۷ منتهي‌البعد فوفقا للنتيجة الشانية من ممرهنة (۱-۳-4) بتساوی 
بدا ۷ و ۷وکذلك بعدّا ۷ و۷ ولا كان ۷ تمائلا من ۷ إلى ۷ فان تساوی البعدین 
يجعل ل غامرا. بها سبق نکون قد برهنا التمهيدية التالية . 


تمهيدية (-۳-۲) 
إذا كان ۷منتهي‌البعد» فان ۷ عائل من ۷ على ۷ . 


من الان ]عدا سنطابق ۷ وا ي أذهاننا أن هلأ التطابق يتم بواسطة 
الت‌اثل بلا . 
تعر يش : 

إذا كان ۷ فضاء! جزئيا من ۷ فان مفنى (208:82007) إلا ورمز له 
بالرمز (۸)۷۷ هو جحموعة جیع العناصر ۲ في ۷ بحيث 0-(/)1 لجميع 
W‏ ی ۱۷ : 


فضاءات التجهات والفضاء‌ات الحلقية ۳۱ 


نترك للقاریء التحقق من أن (۸)۷ هو فضاء جزئي من ۷ . 
من الواضح أنه إذا كان ۲72۷۷ فان (۸)(5۸)۷ . 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتهي‌البعد و ۷ فضاءا جزئیا من ۷ . إذا كان ٤‏ في 
۷ و٤‏ اقتصار :على ۱۷ أى أن ٤‏ معرفة على ۷ بواسطة (1)۷-(۳)) لكل 
« في ۷ . من الواضح أن ۴ في ۷ لأن في 0 . لننظر إلى ال طبیق ۰۷ ۷ :1 
المعرّف بواسطة ۲ -۲۲ لكل نی ۷ . فمن السهولة أن نری آن: ۲ع۵(1-۲۲+8+)) 
وکذلك (۸(۲=۸)۴۲) . لذا نجد أن 7 تشاکل من ۷ إلى ۷ . والآن نسأل : ما هی نواة 
1 


إذا كان ؛ في نواة ۲ فان اقتصار :على ۷ يجب أن يكون ۰0 أي أن 
10-0 لكل +« في ۷ . وبالعكس إذا كان 0=(س)] لكل س في ۷ فان ٤‏ يقع بي 
نواة 1 . إذن نواة 7 هي بالضبط (۸)۷ . 

الآن نزعم آن التطبیق ۲ يمر الفضاء ۷ . ان ما ريد بیانه هو آن اي عنصر 
« في ۷ عبارة عن اقتصار لعنصر :في ل . أي أن h= f‏ . فقا لت 
(۵-۲-6) إذا كان س,..., س اساسا فى ۷ فبإمكاننا توسیعه إلى أساس في ۷ على 
الصيغخة ۷,,...۷, ...۷,۱ حيث ۷ ۳۵+ . ليكن ,۷ الفضاء احزئی من 


إذا كان ط في ۷ فعرف ؛ في ۷ على النحو: ليكن في ۷ مکتوبا على الصيغة 
۷-۷۷ حيث ۷ في ۷ و ,۷ي الاعندئذ (9)ط-(1 . من السهل التحقىق 
من أن ؛ في لأوأن «-۲ مما مجعل 8-17 ویکون 7 تطبيقاً من ۷ على ۷ . باستعال 
مبرهنة (۱-۱-6) یکون أ متاثلا مع ۷/۸6۷ لان (۸)۷ تساوي نواة 7 . نستنتج من 
ذلك أن: dim(W)=dim(¥/A(W))‏ ليكن n=dim ۷ « m=dim W‏ 
و r=dim A(W)‏ . وفقا لنتيجة (۲) من مبرهنة (۱-۲-۶) ۱-۷ و n=dimV‏ 


ولكن باستعمال تمهيدية (5-7-4) يكون 


ان مواضيع في ابر 


V/A(W)=dimV—dim ۸۵۱۷-۱-۲‏ جوز 
ما مجعل ¬=" . وبلقل الحدود نحصل على ۲-1-0 وبذلك نکو ن قد برهنا على ما 
یی : 


مرهنه ( ۲-۲-6 ) 
إذا كان ۷ منتهی البعصد و ۷ فضاء جزئیا من ۷. فان ۷برئل 
V/A(W)‏ و dim A(W)=dim V~dim W‏ . 


A(A(W)) = ۷ 

الرهان 

آولا. فن أجل أن بن تیه نضتی لاحظ أن ۸)۸)W((۷‏ 
فلا بد من مطابقة ۷ مع ۷ . الآن لیکن « فى ۷ عندئذ ,۷۷۲-۲ حیٹ 1,)0=٤)w(‏ 
و ٤)۷(=0‏ لكل ؛في ۸)W(‏ نما يجعل ۷C۸)۸)۷W((‏ . ولکن 

dim A(A(W))=dimV—dim A(W) 
لذا‎ ) ۸)۷W( (بتطبيق المرهنة على فضاء التجهات ۷ وفضائه الجزئى‎ 
dim Xx سيقت‎ ai A(W)=dim V—(dim V—dim W)=dim W 

أي أن W‏ و (()۸)۸ لما البعد نفسه. ولكون ((۷۷۸)۸)۷ نستنتج أن 
W=A(A(W))‏ . 


إن للمبرهنة (۲-۳-4) تطبيق على دراسة نظام العادلات الخطية التجانسة. 
لنعتیر النظام احاوی على 77 من المعادلاات في « من المجاهيل . 
,0= ری هد dK FAR‏ 
ما9 .۳۰۰ مارم ۳ ره 
x =0,‏ ول .عدي a. XxX Fa‏ 


حيث ره في ۴ . ونسأل عن عدد الحلول (,*,....,*) في "۴ المستقلة خخطيا لهذا النظام . 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۳۷ 


فى ۳ لیکن ا الفضاء احزئی | الولد من التجهات ف (a,‏ « 
ل الرممووقويية )فاو وده لي ود ی ) التي عددها رش ۳ بعد [] 
بو : . في هذه الحالة نقول إن نظام العادلات هو من المرتبة (321) ۲ . 
لیکن (۰۷2)1,0....0 (0,1,0,...,0) = را . . . » (0,0....,0.1) = ۷ الاساس 
الستعمل للفضء ۴۳ . ولیکن, ...۷ الاساس الشوي في 
fm‏ ان کل عنصر ؟ نی "۳0 هو عل اة 

=X VF... HK VY 
۳ حت کی‎ 
الآن نسأل: متى يكون ؛ فى (17)ه ؟ في هذه احالت» لكون (,,2,,....,8) في لا نحصل‎ 
على‎ 
0-000 


= 118 ۷ +... 


11 | In ۷ 


Fa ۳ 5‏ ره a Gl‏ ۷ ۳ ] ی 


2 


8 ل‎ . ar. 
. 7070-1 لأن ۲-0 إذا كان زاو‎ 


وبصورة مشابهة تتحقق باقى معادلات النظام . وبالعکس كل حل (,*....,۲) 
لنظام المعادلاات المتجانسة ينتج عنه عنصر ,۰.۰8 في (4)10 . 


ما تقدم نری آن ل علد الحلول الستقلة خطبا لنظام المعادلاات يساوى بعد 
(10)ه والدی يساوي 0-۰ وفقا لرهنه (۲-۳-۶) وبذلك نکون قد برهنا على ما يلى : 


إذا كان نظام العادلات ا خطية ا متجانسة 
0 ۲۳۰۰۰۵ رد ررق 


۳۱۸ مواضيع في ابر 


FA, >‏ ۲۳۰۰۰ رح 


ات در 8 0 a‏ 


mil 1 


حيث هي ۴ من المرتبة ۲ 1 فیوجد 1-1 من ا حلول ا مستقلة حطیا في ۸:۲0 ۱ 


ادا كان صحم ع أي ادا كان عدد المجاهيل يزيد على عدد العادلات فيوجد 
حل ( × ی *) لا يساوي الصفر ف ۴ . 


الرهان 
ِ2 
لأن لآ مولد بو اسطة 0 من المتجهات و mn‏ « فان r=dim Usm<n‏ , 


بتطبيق المبرهنة (۳-۳-4) نحصل على النتيجة . 


مسائل 

۷ برهن على أن (۸)۷ فضاء جزئي من‎ - ١ 

۲ - إذا كانت 5 مجموعة جزئية فد ۷ و (۸65 مجموعة کل العناصر ؛ في ۷ بحيث 
0=(ء)] خمیم العناصر في 5 . فرهن على أن ((4)1)5-(5)م 
حيث (1)5 هو الفضاء الحزئى التولد من 5 . 

لاب 41ذا كان 1,5 في Hom (V,W)‏ و 1 ٩-۷‏ ۷ لجميع العناصر في اساس من 
۷ فرهن على أن 5-71 

. أكمل برهان أن (۷,۷) 0 هو فضاء متجهات معطياً جميع التفاصيل‎ - ٤ 

۵- إذا كان ص يرمز للتطبیق الستعمل في الشرج من ۷ إلى ۷ . فاعط برهاناً كام 
على أن با هو تشاكل فضاء متجهات من ۱۷ إلى ۷ . 

كت ذا كان ۷ منتهی البعد ورلا “في ۷ . فرهن على أنه یوجد عنصر ؟ في 
۷ بحيث (ر 10ج( 10۷ . 

۷- إذا كان ۷۱ فضاءین جزئیین من ۷ النتهی البعد. فصف ( ۷+ )۸ 
بدلالة ( ۸۵۸۷ A)W,(,‏ . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية 84م 


۸ اذا کان ۷منتهي |لبعد و ,۷۷,۷۷ فضاءين جزئيين من ۷ . فصف (,/018 ۸)۷ 
بدلالة ( 4)۷ A۸)W,(,‏ . 

4- إذا کان ۴ حقل الأعداد الحقيقية . فأوجد (۸)۷ حيث 
(۱) ۷ مولد بواسطة (1,2,3) و (1-,0,4) . 
(ب) ۷ مولد بواسطة (1-,0,0,1) » (2,1,1,0) و (2,1,1-1) . 


۰ - آأوجد مراتب نظام المعادلات الخطية المتجانسة التالية على ۴ » حقل الأعداد 
الحقيقية ثم أوجد جمیم احلول . 
)ا( ,0= ۳2-3۳4۶ x‏ 
= >= ع 
6x +x, +2x,=0.‏ 
(ب) 2-0 + 3+ x‏ 
.0= هار4 x‏ 
(ج) x Fx Fx Fx, Fx; =O‏ 
لاح x 2x,‏ 
+Tx, Fx, X k=‏ 4 
لك ازس ت يوس و 
-١‏ إذا کان ٤‏ ,ع في ۷ بحيث 0-(1 يقتضى أن 0=(ء)ع . فرهن على أن ۸۴=ء 
حيث ١ف‏ ۴ . ۱ 


(4 - 4) فضاءات الضرت الداخل 
٤‏ دراستنا لفضاء المتجهات وجدنا أن الطيعة الخاصة للحقل ۴ باستئناء کونه 
حقلا لم تلعب دورا يذكر. في هذا البند سنقصر دراستنا لفضاءات المتجهات على حقلی 
الأعداد الحقيقية والمركبة بدلا من أى حقل اختیاری وسنطلق على الفضاء ۷ اسم فضاء 
متحهات حقيقي ٤ (real vector space)‏ حالة حقل الأعداد الحقيقية و فضاء متحهات 
مركب vector space)‏ exاcomp)‏ في حالة حقل الاعداد المركبة . 


۳۲۰ مواضيع في ابر 


إن لدينا بعض الخيرة في التعامل مع فضاءات التجهات الحقيقية ‏ في الحقيقة 
أن الهندسة التحليلية والتحليل المتجهي يتعاملان مع مثل هذه الفضاءات. والان 
نسأل: ما هي المفاهيم التى يمكن نقلها إلى صياغة أكثر تجریدا؟ 
أولا: كان لدينا في تلك المواضيع مفهوم للطول . 
ثانيا: كان لدينا فكرة التعامد. أو بصورة عامة, فكرة الزاوية . 

هذه أصبحت حالات خاصة من مفهوم الضرب النقطي (001070000) (ويطلق 
عليه عادة اسم الضرب القياسي (scalar product)‏ أو الداخل (inner product)‏ . 


الآن لنستذكر بعض خواص الضرب النقطی فيا يتعلق بالحالة الخاصة 
للمتجهات الحقيقية الثلائية البعد. 


إذا كان لدينا المتجهان (ورر×,×)=۷ و (ولاررلژ,,۷<)۱ حيث × و ال أعداد حقيقية . 
فان الضرب النقطي للمتجهين ۷ و " ونرمز له بالرمز ".۷ يعرف كا يل 


9( + رلا . 


لا حظ آن طول «یساوی ۷۷,۷ والزاوية 6 بین ۷ و ۷ تعطى بالصيعة 


cos 0 -ع‎ 


مم EEE,‏ 
۷ ۷ ۷ . ب ليا 


إن السوال الذي یطرح نفسه هو: ما هی الخواص الشكلية لهذا الضرب؟ 
نسرد بعضا منها: 

١0 و ۲.۷۲۵ ادا وفقط إذا كان‎ ۷.۷ <0 ١ 

۷ ۰۷۷ = ۷.۷ - ۲ 

Bw) = a(u.v) + 0۵۰۷ ۳‏ + ان ).نا 


اي متحهات ۷ وعددین حفیفیی 0 و . 


كل ما قيل يمحن تعمیمه إلى فضاء التجهات الرکب. ولکن للحصول على 


تعاريف هندسية معقولة يجب إجراء بعض التعديلات . فإذا عرفنا EW ۳1 TAIT‏ 


فضاءات المتجهات «الفضاءات الحلقية ۳۳۹ 


للمتجهین (و×,ر×, )=۷ و (ول,ول,,۷<)۲ حیث ,لو ,و آعداد مركبة . فإنه من المکن أن يكون 
۷۷-0 و ۷:۶0. یمکننا توضیح ذلك بالتجه (۱,۱,0)-۰۷ في الواقع أن ۷.۷ قد لا یکون 
عددا حقیقیا . إذا آردنا. كا هی الحالة في فضاءات التجهات الحقيقية » أن یکون ۷.۷ 
مثلا بطريقة ما لطول ۷ نم الأحدر أن یکون هذا الطول عددا حقيقيا وأن یکون 
للمتجه غير ااصفري طول لا يساوي الصفر. 


إن من المکن تحقيق ما آشرنا إليه بتغيير تعریف الضرب النقطی بعض اللیء. 
فاد كاب 7 بر مر اوت مرافق العدد المركب 0 3 فإننا نعرف الضرب النقطی للمتجهین ۷ و ۷۷ 


۷.۷ = XY, ۳ XaY2 + 5 


في حالة التجهات الحقيقية یتفق التعریف الجديد هذا مع التعریف القدیم وفي 
حالة المتجهات المركبة الاختيارية 00 لا يكون “.7 حقيقيا فحسب ولكنه في الحقيقة 
عدد موجب . لذا فباستطاعتنا تعريف طول غير سالب للمتجهات الرکبة . ولکننا 
نخسر بعض الخصائص مثل ۷۰۷-۷۰۷ التي لا تکون صحيحة . وفي الواقم یکون لدینا 
فى هذه الحالة العلاقة ۷.۷۲ . 


الان نسرد بعض خصائص هذا الضرب النقطی 
۱ - ۷/۰۷ ع ۷۷ ۷ 
 "‏ 0< ۷.۷ و ۷۲.۷0 ذا وفقط إذا كان ۷=0 
(au+tBv).w = a(u.w) + p(v.w) ۳۳‏ 


u.(av+Ûw) =a(u.v) + B(u.w) ۹ 


لكل الأعداد المركبة » و م والتجهات المركبة ۷ ۷و س. 


نؤكد انية أن ۴ يرمز إلى حقل الاعداد احقيقية أو المركبة في کل ما سيأق من هذا 
البند . 


۳۲۲ مواضیع في اجب 


تعر يف 
يقال إن فضاء ا متجهات ۷ على ٣‏ فضاء ضرب داخلل )inner product space)‏ ادا كان 
معرفا لكل متجهين ناو ۷ فی ۷ عنصر (۷,) في ۴ بحيث : 
(u,v) = (v,u) - ١‏ 
۲ -0<(نا,نا) و 0-(نرنا) إذا وفقط إذا کان 0=ں 
+Bv,w) = 00۱۷۸ + B(v,w) - ۳‏ نان ) 
لكل نا 5 ۷۲و اذا قي ۷ وه 6 .F‏ 


هنا بعض الملاحظات الواجب ذكرها حول الخواص ۰۱ ۰۲ ۳ أعلاه. 
أوها: أن الدالة التى تحقق هذه الخواص تسمى ضربا داخلیا. 
وثانیه) : أنه إذا کان ۴ حقل الأعداد المركبة فان الخاصة ١‏ تقتضى أن يكون (نا,نا) عددا 
أما الملاحظة الثالثة : فهی أنه باستعیال ١‏ و ۳ نجد أن : 
= (نا, )۵ + (u,av+Êw) = (av+Bw,u) = a(v,u)‏ 
a(v,u) + B(w,u) = a(u,v) + B(u,w)‏ = . 


الآن نتوقف لننظر إلى بعضر الأمثلة عل فضاءات الض ف الداخل . 





سال (۱-4-4) 
فی ۴ عرف للمتجهين (مه,...,به)- . و (و8,,...,6) +7 المقدار 


و .. + وميه + ,مه < ( (u,v‏ 
إن هذا يعرف ضر با داخليا على "۴. 


مثال (۲-4-4) 
في ۴ عرف للمتجهين (ي©0,0) -نا و (ي8,,88) + المقدار 
وقايه + +a, +a,‏ ,6ر2 - (لارن). 
من السهل التحقق من أن هذا يعرف ضربا داخلیا على ۴۳ 


فضاء ات التجهات والغعضاء ات الحلقية ۳۳۳ 


مسشال (۳-۸-4) 


لتکن ۷ مجموعة جميع الدوال التصلة ذات القيمة المركبة العرفة على فترة الوحدة 
المغلقة [0,1] . 


إذا كانت ()1 و ()ع في ۷ فعرف : 
1 
- ا(1)(۵)0| = (f(D, g(t)‏ 


0 
نترك للقاریء التحقق من آن هذا یعرف ضربا داخلیا على ۷. 


إذا كان ۷ في ۷ فان طول (طاودء١) v‏ (أو معيار (70117) ۷ ) مکتوبا |۷| يعرف 
V(v,v)‏ = ۷۱| 


)١-٤-٤( مهيدية‎ 
و » 4 یی ۴ فان‎ ۷ ۷ 4 u ادا كان‎ 
(au 4+ 6۷, au +8v)=aa(u,u)+aB(u, v)+aB(v,u) +۷ ۷ 


البرهان 
وفقا للخاصة (۳) في تعريف فضاء الضرب الداخلى يكون : 


) بايه, د )به > ( ۵ نامر ۵ + نان‎ Bv) + B(v,au + Bv) 


ولكن 


(u,au+Bv)= a(u,u)+ (u,v) 


(v,au+Bv)=a(v,u)+B(v,v) 


۳۳ مواضيع في الجبر 


بتعويض هده ٤‏ العمارة ( 6v‏ + نبه, «۵ )uu+‏ اعلا تحصل على النتيجة الطلو بة . 
اغ 


|laulfl= fal [lull 


الرهان 
(نا,نا)عه >(ناهرناى) "|| وفقا لتمهيدية (۶--۱) (حيث ۷=0). 
ولا كان إ»|=ته , >|إن||-(نرن) فبأخذ الحذر التربيعى للطرفین في أعلاه 


۱۱۵۸|! |04 lul! 


الآن نحيد عن سير دراستنا بعض الشیء لنبرهن على نتيجة مألوفة وأساسية 
حول العادلات الحقيقية من الدرجة الثانية . 


تمهيدية (۲-۹-6) 
إذا كانت « » ط وء آعدادا حقيقية بحیث 0<ه و 0< +01 +12ه لكل الأعداد 
ا حقيقية 1 » فان 26>*. 


الرهان 
بإکال المربع نحصل على 


2+2 + دس‎ (a+ b+) 


ولا كان الجانب الأيسر أكبر أو يساوي صفرا لجميع قيم ۸ الحقيقية» فإن هذا 
يجب أن يكون صحيحا عندما -= ۸ على وجه | خضوض . ومن ذلك : خصمز على أن 
0< (a/”ط)-»‏ » ولكون ‏ 4<0 نجدأن ‏ ع>*ط. 


الآن نقدم متباينة ذات أهمية كبرى تدعى متباينة شوارتز. 


فضاءات المتسجهات والفضاءات الحلقية ۳Y0‏ 


مبرهنة )١-4-4(‏ 
إذا كان بو في ۷ فان ۷۱| |أس||؟إ(#,ن)| 


الرهان 
إذا كانت 0عتا فان كلامن  (uv(=0‏ و ۷20 lull‏ 
ما جعل الباينة صحیحه في هذه احاله . 


الآن نفرض أن (۵,۷) عدد حقيقي و #0». إذا كان ۸ أي عدد حقيقي فوفقا 
لتمهيدية )١-5-4(‏ یکون 
,)+ زلا رن ).27 + زا )ك3 ( رق دی( 0 
لیکن (نا,نا) >3 و (لارنا) = و (۷,۷) c=‏ عندئل جميع فرصيات عهیدیه (۲-4-4۱) متحققة 
ما يجعل عه>62. أي أن (۷,۷)(ں,ں)>”(u,۷)‏ ومن هذا نستنتج أن : ۷۱۱ | ا ,)ا 


إذا كان (0.نا)-» غير حقيقي فمن المؤكد أنه لا يساوي صفرا أي أن للمتجه 
0/نا معنی . الآن : 
1( سس v= (u,v)‏ 
وهو حقا عدد حقيقي . 


باستخدام حالة متباينة شوارتز التي شرحناها في الفقرة أعلاه نحصل على 
|| ااا = 
ولا کان 


0 1 


فإننا نستنتج أن 
ااا اساي | 


0 


lk‏ مواضيع في ابر 


alsllull |||‏ 
بالتعويض عن قيمة » بالقدار )u,۷(‏ نحصل على : ۱۱۷۱۱ |إu‏ |> )u,v(|‏ 
وهى النتيجة المطلوبة. 


بعض اخالات الخاصة من متباينة شوارتز يكون ها أهمية كرى بحد ذاتها ونشير 
هنا إلى حالتين منها : 


۱- إذاكان "۴ =۷ و ,6ب +..+,۵هع(۷:) حيث (م0,...ىر 0)علا و (,6..۵) =۷ 
فان مبرهنة ۱-4-4 تقتضی أن : 
رارقا جرک نج .جر وا 
حيث اد الخ ب الداخل معرف بواسطة : 


)1)0( -(0)ع.‎ / (De(Ddt 


فان مبرهنة ۱-4-6 تقتضى أن : 
E ۱‏ 
f(a l(t‏ >۵(۳()ن۲ | 
إن مفهوم التعامد مفید جدا وله آهمیته في امندست. نقدم هنا ما یقابله في الحالة 


العامة لفضاءات الضرب الداخل . 


تعر يف 
ادا كان نا و ۷ ف ۷ فيقال إن u‏ عمودى (0221ع0110) على ۷ إذا كان .)u,۷(=0‏ 


لاحظ أنه إذا كان نا عمودیا على ۷ فان ۷عمودی على u‏ لأن 0-0( ۷, ۱۷( , ۷) 


فضاء ات التحهات والفضاءات اححلقية ۳۳۷ 


تعر يف 
إذا كان ۷۷ فضاء جزئيا من ۷ فان المتمم العمودي (orthogonal complement)‏ 
0ح (۱۲,) جميع العناصر ۷ في ۷ 


مهیدیه (۲-4-4) 


الرهان 
إذا كان وي ۲ فانه خمیم العناصر »و في آوکل عنصر ۷ ی ۷ يكون : 
Bb,w)=a(a,w)+ (b,w)=0‏ +0۵ ) 
لأن هوه فى ۷۶ 


لا حظ أن (0) = ۷٣W‏ لڈنه إذا كان بن ف ۲ فیجب أن يكون عموديا على 
۱ آي آن 0( ۷۷ ۷) ممأ جعل () - يب وذلك بالرجوع إلى الخواص المعرفة لفضاء 
الضرت الداخل : 


إن من آهدافنا هو أن نبين أن ۷۷+۱۷۷۶ ۷ وعند انتهائنا من ذلك سیصبح 
للملاحظة الذکورة أعلاه آهمية لأا ستقتضى أن یکون ۷ مجموعًا مباشرا للفضاءین 


الحزئيين ۷ و ۰۷ 


تعر یف 
يقال عن جموعة من التجهات (۷) فى ۷ انبا جموعة متعامدة معايرة 
)orthonormal set)‏ إدا كان : 
١‏ - طول كل يساوي 1 بمعنی أن 1-(,7,)) 
۳ - 0-<(۷:,۷) لكل دا 


۳۳۸ مواضيع في الجبر 


غهیدیة (؟-4-؟) 
إذا كانت (۷) جموعة متعامدة معايرة فان التجهات في (۷) مستقلة حطیا . 
إذا کان ,۷۵۷۲.۲۵ فإن (۷,۷۲)عبه لكل 1-1,2,...,7. 


الرهان 
افرض أن : 
لاحت ۵,۷ ...د لابن 


رو 6۷۱۷ حت لا موب + ...+ 0۱۷)-0 
ولکن ۷,۷:(<0) لكل ةزو ۷:,۷:(<1) نما بعل العادلة أعلاه تؤول إلى 0= » وهكذا 
نجد أن التجهات ۷ مستقلة خطیا . 


ادا كان 0 + 2۰.۰ لا بن ح ۷ فبإجراء الحسابات 5 ف أعلاه تحصل عل 


0 > ( ۷, ۱۷۷). 
التمهيدية التالية تشبه تمهيدية (4-4-4) في طبیعتها وبرهانها . 


تمهيدية (۵-4-6) 
إذا كانت (,۷:....,۷) مجموعة متعامدة معايرة في ۷ وس في ۷ » فان 
Va),‏ ۱۷ . ۱۱۷۷ ۰و۷( ۱,۲۷۰ - Vy‏ لابوا )سيق عدن 


يكون عمودي على کل من ,....,۷,,۷ 


البرهان 
بحساب (5,۷) لكل و وذلك باستعيال خاصة التعامد العايرة للمتجهات 


فضاءات التجهات والفضاءات | لقية ۳۹ 


إن البناء الذى سیو حد ٤‏ اسات الممرهنة القادمة يظهر بكثرة ٤‏ العدید مرن فروع 
الرياضيات . إن الطريقة المستعملة تعتير أساسية وتسمى طريقة جرام - شمدت في 
التعامد .(Gram-Schmidt orthogonalization process)‏ 


بالرغم من أننا سنعمل داخل فضاء ضرب داخلى منتهي‌البعد. فإن طريقة جرام 
شمدت تصلح للعمل في حالة الفضاءات غير المنتهية البعد. 


صرهنة (5-4-؟7) 
إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلی منتهي البعد» فان ۷ يحوي جموعة متعامدة معايرة 
کاساس له . 


البرهان 

لیکن بعد ۷ على ۴ يساوى 5 و ,۷,,...,۲ أساسا للفضاء ۷. من هذا الاساس 
سوف ننشی ء مجموعة متعامدة معايرة محوی ١‏ من التجهات ووفقا لتمهيدية (4-4-4). 
هذه التجهات مستقلة خطیا ما مجعلها تکون أساسا في ۷ 


الآن نبداً البناء . إننا نببحث عن من التجهات ,۷....,,« طول کل منها 1ولکل 
[#¡ 0->(8,8). في الواقع إننا سنحصل ف النباية على هذه التجهات في الشکل 
التالى : 

التجه ,۷ سیکون مضاعفا من ,۰۲ ر« سیکون في التولید اخطي من 
[ ۲ ۲ و ,۷ي التولید اخطي من ,۰۷ ۷ و ,۰۷ وبصورة عامة سیکون ۷ ی التولید 
الخطى من زمر WW,‏ 
ليكن 


55 5 
1 


عندئل 


۳۳۰ مواضیع في ابر 


1 سس 


(w, ل‎ (= 


< TI Tw 
ما يؤدي إلى أن‎ 
lwrll=1 

الآن نسال : أية قيمة للعدد » تجعل ر۷+,س»عموديا على ,س؟ 

كل ما نحتاج إليه هو 0-(,/تارو/1+ ‏ 0۷) أي أن : ۷,,۷۱(<0)+( 0۷,۷۱ 
وم أن 1 -(,,) يكون (,۷,۷)--< وهذا العدد يؤدى الغرض المطلوب . ليكن : 
۷۷۶( ,)> دا » فيكون رد عمودیا على ,س ولا كان ,۷و ر۷ مستقلین خطيا فإنه يجب 
أن یکون ,و رب مستقلین خطیا ما يؤدى إلى أن 0*جرنا. 


لیکن سس دوه تسا على المجمموعة التعامدة العايرة (ز۷,,۳) 
" ااجنا 


نستمر غل هذا النوال فنجعل لاجر ۷,۷)- ۷( ۱ قار و/)-ح ونا. إن من السها التحقق 
من أن 0( ,۱۷( WN‏ ولا کانت ,۷, ر۷ و بلامستقلة خطیا (لان ,۰۳ ,7 یقعان 
8 التولید ۱ خطی للمتجهین ,۷,,۷۲) فاننا نحصل علی (اگوونا. 
ليكن قل 1 ۳ در فتكون المجموعة (رتلا,رلا, 87) متعامدة معايرة . 
ول 
والان يبدو الامر آمامنا واضحا. نفرض آننا أنشأنا ,۷,,۳,,...,۷ف التولید 
الخطى للمتحهات ۷ بحیت أا تكون جموعه متعامدة معايرة . كيف ننشی ء 
التجه التالى ,رس ؟ 
جلا الال اا ).ولا ( الى Uj, == (Vi, WW (Vi,‏ 


ونترك للقاریء التحقق من أن 0ج ر .نا وأنه عمودی على :۷,. SW‏ مان 


e‏ ال 


هذه الطريقة إذا أعطيا ۶ من المتجهات المستقلة خطيا في ۷ فيمكننا أن ننشىء 
جموعة متعامدة معايرة تحوى ‏ من العناصر. وعلى وجه الخصوص عندما ۷ ٩۳0‏ 


فضاء ات التجهات والفضاءات | لقية ۲۳۳۱ 


فمن أى أساس في ۷ یمکن آن ننشی ۶ جموعه متعامده معايرة محوی من العناصر . 
هذا يعطينا الا ساس المطلوب للفضاء ۷. 


الان نوضح طريقة البناء المستعملة في البرهان في الحالة التالية : لیکن ۴ حقل 
الأعداد الحقيقية و ۷ مجموعة كثيرات الحدود في المتغير × على الحقل ‏ من الدرجة 2 أو 
أقل. نعرف في ۷ ضربا داخليا على النحو التالى : 
ادا كان (×)م و ٩)×(‏ في ۷ فان : 


۱ 
(p(X), q(x) = | 0009) 
3 


لدا بالأساس 7-1 حرم و - رم في . باتباعنا لطريقة البناء اعلاه نجعل 
۷,۱ 


2 10*7 يه 


و بعد إجراء احسابات نحصل على ×= رلا ومن نم 





سبق أن ذکرنا أن المرهنة التالية هی أحد آهدافنا. یمکننا الآن اثباتها. 


ااا مواضيع في الجر 


مرهنه (£--( 
إدا كان ۷ فضاء صرب داخحاو منتهی | > ا و ۷۷ فضاء جزئیا من ۷ ۰ فان 


الرهان 

بسبب الطبيعة الهندسية للنتيجة ولكونها أساسية فسوف نقدم برهانين ها. 
البرهان الأول سيستعمل ميرهنة (۲-4-6) وبعض التمهديات التى سبقتهاء أما 
ال‌هان الثاني فسیکون ذا دوافع هندسیه . ۱ 


البرهان الأول 

يمكن اعتبار ۷ فضاء ضرب داخلى ذلك لأنه فضاء جزئی من فضاء الضرب 
الداخلى ۷ (إن الضرت الداخلى على ۷ هو اقتصار الضرب في ۷ على ۷) . لذا یمکننا 
إيجاد 52 متعامدة معايرة 000 ۷ تکون اساسا له . 
الآن إذا كان ؛ في ۷ فوفقا لتمهيدية (0-4-4) یکون ,¥ ,۷ ,۷)-...-ر ¥( ۷ ,۷)۷( بلا براحت ل 
عموديا على كل من ,۷,,....۳۷ عا جعله عموديا على ۷. وهكذا نجد أن ,نی ۱۷۶ 
ولكن (,۷,۳۷,(۷)+...+۷,۳۱(۷۱)) +۷۷0 مما يجعل ؛ فی ۷+۱۷ ذن ۷+ ۷-۱۷۷ ولما 
كان (۷۷۲۱۷۷۲<)0 يكون هذا الجمع مباشرا . 


الرهان الثاني 
في هذا البرهان سنفرض أن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية . إن الرهان يبقى 
صحيحا في حالة حقل الأعداد المركبة بيد أنه يتطلب بعض التفاصيل التى قد تؤثر على 


ليك ۷ ي ۷ وافرص أنه بإمكاننا إيجاد متجه رہ في ۷ بحيث ||۳-۳۵||>|۷-۷ 


ادا كان س في ۷ فان 80+ ب في ۷ وكنتيجة لذلك يكون: 


فضاءات المتجهات والفضاءات الخلقية TT‏ 
(v-w,¥-wo)S(v-(wo+w),v=(wo + w))‏ 


ولكن الجانب الأيمن هو (2)۷-۷,۷-(۷-۷,۷-۷) +(س,س) مما يؤدي إلى 
(۷,۷۷) > (۱۷, 2۷-۷ لكل ۳ ٤‏ ۷ . إذا كان ص أى عدد صحيح موجب فلكون ۷/۱ ٤‏ 
۷ نحصل على : 


5 
mM‏ 
نما جمل (۷,«) ۹ لأي عدد صحيح موجب . ولكن 0م(س,س) أ 
عندما »دص فیکون 2)۷-۷,,۷(>0. وبصورة مشامهة « فى ۷ فیکون : 
0( 2۷-۷( ۷ب -۷) 0-2 
وینتج عن ذلك أن 
۷-۷,,۷(<0) لكل « في ۷ وهكذا نجد أن ۷-۷ في خلا وبالتالى ۷ فى ۱۷۲۷ م۷ 
كي ننبي البرهان الثاني يجب أن نثبت وجود ر س فی ۷ بحيث ||۳-۷,/|>|۱۷-۷| 
لكل ۷ في ۷ . سنبين بصورة غير تفصيلية طريقتين لاثبات وجود عنصر مثل 0 
ليك اا ساسا في ۷ لذا يكون أي عنصر ۷ فى ۷ على الصيغة 
...لاب (< ۷ ليكن (زنارزنا) > 0 و (زنا,0) رن لعنصر ما ؛ فى ۷ 
لذا 
ل تامف U.‏ ۷یا ...۵ ۷-۸) ع<( ۷-۷ بسبل) 
2یا( 
إن هذه الدالة الثر بيعية (1]101؟ )quadratic‏ في ۸ تكون ذات فيم غير سالبة -(۵0) 
(1۷eاaععہ‏ فباستعمال حساب التفاضل نجد أن هذه الدالة قيمة صغرى. نرمز لقيم 
۰3 حيث »>>1 , التى تعطینا هذه القبمة الصغری بالرموز: 
البق الكن 17 فیکون پ44 .+" =« وهو التجه الطلوب فى ۷. 


ا مه ا 


صغرى. عرف ف ۷ المقاس (61110)یا بواسطة ||نو- || - (لا,» أيا. يمكن التأكد مرخ أن 


۳۳4 مواضيع في الجر 


ا محقق صفات القاس على ۷ غا جعل ۷ فضاءً مقاسیا .(metric space)‏ 
لتكن (۱۲۷/>۱/۷۱ 6۱۷ -؟ 


إن هله المجموعة متراصة ي الفضاء القاسی ۷ ( برهن على ذلك) ولذا 
يكون للدالة المتصلة || ||-(*)) والمعرفة لكل س في 5 قيمة صغرى فى نقطة 
ما ,۷ في ٩‏ . نترك للقاريء التاکد من أن هو المتجه المطلوب الذي يحقق 
| ۷-۷ || > || ۱۷-۷ لكل اي ۷ 
۳ ۲ 


دا كان ۷ فضاء ضرب داح منتهی البعد و ۷ فضاء جزئیا من ۷ فان 
بها لد (W^‏ 


البرهان 

إذا كان س في ۷ فإنه لأى نا في ۷ يكون 0-(نا,) ما مجعل +(71/)138/4. 
الآن لاحظ أن ۷+۱۷ و )۰۷-۷۷۰ ولا كان حاصلا الجمع مباشرين 
تحصل على ((*۷/(۵:/)۷۷) «نل. وحیث إن ۷۰)۷۷۶(۲ وأن هذين الفضاءین 
اخزئیین نفس البعد یکون )W(*‏ =۷ . 


في میم السائل التالية یکون ۷ فضاء ضرب داخلى على ۴. 
١‏ - إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية و ۷=۴ فبین أن متباينة شوارتز تقتضی أن جيب 
تام الزاوية له قيمة مطلقة تساوی على الأكثر 1 . 
۲ - إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية فأوجد جميع العديدات (4,ع,۵.0) من رتبة 4 
بحيث إنه إذا كان (ر»,, »)دن و (و8,, ۷۲-۵ فی ۴ فان : 


(u,v)=aa,, + ba, +ca, B+ 0 


یعرف ضر با داخلیا عل ۳ 


فضاءات التجهات والفضاء‌ات الحلقية ۳۳ 


۳ فی ۷ عرف المسافة (distance)‏ (۷0,۷) من لا إلى ۷ بواسطة العلا قه (u, Vv) = lu-vll‏ 


ون 
3 


ء ادا كان مدلا 1 و إى 


برهن على أن 
۱( > (لا,نا)يا و 0>-(90.نا)ي ادا وفقط إذا كان ۵-۷ 
(ب) (دا,5)0:۷(<1:)۷ 
(ج) G(u,v)sG(u,w)+ G(w,v)‏ ( التماينة اة ۷ (triangle‏ 


ادا کال زا مجموعه متعامدة معايرة في ۷. فبرهن على أن 


اک درس )|= لأي ۷ ف ¥ 


(تسمی هله التباینه بمشاينة بسل (Bessel inequality‏ 
ادا كان ۷منتهی‌البعد و ام ء...۷) جموعة متعامدة معايرة ف ۷ بحيث : 


۷۲ ۱)۷ لأي في ۷ فرهن على أنه جب آن تکون :۱:۰۰ 4۷ 
اساسا للفضاء ۷ 


۷,,..۳) مجموعة متعامدة معايرة فى ۷. فرهن على أنه 
توجد متجهات ,۷+۷ بحيث تكوك (,۱...۷ بر ۷,۱..۰:۷,:۷) مجموعة 
متعامدة معايرة (واساس للفضاء ۷). 
استعمل النتيجة في مسألة ٦‏ لتقدیم برهان اخر للمرهنة (4--۳). 
في ۷ برهن على قانون متوازي الاضلاع : 

| لد )2ع | سب | +خ ربج‎ + lll?) 
اشرح مادا يعني هذا هندسيا في الحالة الخاصة ۷-۳۷۸ حيث ۴ حقل الأعداد‎ 
الحقيقية وحيث إن الضرب الداخلي هو الضرب النقطی المعتاد.‎ 
لتكن ۷ مجموعة جميع الدوال الحقيقية ۱-10 التي تحقق المعادل التفاضلية‎ 


05 
EE. +9y=0 


(!) برهن على أن ۷ فضاء متجهات حقيقي ثنائي الىعد 
(ب) عرف في ۷ الضرب الداخلي ۵۰ ->(2 ٠  )‏ أوجد أساسا متعامدا معايرا في ۷ 


5 لتكن ۷ مجموعة جميع الدوال الحقيقية («)!-؟ التى * نحقق المعادل التفاضلية 


6-0 - 9 قو لقي 3 


dx dx 


۳۳٦‏ مواضيع في الجر 


(ا) برهن على أن ۷ فضاء متجهات ثلاثي البعد. 
(ب) في ۷ عرف 


(u,v)= J uvdx 


بين أن هذا يعرف ضربا داخليا على ۷ ثم أوجد أساسا متعامدا معايرا في ۷. 
۱ - ادا كان ۷ فضاء جزئيا في ۷ وكان ۷ فی ۷ يحقق (۳,۷(>)۷,۷) +(۳,) لكل Ww‏ 
٤‏ /لا. فرهن على أن 0-(58,؟) لكل ۷ في .W‏ 
۲ - إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلى منتهي| لبعد وکان ۲ دالیا خطيًا على ۷ (أي ۲ في ۷) 
فبرهن على أنه يوجد رفي ۷ بحيث: (رنا,0)-(500 لکل “في ۷. 


(۵-6) الفضاءات الحلقية 


ان مسهوم الفضاء الحلقي هو تعميم لفهوم فضاء المتجهات فبدلا من فصر 
القیاسات على كونها عناصر في حقل بجعلها عناصر في حلقه اختيارية . 


إن هذا البند يحوي العدید من التعاریف بالا ضافه إلى مبرهنة واحدة فقط . إن 
التعاریف المذكورة في هذا البند ذات طبيعة قريبة من تعاریف سبق وأن ذکرناها في 
موضوع فضاء ات التجهات لذا فإن الأفكار الرئيسة التي سنتطرق إليها أدناه ينبغي ألا 
تنطمسر ت زحام هله التعاريف . 


لتكن ۸ حلقة » تدعی المجموعة غير ا خالية ۷ فضاء حلقيا ل 5 (R-module)‏ 


راو فضاءٌ حلقيا على 1) إذا كانت ۸۲ زمرة إبدالية بالنسبة لعملية + بحيث لكل : في 5 
وني 11 يوجد عنصر ٣”‏ في ٨4‏ يحقق الشروط التالية : 
r(a+b)=ra-+rb Ê‏ 


r(sa)=(rs)a e 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية TY‏ 


)۲+ (۵ < ۵ +۵ آ٣‎ 


مجميع 3,ط في ۷ و ۲ E‏ 


إذا كان للحلقة ۴ عنصر وحدة 1 وكان 1۳-77 لجميع العناصر 77 في 1 فعندئذ 
بدعی MN‏ فضاءً حلقيًا واحديًا (1ن200 اهانمد). لاحظ أنه إذا كانت ۸ حقلا فالفضاء 
اخلقی الواحدي على ۸ ليس الا فضاء متجهات على ۸. فی دراستنا هذه كل الفضاءات 
ا حلقية ستكون واحدية . 


إن الفضاء الحلقى الذي عرفناه أعلاه هو في الحقيقة فضاء حلقى أيسر على 1 
ذلك لأننا ضربنا بعناصر ۸ من اليسار. بصورة مشابهة يمكننا تعريف الفضاء احلقي 
الآيعن عل .فى شرحنا أدناه سوف لا نذکر صفة الایمن والایسر لآنتا سنعنی بكلمة 


فضاء حلقي على ۸ الفضاء احلقی الایسر على 18. 


مثال (۱-۵-4) 

كل زمرة ابدالية 6 هي فضاء حلقي على حلقة الاعداد الصحيحة. كي تدرك 
ذلك اکتب عملیه 6 على الشکل + ودع ۵ لعنصر 3 في 6 و عدد صحیح تدل على 
ما آشرنا إليه في الفصل الثاني . إن القواعد المعتادة للأسس في الحلقة الابدالية تترجم 
نفسها إلى الخصائص التى نحتاجها كى تجعل في 6 فضاء حلقيا على حلقة الأعداد 
الصحيحة. لاحظ أيضا أنه فضاء حلقى واحدي . 


as 

لتكن ۸ أية حلقة و ۷ مثاليا أيسر في ۸. لعنصر :في ۴۸ و ۳ في 11 دع 0 تساوی 
يكون ”۲ في 304 وأن السلیات الق تعرف الحلقة تجعل من 864 فضاء حلقيًا على . (في 
هذا المثال الحلقة ۸ يجب أن تكون تجميعية کی يكون .)٣)١۳(=)۲5("‏ 


۳۳۸ مواضيع في ابر 


ال ےک 
إن الحالة الخاصة التي فيها 26-1 تكون فيها أية حلقة ۸ فضاء حلقيًا على 


مثال (1-0-4) 
لک R‏ أية حلقة و مثالیا أيسراً في 8. لتکن N‏ جموعة الجموعات المشاركة 
7 حيث 2 فى R‏ عرف 
(a+A)+(b+A)=(a+b)+1‏ و r(a+A)=ra+‏ 
وهذا يجعل ۷ فضاءً حلقيًا على ۸ (انظر مسألة ۲ في نباية هذا البند). يرمز 
ل ۷ بالرمز 1-2 (أو في بعض الأحيان /8) ويطلق عليه اسم فضاء الفرق الحلقي 
(difference module)‏ أو الفضاء الحلقي الخار (quotient module)‏ للحلقة R‏ 


يطلق على زمرة الجمع الحزئية ۸ لفضاء حلقي ۷ على ۸ اسم فضاء حلقي جزئي 
من ۷ إذا كان ۲2 في ۸ لكل : في R۸‏ و ه بي ۸. 


|ذا کان لدینا فضاء حلقى 14 عل 8 وفضاء حلقي جزئي ۸ یمکننا آن ننشیء 
الفضاء الحلقى الخارج بطريقة مشابهة لتلك التي استعملناها لانشاء الزمر الخارجيةء 
الحلقات الخارجة والقضاءات الخارجة. كذلك یمکننا التحدث عن التشاکلات من 
فضاء حلقی على ۸ إلى اخر واثبات مرهنات التشاکل الناسبة لذلك . هذا هو فحوی 
بعض السائل فى نهاية هذا البند. إن اهتمامنا بالفضاءات الحلقية يأخذ اتجاها مختلفا 
فسوف نحاول أن تجد تعریفا لفضاءات حلقية على حلقات معينة . 


تار یب 
إذا كان ۸ فضاء حلقیا على ۸ وکانت ,۷,...۰..۷ فضاءات حلقية جزئية من 


4 فيقال ع M‏ انه 1 الاشم ( sun‏ 0:۳6 .M,,...,M/ذا‏ آمکن كتابة 
س عن ۳3 ۰ 5 ۱ ۳ ۱ 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۳۳۹ 


عنصر 77 في ۷ بصورة وحيدة على الصيغة +m,‏ ...+ رm+‏ 111-111 حيث M, Jm,‏ » 
رف ,۸ « .اماه 6 .M, Jm,‏ 


ىا هي اخال في فضاءات التجهات ادا كان M‏ اخمع الباشر ل M,,...,M,‏ فان 
M‏ ياثل › کفضاء حلقی . مجموعة العدیدات (,0,...,,) من رتبة 5 (۶-۱65) حیث 
إن المركبة 1 هي أى عنصر ف ,11 وعملية الجمع تعرف بجمع المركبات . 
وحیث ,15110 ...۲۱۳۲۳۲ (۲)۳۱,۰۰.,۳۳ لكل عنصر 1 في +1 من معرفه بناء كل ,81 
یمکننا أن نتعرف على بناء 34. 


إن الفضاءات الحلقية الولدة من عنصر واحد بسيطة وذات آهمية خاصة تطلق 
علیها اسم فضاءات حلقية دورية (2001015 ءذاءرء) وتوخیا للدقة نعرف ما یل . 
تعریف 

یوصف الفضاء ا حلقى ۷۲ على ۸ بانه دوری (أذاءن) إذا وجد عنصر 11 في ۸۷ 
بحيث لكل 7 في ۰1۷ 7-7 حيث 7 ی . 


في حالة کون ۸ حلقة الأعداد الصحيحة يكون الفضاء الحلقى الدوري على 


زمرة دورية. 


تعریف 
يشال عن الفضاء ا حلقى على ۸ إنه منتهی‌التولید generated)‏ yاfinite)‏ إذا و جدت 
عناصر ر2,.....3 ي ۷ بحيث کل 77 ق 1 هو على الصيغة ,ة,++...+رهر: + ة,+-م 


بعد تقديم التعاريف اللازمة نأتي الآن على المبرهنة التى تعتبر السبب الرئيس 
وراء وجود هذا الت من الشائع أن يطلق على هله المرهنة اسم المدرهنة الآسانية 


۳۰ مواضيع في ابحبر 


للفضاءات الحلقية ال منتهية التوليد 40 (The fundamental theorem on finitely‏ 
(۱0۵165 على اخلقات الاقليدية في هذه المرهنة ستقصر ۸ على كونها حلقة اقليدية 
(الفصل الثالث. البند ۷-۳) ولکن في الواقع أن البرهنة صحيحة في حالة أعم من ذلك 

عندما تکون 5 حلقه نامه رئيسة الثالی . 


مبرهنة )1١-5-14(‏ 
لتكن ۸ حلقة إقليدية عندئذ أي فضاء حلقى ۷ منته التوليد عل ‏ عبارة عن 
جمع مباشر لعدد منته من الفضاءات ا حلقية ا جزئية الدورية . 


المرهان 

قبل أن نخوض بتفاصيل البرهان لننظر إلى ما تقوله المرهنة . إن الفرضية بكون 
4 منته التوليد تفيدنا بوجود مجموعة من العناصر ,3,....,3 فى 1 بحيث يمكن التعبير 
عن كل عنصر في ا على الصيغة ,12+ ... +,128+ ,1,2 حيث ,1 في 1. 


أما الاستنتاح في الميرهنة فيقول إنه تحت شروط مناسبة على 1 يمكن إيجاد 
جموعه أخرى من العناصر ب,5,..., ,تا في M‏ : بحيث من الممكن التعبير عن أي عنصر 1 
58 ۷ بصورة وحیدهة عل الصيغة و5 + b+...‏ 11-5 حيث وف .R‏ 


ثمة ملاحظة عن الوحدانية هناء نا لا تعنى أن كل ,ووحيد. فى الحقيقة إن هذا 
سکن آن یکون غیر صحیح . ]نا ما تعنیه البرهنة آن العناصر ,طعوسيدة. أى ذا کان 
بر ۰.۰ m=,‏ و 4+ ...+ m=,‏ فلا یمکننا الاستنتاج أن 
٩9‏ و5وروى .۰۰.۰ 5عر5ولکن يمكن أن نقول إن 


250 ,5 پا اود واه © = ود م5. 
وملاحظة أخرى قبل أن نبد بالبرهان. بالرغم من أن البرهنة تشير إلى الحلقة 


الاقليدية بصيغتها العامة إلا أننا سوف نعطى تفاصيل البرهان فى حالة خاصة وهی 
حلقة الأعداد الصحيحة . في نهاية البرهان سوف نشير إلى التغيرات اللازم إجراؤها کی 


نضاءات التجهات والفضاءات الحلقية ۳۱ 


یکون البرهان صالحا للحالة العامة . لقد اخترنا هذا السبیل لتجنب تداخل الأفكار 
الا اة الذي قد یژدی إلى الارباك بالا ضافة إلى کون هذه الافکار هي داعبا الى 
تستخدم في الحالة العامة مع توخى بعض أوجه الدقة التى لا تبدو ذات أهمية . 


وهكذا فإننا ببساطة نفترض أن 1 زمرة إبدالية ذات مجموعة توليد منتهية . لندعو 


مجموعات التوليد التى تحوى أقل عدد مکن من العناصر مجموعات توليد دنيا لةدسنمنم) 
(5اع5 eneratingع‏ وندعو عدد العناصر ٤‏ جموعة توليد دنيا مرتبة (۲۵01) 11 


الآن نبدأ البرهان بالاستقراء على مرتبة :M‏ 
ادا كانت مرتية MH‏ تساوى 1 فان 1 مولد بعنصر واحد غا جعله دوريا وی هذه 
احالة تکون الرهنة صحيحة . لنفرض أن یب الزمر الإبدالية من 


مرثبة 1-و وأن مرتبه ة ۷ تساوی . لتكن مه 55 E,‏ ی اي ۶ لو كان 
0= و1,8 ...++ ,0:8 (حيث ولآر. a‏ د صحيحة) تم تقتضى أن يكون 
0ت 8 ۰.۰ < 0۵12 لأصبح 6 يساوي الحمع المباشر ل 222230 
۸ هو الفضاء الحلقي الدوري الولد (أو بالاحری الزمرة الجزئية المولّدة) بواسطة به 
۳ ينتهي الرهان . ونتيجة لذلك إذا كانت «,....,0 مجموعة مولدة دنیا في ۷ 


أن يكون هناك أعداد صحرحه ۲۰۰۰۲ بحیت 0= ۲0+ ...+ ,۲,1 ولیس کل 
اناا û‏ مان لكو .دوو تارت, ,۲ نساوی صمرا . من دی عبد هله العللاقات للمجموعات 
المولدة الدنيا. يمكن امجاد عدد صحیح موجب آدنی کمعامل ۴ إحدى العلاقات . 
ليكن هذا العدد الصحيح ,5والجموعة المولدة التي يقع فيها كمعامل لأحد عناصرها 
هى بقودئررة لذللت: 
۲,820 + ...+ 82ر5 + 5,۵ )۱( 
إننا ندعی بأنه إذا كان ممق ...+ رق فان |٣,‏ ذلك لأن + رصع 
(01>5 ۰ وبضرب العادله (۱) بالعدد 7 وطرحها من المعادلة 0<م۲,8+...+,۲/۵ 


نحصل على : ta, + (ry-msر)a, + ... + (rq -maq)a,=0‏ وم أن بتكاو ۳ ۳ عدد 


۳ ۶ ۳ مواضيم في اخبر 


اما الآن فندعی أن ارو لكل 1-2.....4 لنفرض أن هذا غير صحیح عندئذ 
دو وماد لدا: ۱ ,كرm=رs‏ » ر0>1>5. إن العناصر .2:....,3,رةيم+,2-)3 تولد M‏ 
أيضاء ولكن 0= 58+ ... + رهرة + ية)+ 5,3 ولذا فان ؛یقم كمعامل في علاقة ما. بين 
عناصر محموعه مولدة دنيا. ولکن هذا جعل ۱-0 أو 15 من اختيارنا للعدد روادن يجب 
أن يحون 0-: وبالتال ,وا ,ووهکذا بالنسبة لبقية العاملات ,5. لنکتب ,ك" =. 


5 م ۱ 5 ۱ ۱ 3 تت ١‏ : 
الان لننظر ال العناصر و2 =a, + 2133+ Md; F... +m, a, ,32 TE‏ 8 إنها بولك M‏ 
وبالا ضافه إلى ذلك : 


Ta‏ 0 د ہے " ۳ ود - 1 اح ا و 


فيها معامل ,3 يساوي ,۲ مما يجعل ,۲ء وبالتالي 0= ه,٠.‏ إذا كان ,2 الفضاء الحلقى 
الجزتي الدوري الولد بواسطة 4 و ,3 الفضاء احلقی الجوثى من ۸۸ الولد بواسظة 
...ده فنکون قد برهنا على أن (0)= ۸M‏ ,5. ولکن ,۸۵+ ۱ لذن . 
تولد ۸4. نستنتج أن ۷ يساوي الجمع الباشر ل ,و «۸4. ولا كان ,51 مولدا بواسطة 
....,:۵ فان مرتبته لا تزید عن 4-1 (في الحقيمه نها تساوي 4-1) لذا فوفقا للاستقراء 
یصبح ,]8 حاصل احمم الباشر لفضاءات حلقية دوریة. بجمع كل ما حصلنا عليه 
اعلاه نجد أنه يمكن تفریق 14 إلى حاصل جمع مباشر لفضاءات حلقية دورية . 
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كل زمرة إبدالية منتهیه هي حاصل ضرب (جمع) مباشر لزمر دورية. 


الرهان 

من البديبي أن الزمرة الإبدالية النتهية هي منتهية التوليد في الواقع إنها مولدة 
من المجموعة المنتهية الجاوية على جميع عناصر الزمرة . للا فوفقا للم هنة (-۱-۵) 
نحصل على النتيجة. طبعاء هذه نفس النتيجة التق أثبتناها في مبرهنة a STS‏ 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحلقية TET‏ 


الان نفرض آن 8 حلقة إقليدية مع الدالة ۵. نقوم بإجراء التعديلات اللازمة على 

البرهان العطی في حالة الأعداد الصحيحة كي یصلح ل 8 كالتالي : 

5 بدلا من اختيار ,؟ كأصغر عدد صحیح موجب يقع کمعامل في أية علاقة بين 
عناصر مجموعة مولدة دنياء اختره كعنصر من ۸ يقع في أية علاقة بحيث تكون 
قيمة ل له أصغر ما يمكن . 

۲- فى البرهان إن ,۶۲ لأية علاقة 0عرهیت+...+, ۾ ۲ » إن التغيير اللازم هو 
=m, +‏ حيث اما 0-] أو (,0)(>0)5. أما بقية التفاصيل فتبقى كما هي . 
وبصورة مشامة نجری التعديل فى برهان أن |,ء. 


وهكذا نجد أنه بإجراء التعديلات البسيطة هذه يكون الرهان صحيحا فى حالة 
احلقات الاقليدية العامة وتكون بذلك قد أكملنا إثبات المرهنة .)١-8-4(‏ 


مسائل 
-١‏ تحقق من ضحة الذکور فى المثال (۱-۵-4) حول کون کل زمرة إبدالية فضاءً حلقيا 
على حلقة الأعداد الصحيحة . 
۲- تحقق من أن المجموعة المأكورة فى مثال (4-5-4) تكون فضاء حلقيا على ۸. 
۳- لنفرض أن ۸ حلقة بعنصر وحدة و ۷ فضاء حلقى غير واحدي على . برهن على 
وجود عنصر ۲7۶0 في M‏ بحيث 72-0 لكل ۲ في 1. 
ادا كان ۸ و × فضاءين حلقیین على 1 و 1 تطبیقا من 84 ال × » يطلق على 7 
اسم تشاکل (homomorphism)‏ أو تشاكل على 8 (R-homomorphism)‏ أو 
تشاكل فضاء حلقى homomorphism)‏ eاmodu)‏ إذا كان : 
| - ۳991+ 111,1 ع 1( م111 + ,111) 
(rm,JT=r(m,T) - ۳‏ 
لكل ,”و رہ ۷ وای ۸. 
5 - إذا كان ۲ تشاكلا من ۷ إلى N‏ وكان (۲-0/>*)-<(1)1. برهن على أن (۲) 
فضاء حلقي جزئي من ۷ وأن (۲۱۰6۱۸) -(1)1 فضاء حلقي جزئي من ۷ 


5 5 مواضيع في اجر 


- يطلق على التشاكل ۲ اسم تمائل إذا كان أحاديا. برهن على أن 7 عائل إذا وفقط 
إذا كانت 0-(1)1. 

5- ليكن ۷ . لا و ۵ ثلاثة فضاءات حلقية على ۸ » ۲ تشاكلا من 6 إلى لا و 5 
تشاکلا من N‏ إلى ©. عرف 19:۷۲:0 بواسطة 5) (15) لكل « في .M‏ 
برهن على 0 9 نشاكل من 2/34 0 ثم حدد نواته (1)15. 

5 إذا كان ۸۸ فضاء حلقيًا على 8 و ۸ فضاءً حلقيًا جزئيًا من 14 . عرف الفضاء 
الخارج ۷/۸ (باستعمال نفس الأسلوب المتبع في الزمر» الحلقات وفضاءات 
المتجهات) بحيث يكون فضاءً حلقيًا على ۸. برهن على وجود تشاكل من ۲۸ 


على .M/A‏ 
۸- إذا كان ۲ تشاكلا من ۷ على × و ه-(1)1. فبرهن على أن لا يهاثل (كفضاء 
حلقی) .M/۸‏ 


4- إذا كان ۸ و 8 فضاءين حلقیین جزئیین من ۷ فبرهن على أن : 
۱( 8 فضاء حلقي جزئی من ۷ 
(ب) (۸+086۸۵,۲658) 8 +۸ فضاء حلقی جزئی من ۷. 
(ج) 8/ره+ه) یائل ۸۱۸05 5 77 
۰ - يقال عن فضاء حلقى على ۸ انه غير ممحتزل إذا كان لا يحوي فضاءات حلقية 
جزئية سوى (0) و 1. برهن على أن كل فضاء حلقي واحدي غير مختزل على 8 
يجب أن يكون ذوريا. 
۱- إذا كان فضاء حلقيا غير محتزل على ۸. ف‌رهن على أنه إما أن يكون ۸4 دوریا 
أو لجميع m‏ في ۷ و .rm=0 ۰15 r‏ 
۲ - إذا كان ۷ فشماء 764 ری ااا 
في +1 و 0 نی ۷. فرهن على أ ن أي تشاكل 7 من 1 إلى نفسه هو إما تمائل 
من ۷ على نفسه أو ۲-0 لجميع « في . 
۳ لیکن ۷ فضاءً حلقيًا على و (8)01 مجموعة جميع التشاكلات من ۷ إلى نفسه . 
عرف عمليتي جمع وضرب مناسبتین على E)M(‏ لتجعل منها حلقة . (إرشاد: قلد 
ما عمل في حالة (۲10700۷,۷ حیث ۷ فضاء متجهات . 


فضاءات التجهات والفضاءات الحلقية و ۳6 


6 - إذا كان M‏ فضاءً حلقيًا غير مختزل على ۸ بحيث ۲۴0 لعنصر ما : فى ۸ و " 
ف ۷. فيرهن على أن E)M(‏ حلقة قسمة (تدعى هذه النتيجة بتمهيدية شور 
(Schur’s lemma‏ 
۵ أعط برهانا كاملا للمرهنة )١-6-4(‏ للفضاءات الحلقية المنتهية التوليد على 
الحلقات الا قليدية. 
5 - لیکن M‏ فضاءً حلقيًا على ۸. إذا کان فی M‏ وكان (0= "×| »») =(۸)۳. فبين 
أن ()۸ مثالي أیسر ی 1. بطلق عليه اسم رتبة (order)‏ 111. 
۷- اذا كان ۸ اليا آیسر فی * و ۸ فضاء حلقیا عل 12 فين أنه بعنصر < فى ۲ 
يكون (6۸ ×|"×) = ۸2۳ فضاء میا 00 من ۷. 
4* - لیکن ۷ فضاء حلقيًا غير محتزل على ۸ وفیه ۲۳0 لعنصر ما فى 8 و 5 
في .M‏ للعنصر ۶0ر٣‏ دع  )۲6(*۳,۲0(‏ (م۸)۳ 
() برهن على أن ,)2 مثالي أيسر أعظمى في ۸ (أي إذا كان 2 مثاليا أيسر 
فى ۸ بحيث (1822<22)50 فإما أن يكون 12 -< أو (م5۳)(عذ). 
(ب) برهن على أن الفضاءين الحلقيين 04 و (,)-1 على ۸ متائلان [انظر 
مثال (9-8-)]. 


فراءة إضافية 
Halmos, Paul R. Finite- Dimensional Vector Spaces. 24 Ed. Princeton,‏ 


N.J.: D. Van Nostrand Company, Inc., 1958. 
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لقد سبق وأن أشرنا إلى الحقول كحالة خاصة من الحلقات أثناء دراستنا ها . 
ولنتذكر أن الحقل هو حلقة إبدالية بعنصر وحدة بحيث يوجد معكوس ضربي لكل 
على أي عنصر غير صفري . 


إن للحقول دورا مهما في الجبر ويعود ذلك إلى عدة أسباب منها استخدام بعض 
لتتانج فى نظرية الأعداد. وسبب احر أن نظرية الحقول تتضمن نظرية المعادلات 
التي تعالح أسئلة تتعلق بجذور العادلات . 


ی دراستنا هذه سوف لا ندخل في تفاصيل حقل الأعداد الجبرية وبدلا من ذلك 
سيكون تركيزنا على جوانب نظرية الحقول التعلقة بنظرية العادلات. على الرغم من 
أن معالجتنا للادة سوف لا تكون فى صورتها العامة والكاملة ولكن ستكون كافية لتقديم 
بعض الأفكار الشيقة التي تعود إلى عالم الرياضيات الفرنسي إيفارست جالوا ۳۷8:506) 
Galois)‏ والتي لما الاثر البالغ في الحير الذي ندرسه اليوم . 


2¥ 


۳:۸ مواضيع في ابر 


(۱-۵) امتداد احقول 
في هذا البند سنعنی بعلاقة حقل مع آخر. فلیکن ۴ حقلاء یدعی الحقل × 
امتدادا (70605100ع) للحقل ۴ دا احتوی × الحقل ۴. وبعبارة مكافئة یکون × امتدادا 
۳ |دا كان ۴ حملا جزئیا من × رف هذا الفصل ‏ یرمز إلى حقل ما و > إل امتداد له . 


کا سق وان دکر في فصل فضاءات التجهات. إذا كان × امتدادا ل ۴ فنسة 
إلى عمليات الحقل الاعتيادية في × يكون × فضاء متجهات على ۴. وكفضاء متجهات 
یمکننا التحدث عن الارتباط الخطي » البعد والأساس . . . الخ في × نسبة إلى ۴. 


نعرف درجة (68766) K۸‏ على ۲ على أنبا بعد ۸ كفضاء متجهات على ۳. 


ات أى في حالة کون × مه ووا دل ای . نصف هذه االه 
بقولنا إن 1 امتداد منته ل ۴, 


نبدأ آولا بمبرهنة فى حالة الامتداد المنتهى, هي سهلة نسبيا ولكنها ذات فائدة كبرى . 


ميرهئة (۱-2۱-۵) 
ادا کان ا امتدادا منتهيا ل × و × امتدادا منتهيا ل ۴ فان ا امتداد منته ل ٣‏ 
وبالا ضافه إلى ذلك [L:F]=[L:K][K:F]‏ 


المرهان 

إن طريقة البرهان ستكون بكتابة أساس معين للحقل .1 على ۴. هذه الطريقة 
إننا لا ست أن ا امتداد منته ل ۴ فحسب ولكن في الحقيقة نرهن على النتيجة الأعمق 
التي تعتبر عصب هذه المرهنة وهي [L:F]=[L:K][K:F]‏ 


الحقول ۳4۹ 


لنفرض إذن أن «:[كا:.1] و ]K:۴[=‏ ودع "...ايكون اساسا ل ا على ۸ 
و ,۷,,...,۷ اساسا ل × على ۴. ألا تعتقد أنه من الطبیعی أن تكون العناصر ز۷۷ حيث 
تهى...,2, ]او ه....,1,2 2[ أساس ل ا على ۴ ؟ على الأقل إن عدد هذه العناصر هو 
العدد الذي ۳ 


الآن نبدأ برهان أن هذه العناصر تكون أساسا ل ا على ۴. 
ولا يجب أن نبينٌ أن كل عنصر في 1 هوترکیب خطي من هذه العناصر بمعاملات في 
۳ ومن ثم نثبت أن هذه العناصر التي عددها 700 مستقلة خطيا على ۴. لیکن ) عنصرا 
ما فی 1. لما كان كل عنصر في .1 هو تركيب خطي من ۷...۷ بمعاملات في 
فكذلك !. أي أن ,ىا +...+رلار»ا-) حيث ما,.... في ۸. ولكن كل عنصر ی 


6 هو تر کیب خطی من ,۷ 5 إلا بمعاملات ق ۴ عا جعل 
والاوووا TF oF‏ الراك Rg‏ وه <fiW F<. FigWr ١‏ حوا ا باکر 


بالتعویض عن عبارة کل من K‏ هک تب Fx: +k‏ ۷ = نحصل على 


ار ]+ .. +۳ 1)<) 


۱۱ n ۲۲۱۲۱ ۰ 7 


باستخدام قانوني التوزیع والتجمیع یمکننا كتابة ؛ على الشکر ۱ 


۷ ۱۷ tHe ENN. FE 


ij i'j mn ۰ 


ولا كانت العناصر ,فى ۴ نكون قد عبرنا عن ؛ كتركيب خطى على ۴ من العناصر ۷:۷ 
لذا فان العناصر ۷ تولد با على ۴ و تحقق بذلك الشرط الأول فى كونها ااا 
يبقى أن نبين أن العناصر ,789 مستقلة خطيا على ۴. نفرض أن 

لاح الا ابي أ ...عه بولا 1 .. عاد قا بو ل للا لا 


حيث 1 5 ف إل هدفنا هو اثبات آن ۱ ل 0ع ]۰ وس أجل ذلك دعيل جمیم العبارة أعلاه 


=f ۷۱۷۱۰ 


[rî 


fw EFE (۷, =0‏ .عد بل بج عد بو 1س درا ۱۲-1 1۱۳۷) 


1۳1 ۲۱ ۲۲۱۲ 1 


.K ٤ kK =f wt... 1 فان میم العناصر مع‎ KIF 6و‎ dw ولا انت‎ 


۳۵۰ مواضيع في ار 


الآن ۷,۷,2 ...+۷۱۷۱ حیث مط,...,, في > ولکن م۷,,...,۲تکون اساسا ل باعل 
× ما جعلها مستقلة خطيًا على × وهذا يؤدي إلى أن 0= k=...=رk=k‏ 
وبالتعويض عن :۷ نحصل على 


لاحتى 1+ ...+ ۱۷ ] 
لجميع قيم «,...,1-1,2. ولكن ۷ مستقلة خطيًا على ۴ ما يؤدي إلى أن 0-,5. وبذلك 


نکون قد برهنا على أن العناصر :8“ مستقلة خخطيًا على ۴ وبناءٌ عليه تكون هذه العناصر 
قد استوفت الشرط الثاني کی تكون أساسا. 


لقد نجحنا في برهان أن العناصر ز۷۷ والتی عددها 538 تكون أساسًا ل باعل ۴. 
لذا ممح [طانآ] » ولا كان m=]L:K[‏ و [16:1]-2 نحصل على النتيجة ال ننشدها 
وهی .[L:F]=[L:K][K:F]‏ 


الان لنفرض أن 2۳ حيث 1,۸,۴ ثلاثة حقول وأن [1,:۳] منته . 
من الواضح أن أية محموعة من العناصر في .1 مستقلة خطیا على × تکون بطبيعة الخال 
مستفلة خطیا عل 2 لذا فإن الفرض بأن [۴:] منته يدعونا لاستنتاج أن 5 ون 
ومن ناحية أخری لا كان × فضاء 8 جنا مرن با يكرت | [۴:] منتهيا. وفقا للمرهنة 


نحصل على (۱:۳[]1.16[]:۴] ا يجعل [1:۳[|]۲::۳] وبذا نکون قد برهنا على 


إذا كان را امتدادا متها ل ۴ و × حقلا جزئيا من ا يحوي ۴ » فإن .]K:F۴[|]L:۴[‏ 
ومکذا. فعلى سبيل المثال إذا كان [1:۳] عددًا أوليًا فلا يمكن أن يوجد حقل 


يقع فعليا بين ۴ و .1. عندما ندرس موضوع إنشاء بعض الأشكال اهندسية باستعمال 
المسطرة والفرجار في بند )٤-٠(‏ سيكون غذه النتيجة أهمية کری. 


الحقول ۵ ۳۳ 


يقال عن عنصم 4 5 K‏ إنه جری (algebraic)‏ على ۲ ادا وجدت عناصر 
٩,۰۰۰,‏ ي ۴ ليست جیعها صفرا بحيث 20 +۰..+۱ "هره+"هره. 


إذا كانت [×]۴ هي حلقة كثيرات المحدود في «على ۴ و كانت[×]۴ €(×) 
تیش a (x)= Bx "+B x1 + ...+ Ê‏ فإنه لأي عنصر ١‏ في × سنعنى ب (0)6 العنصر 
8+ ...+ !"طرق + "رم في ×. إن العبارة الشائعة هي أن (0)و قيمة کشرة الحدود (0)«2 
عندما نعوض عن × بالعنصر 5. ويقال إن العنصر ا محقق (۷ا5ناهه) (<)ن ادا كان 
0(<0)و. باستخدام هذا الأسلوب يكون ‏ فی × جریا على ۴ إذا واجدت كثيرة حدود. 
غير صفرية (*) م في [×] ۴ بحيث إن العنصر ه يحققها أي يكون 0=() م. 


لیکن × امتداذا ل وه في >1. ولتكن 14 مجموعة جميع الحقول الجزئية من × والتى 
تحتوى كلا من ۴ و 24.3 لا تساوي المجموعة ال خالية ذلك لأن × فى ۷. من السهل 
البرهان على أن تقاطع أي عدد في الحقول الحزئية من × هو أيضا حقل جزئي في 16. لذا 
فان تقاطع الحقول الحزئية من × والموجودة في ۷ هو حقل جزئي من 6 نرمز له بالرمز 
(۴)۵. ونسأل : ما هي خواص هذا الحقل؟ من المؤكد أنه يحوي «و ۳ لأن هذا صحیح 
بالنسبة لجميع الحقول الحزئية من × الموجودة في ۷. وإضافة إلى ذلك ومن تعريف 
التقاطع فإن أي حقل جزئي من × ني ١4‏ يحوي (۴)۵. ولكن (۴)۸ نفسه موجود في M‏ ما 
يجعل (۴)۵ أصغر حقل جزئي من × يحتوي على كل من ۴ و ه. وندعو (۴)۵ الحقل 
الجزئي المتكون من ضم د إلى ۴. 


إن وصفنا للحقل (5)8 حتى الآن كان وصفا خارجيا. أما الآن فنقدّم وصفا 
بديلا ل (۳)2 ذا طبيعة إنشائية . لننظر إلى جميع عناصر × التي يمكن كتابتها على 
الصيغة ه,ٍ8+...+ه,8+ 8 حيث إا عناصر اختيارية ٤‏ ۴ وء أي عدد صحيح غير 
سالب . کعناصر في × یمکن تقسیم أي عنصر من هذا النوع على آخر بشرط أن لا 
یکون العنصر الأخير صفرا. لتکن لا مجموعة جميع خوارج القسمة هذه . نترك للقاریء 


or‏ مواضيع في اخبر 


كتمرين البرهان على أن لا حقل جزئی من ×. من الواضح أن الحقل لا محوي و ه ما 
يجعل (1127)3. ومن جهة أخرى كل حقل جزئی من × يحوي كلا من ۴ و ۾ يجب أن 
يحوي جميع العناصر التي على الصيغة *ه,8 +...+ ,8+8 حيث ,8 في ۲ وذلك لانغلاقه 
نحت عملیتی الجمع والضرب . لذا فإن (۳)۵ يجب أن يحوي جميع هذه العناصر ‏ ولكونه 
حقلا جزئیا من × فإنه يحوي خوارج قسمة مثل هذه العناصر, إذن (5)3(21. من 
العلاقتين (11-7)2 ۰ (72۳)2 نحصل على [1-(5)3. هذه الطريقة حصلنا على إنشاء 
داخلی ل (۳)۵ ۰ ألا وهو []. 


الآن تربط بين خاصة کون a‏ في اقترا على ۴ واخواص النظورة للحقل (۳)۵ 


مبرهنه (۲-۱-۵) 


یکون العنصر ه في × جریا على إذا وفقط إذا كان (۴)۵ امتدادًا منتهيًا للحقل ۴ 


المرهان 
كا هو المعتاد فى مشل هذه المبرهنة التى تحوي إذا وفقط إذا فان إثبات أحد 
الانجاهين. يكون سهلا غير معقد بین| يكون إثبات الاتجاه الآ اکثر عبتا وتعقيدًا. 


لنفرضص أن (5)3 امتداد منته ل ۴ وأن [۳)۵(:۳] ولننظر إلى العناصر 
"ه,..., ,1,2 في (۴)2 والتی عددها 1+:. وفقا لتمهيدية (4-۲-4) فان هذه العناصر 
مرتبطة خطیا عل ۴ إذن توجد عناصر يغب ...نبي لل ۶ لیست جیعها صفرا بحیث 
.ag1 +a,a+ aa + ... +a, a” =0‏ لذا فان ۾ جري على ۲ ومحقق كثيرة اخدود غير 
الصفریه "×+ ...+× + ( )0 ف ۳۱ والتي درجتها لا تتعدى [۴)۸(:۴] .٣=‏ 
هذا یثبت جزء «إذا» من الممرهنة وهو الشرط الکاق . 


الآن نثبت جزء «إذا فقط» وهو الشرط الضروری من المرهنة . لنفرض أن 2 في 
× جبري على ۴. لذا فان 4 نحقق كثيرة حدود غير صفریه في [×]۴. لتكن (:)م کشرة احدود 


or اج‎ 


في [×]۴ ذات الدرجة الموجبة الأصغر بحيث 0-(0)۸. إننا ندعى أن (2)م غير محتزلة على 
۴. فإذا كانت (×)ع(×)۴=(×)م حيث (1)2 و (×)ع في [×]۴ فان (1)2(۵)۵-(0-2)۵ (انظر 
مسألة ۱). وحیث إن (3): و (3)ع عنصران في الحقل × نستنتج 0-(۵)؟ أو 0-(۵)ع. ولا 
كانت (×)م ذات آصغر درجة موجبة بحیث 0-(0)8 نستنتج أن (×)م 068 < ()1 068 أو 
(×)م 062 < (×)ع 68 وهذا يرهن على أن (×)م غير محتزلة على ۴. 


الان تعسرق التي ۷ من [5]2 إلى (۳6۵ كما يلي : لكل (*)ط في (×)۴ دع 
(2)2- ب(×)ط. نترك للقارىء التحقق من أن لا هو تشاکل من الحلقة [×]۴ إلى الحقل 
(۴)۵ (انظر مسألة .)١‏ ونسأل: ما هي نواة ب التى نرمز ها ب ۷ ؟ من تعريف 
لاء (0- (3)ط|[::]5» (»)ط) > ۰۷ كذلك نجد أن (×)م عنصر فی ۷ درجته أصغر ما يمكن . 
بالا ستعانة بنتانج بند )٩۹-۳(‏ نيحد أن كل عنصر 8 ۷ هو مضاعف ل (×)م ولكون p(x)‏ 
غير مختز لة فوفقا لتمهيدية (۱-۹-۳) یکون ۷ مالیا أعظميا 5 [×]۴. وبالااستعانة بمرهنة 
(۱-۵-۳) نحصل على أن ۴]×[/۷ حقل . والان وباستع‌ال مبرهنة التشاکل العامة 
للحلقات (مبرهنة ۱-4-۳) یکون ۴]×[/۷ مانلا لصورة [×]۴ وفق التشاکل ب. 
فباختصاري أثمتنا أن صورة [×]۴ وفق ۷۷ هي حقل جزنی من (۳)۵. إن هذه الصو رة 
حوی =a‏ 7۷ ولكل » في ۰۳ »= .لذا فان صورة [×]۴ وفق ۷ هي حقل جزئي من 
(۳)۸ يحوي كلا من ۴ و ه وباستعال تعریف (۴)۵ نستنتج أن صورة [×]۴ وفق با هی کل 
(۳)۵. وهكذا یکون ۴]×[/۷ مماثلا ل (۳)2. 


الآن ولکون ((×)م)=۷ المثالي التولد من (×)م ۰ نذعی أن بعد فضاء التجهات 
۷ عل ۴ هو بالضبط درجة (×)م (انظر مسألة ۲). وبالنظر للتماثل بين ۳۷ 
و (۳6۵ نحصل على أن (×)م ع06-[5)3(:5]. لذا یکون [۳)2(:۳] منتهیّا . وهذا ما نرید 
إثباته في جزء «فقط إذا» من المرهنة . لاحظ آننا آثبتنا أكثر من ذلك وبالتحدید أن 
[۴):۴] يساوي درجة کثبرة الحدود (×)م التی درجتها آصغر ما یمکن بحیث 0-(2)2. 


إن المرهان الذي قدم أعلاه كان مطل بعص الشيء . بيك أن هذا كان کف دا 
ذلك لان الطريقة التي اتبعت نحوى أفكارًا مهمة وتر بط نتائج ومفاهیم طورت آنفا مع 


ot‏ مواضيع في ابر 
ما ندرسه الآن. وهذا غير مستغرب لأن الرياضيات لا تحوي مواضيع مستقلة تماما بحد 
ذاتها. 

الان نعيد برهان جزء «فقط إذا» بالعمل داخل الحقل (5)3. إن عملنا سیبدو ‏ 
في الحقيقة. مطابقا للبرهان المقدم أعلاه ولكن الاختلاف یکمن في أن أجزاء البرهان 





مرة أخحرى دع («)م كثيرة الحدود على ۴ التى درجتها أقل ما يمكن بحيث 
0-(3)م. تدعى مثل كثيرة الحدود هذه بكثيرة الحدود الدنيا 
(ynomiaاoم‏ امصنمن) ل a‏ على ۰۲ يمكننا الفرض أن معامل أعلى قوة ل هو 1 أيأنها 
واحدية» وفي هذه الحالة یمکننا التحدث عن كثيرة الحدود الدنيا ل على ۴ ذلك لان 
أى كثيري حدود واحديتين دنيوين ل ۾ على ۴ متساویتن (برهن على ذلك) . لنفرضص 
أن درجة (×)م تساوي « أي أن مه + ...+ 0,۳ +"×=(×)م حيث به فی۴. حسب افتراضنا 


يكون 0عبه+...+ "ون +2۳ وبالتالي : م0-...- "ھر "ورم -ح-"ة. ماذا عن ۳*۱ ؟ 


من العلاقة أعلاه ...هرن و ندا 3۳۰ وإذا عوضنا عن "2 بها تساويه 
أعلاه 8 اخانب الایمین من هذه العلاقة نحصل على "ركت خطي من العناصر 
...1 على ۴. وبالاستمرار على هذا النحو نحصل على **"وحيث 20 على شكل 
تركيب خطي عل ۳ من العناصر اوور تا ان لننظر إلى 

1 {8o+B,a+ ... "قرو8‎ (Bo, «Ên, €F} 

من الواضح أن 1مغلقة بالنسبة لعملية الجمع ومن الملاحظات أعلاه تكون ۲ مغلقة 
بالنسبة لعملية الضرب أيضا . ومهما يكن فان ۲ هذه تشكل حلقة على الأقل . بالاضافة 
إلى ذلك ۲ تحتوى كلا من ۴ و . والآن نثبت أن 7 ليست حلقة فحسب وانا هي 


لیکن ج... جقرق+ م0 و0 في RT gT‏ :۰ ۲۳۰ +, 8 +مق > («)ط في .F[x]‏ 
عندئذ لما كان ۶0ں ولا کان ()ط-ن فان ۸)4(#0 وعليه فان (*)/(*)0. وحيث إن (×)م 


الحقول ۳۵ 


غير مختزلة لذا فان (*) مو (*) ط يجب أن تكونا آولیتین نسبیّا . لذا يمكننا إيجاد كثيرتي 
حدود (:)ذ و (×)) في [×]۴ بحيث 1-(2(])2)+(5)2(<)م. ولكن حينئذ 
1=p(a)s(a) +h(a)t(a)=h(a)t(a)‏ 

ان 0-(8)م » و بالتعويض (5)3-: نحصل على 1 (1)3نا. وبذا يكون (1)8معکوس د 
ولاحظ أن قوی 2 في (1)3 التى تزيد عن 2-1 يمكن استبداها بتراكيب خطية من 
1 ۲ ما يجعل (2)) تي 1. لقد بينا أن لکل عنصر عبر صفری في ۴ معكوس 
في 1 ونتيجة لذلك يكون 1 حقلا. ولكن («۲۳ وکل من و۴ محتوني 1 ما يؤدي إلى 
أن ()1-17. ہڈا نکون قد وصفنا (7)3 على أنه جميع العبارات على الصيغة 


"رمق ... +درم+وق. 


لن "مود على من ا لاس دون سا جعل > ۳: 1 ]. ولكن 
ال تاه E TEE O‏ م على ۲ أن أية علاقة من الصيغة 
0= ' "...۷+۷+۰ حيث إلا في ۴ تقودنا لاستنتاج أن ه تحقق كثيرة 
اخدود ۳ ۲+...+×ر۲٣+‏ على ۴ والتى درجتها أقل من 0. هذا التناقض يرهن 
الاستقلالية للعناصر ' "1,3,...,3 وبذا تكون هذه العناصر أساسا ل ۲ على ۴ وبناءً عليه 
يكون 0-[1:۳]. ولا كان (۲-۳)2 نحصل على 0-[۳)2(:۳]. 


تعر يف 
یدعی العنصر هف × جریا من الدرجة «عل إذا حقق كثيرة حدود غير صف رة 
على ۲ من الدرجة ولا محقق سواها من درجة آقل . 


أثناء برهاننا لرهنة (۲-۱-۵) (فی كلا الرهانين) أثبتنا نتيجة أدق من تلك 
المذكورة فى الرهنة ألا وهی الميرهنة التالية . 


مبرهنة (۲-۱-۵) 
إذا كان ھ في × جریا من الدرجه « على ۴ فان ۳۴)۵(:۳[<0]. 


۳۹۹ مواضیع لي اخبر 
إن هذه النتيجة استع‌الات عديدة أحدها الاستنتاح الشیق فى المرهنة التالية . 
۱ اع اور ۳۱ 


مبرهنه (1-۱-6) 
ادا كان و و طا ف ۸× جبريين على ۴ فان كلا من اه » اھ » ط/ھ (إذا كان 0غدم) 
جریا على ۴. وبعبارة أخرى تکون العناصر ا جبرية على ۴ من ا حقل × حقلا جزئیا من . 


الرهان 

لنفرضص أن ۾ جری من الدرجة 0 على ۴ و ا جبری من الدرجة « على . وفقا 
لبرهنة (۳-۱-۵) فإن درجة الحقل الجزئى ()7-7 في > على ۴ تساوي « لکون ا جریا 
على ۴ من الدرجة 7 فمن الطبيعي آن یکون جبریا من درجة لا تزید عن هغل 7 الذي 
يحتوي ۴. لذا فان الحقل الحزئي (۲۳ ۷۷ من > ذو درجة لا تزید عن على الحقل ۲ 
بالاستعانة بميرهنة (۳-۱-۵) مرة آخری. ولکن [۷۷:1[]1:۳]-[۱۷:۳] حسب مرهنة 
(۱-۱-۵). إذن هم > (۷:۴] ما یجعل ۷ امتدادا منتهيًا دظ. بيد آن a‏ وط فی ۷ لذا 
فان مخه » اھ و طلة فى ۷۷ . بالاستعانة عبرهنة (۲-۱-۵) ولکون ]W:۴[‏ منتهیّا تکون 
لالا ج عا م ما بشت الم عنة. 


هنا ایضا آثبتنا أكثر ها تذكره الرهنت فلكون >]۷:۳] كل عنصر فی 
۷ يحقق كثيرة حدود درجتها لا تزيد عن 22 على ۴ , ومن ذلك نحصل على النتيجة 
التالية . 


ادا كان 2 و اف 1 جریین على ۴ من الدرجة 7 و 7 على الترئيب » فان 
20 » اه و 2/0 (إذا کان ۶0() عناصر جيرية على ۴ درجاتبا لا تزيد عن 717. 


في برهاننا للمبرهنة السابقة كونا امتدادين للحقل ۴: الأول أسميناه 7 الذي 
يساوي (۳)۵. والثانی ۷ الذی يساوي (1)0. لذا فان ()(۷۷<۳)۵. والمعتاد كتابته على 


ov الحقول‎ 


الصيغة (۳)۵,0. وبصورة مشاببة يمكننا التحدث عن (5)0,3. إنه ليس من الصعب 
اليرهان على أن (و,ط)۴=(ط,)۴, على هذا المدوال یمکننا تعریف (م8,...,ر۳)۵,,۵ 


للعناصر بی 1 
تعریف 
هة یطلق غل الامتداد 1 ۴ امتداد جبري («هنودعالاء ۲1ط ععاھ) ل ۲ إذا كان کل 
0 ۱ 5 


الآن نيرهن حقيقة أخرى على نمط البراهين التي أثبتناها حتی الان 


مبرهنة (0-1-6) 
إذا كان 1 امتدادًا جریا ل ۸ و امتدادًا جریا ل ۴ » فإن ا امتداد جبري ل 5. 


الرهان 

لیکن د عنصرا اختياريًا في 1. نريد أن نثبت أن دا يحقق كثيرة حدود غير تافهة 
معاملاتها في ۴. ما هي المعلومات التوفرة لدينا الآن؟ إننا نعلم أن د يحقق كثيرة حدود 
.۰+ 0۳+ ۳ حیث وق,...,رت في 1. ولكن × جبری على ۳ لذا فياستعمال ميرهنة 
(۳-۱-۵) عدة مرات يكون (,۷-۳)0,,...,0 امتداذا منتهيا ل ۴. لما كان نا يحقق کشرة 
الحدود 0 ...+ "بر +۳ الذي معاملاتها في 14 لذا فان نا جبري على 74. وفقا لمرهنة 
(۲-۱-۵) يكون (14)1 امتدادا منتهيًا ل 84. ولكن بالاستعانة بميرهنة (۱-۱-۵) فان : 

[M(u):F]=[M(u):M]{M:F] 


لذا فان ()34 امتداد منته ل ۴. وهذا يقتضى أن يكون دا جریا على ۴ ما يكمل 
إثبات المرهنة . 


إن التعبير المختصر عن مبرهنة (۵-۱-۵) هو: الامتداد الجبري على الجبري 
يكون چيا 


۳6۸ مواضيع في اخبر 


إن للنتائح السابقة أهمية خاصه في حالة کون ۴ حقل الأعداد النسبية و »1 حقل 


الأعداد الرکبة . 
يطلق على العدد ا مركب اسم عدد جيري e۲(‏ ط۸ uہ‏ ebacعاa)‏ إذا کان جر 
على حقل الأعداد النسبية . 


يطلق على الجند الرگکت الذي ليس جد 17 عدد متسام 
.(transcendental number)‏ في هذه المرحلة لا يمكننا الادعاء بوجود أعداد متسامية 
ولكن في البند القادم سنبرهن على أن العدد المألوف #عتسام فشكا ست ده وجود 
أعداد متسامية . في الحقيقة إن هذه الأعداد كثيرة جدَّاء وبمعنى محدد يوجد منها أكثر 
من الأعداد اخبرية . 


شە ببق ميرهنة 6 -«۱-) على حالة الأعداد ا ريه ستنتج أن هله الأعداد 
تكون حقلا. أى أن حاصل جمع وضرب وخارج قسمة الأعداد الحرية هي أعداد 
جيرية أيضا . 


عند استعمال مرهنة (9-1-5) مع ما يدعى «بمبرهنة ابر الأساسية» نستنتج 
أن جذور كثيرة الحدود التى معاملاتها أعداد جبرية هي أعداد جبرية بحد ذاتها . 


اقل 
ا فک ضل ۲ ن التطبيق (۳)۵ + [×]۴:ل المعرف وفق القاعدة (1)a=ل(×)1‏ هو 
تشاکل . 
۲- لیکن ۴ حقلا و [×]۴ حلقة کشرات الحدود في × على . ولتكء («)ع في []۳ من 
الدو جة < و ((×)ع) =۷ المثالي المولد بواسطة (*)ع فی [×]۴. أثبت أن ۴]×[/۷ فضاء 
متجهات بعده يساوي « على الحقل ۴. 


الحفول ۳۹ 


(۱) ادا كان ۷ فضاء متجهات منته البعد على الحقل × وکان ۴ حقلا جزئیا من ۸ 
بحیث أن [۳:] منته . برهن على أن ۷ فضاء متجهات منته البعد على ۴ وأن 
dim,(V)=(dimx(V))([K:F])‏ 
(ب) بين أن مبرهنة (۱-۱-۵) هی حالة خاصة من النتيجة في جزء (ا) . 
5 -(۱) لیکن ۸ حقل الأعداد الحقيقية و 0 حقل الأعداد النسبية . في ۸ العنصران 
2 و ۷3 جبريان على ©. اکتب کثبرة حدود من الدرجة الرابعة يحققها العنصر 
۷3+ ۷/2 
(ب) ما هی درجة ۷2+۷3 على 0 ؟ برهن على إجابتك . 
(ج) ما هي درجة ۷2۷3 على © ؟ 
© - باستعیال نفس رموز مسألة ٤‏ . أثبت أن ۷2+۷5 جبرى على © من الدرجة 
السادسة , 
5" - (أ) أوجد عنصرًا دا فی ۸ بحيث (0)0 - (0)1/2,5/5 
(ب) في (۷2,۷5) ميّز جميع العناصر ۷ بحيث (0)(۶۵)۱/2:1/5 
/ا- )١(‏ برهن على أن (ھ,ط)۴=(ط,ھ)۴ 


(ب) إذا كان (ماء...یتبرن) أي تبديل من (1,2,...,0) فبرهن على أن 
مز2و-. "0 F(a; ,a‏ = م 


- :إذا كان 2 و اني > جبریین علی من الدرجة ”و «على الترتیب وکان ”و 0 آولسن 
E‏ . فرهن على أن درجة (۳)۵,0 على ۴ تساوی «7. ون 
4- لنفرض أن ۴ حقل يحوي عددا منتهيا و من العناصر. 

(!) برهن على أنه يوجد عدد أولي م بحیث أن 8( من المرات) لجميع 
2 في 1. 

(ب) برهن على أن "م< بن لعدد صحيح ما 1. 

(ج) ادا كان د في ۴ » فرهن على أن ٩-5‏ 

(د) إذا كان م في احور على ۴. فرهن على أن 9۳-0 لعدد ما 0<ص. 
يقال إن العدد الجبري 2 عدد جبري صحيح (۱016267 2أه]اءع|ة) إذا حقق 
معادلة من الشکل اه +... +2۳۱ +۵۳ یت او أعداد 


صصحه . 


۳۹۰ مواضيع في احبر 


¥ إذا كان ۾ أى عدد جبری . فبرهن على أنه یوجد عدد صحیح موجب « بحيث 
إن 23 عدد جيري صحیح . 

۱- إذا کان العدد اللسبی هدا جریا سخا قري عل آن ۲ مجب أن یکون 
تیدا سا العامة 

۲- إذا كان وعددًا جریا صحیحا و « عدا صحیحا اعتیادیا» فبرهن عل : 
(ا) أن +2 عدد جبري صحیح . 
E‏ وا وان امو 

۳- إذا كان » عددًا جریا صحيحًا يحقق 2+0+1-0» و 6 عددا جریا صحيحا يحقق 
5+8-3-0ق8 فبرهن على أن كلا من 0+8 و 08 عدد جبري صحيح . 

4" - () برهن على أن حاصل جمع عددين جبريين صحيحين هو عدد 


جيرىق صحيح . 
(ب) برهن على أن حاصل ضرب عددين جبريين صحيحين هو عدد 
ری يكم : 


. برهن على أن 1° 0 هو عدد جبري‎ )۱( - ٥ 
.]1 (ب) من اححزء )1( برهن على أن ۲ 511 هو عدد جبری لأى علد صحیح‎ 


۵۱ - ۲) تسامي العدد ع 
عندما عرفنا الأعداد الجيرية والتسامية آشرنا إلى أنه یمکن إثبات وجود الأعداد 
المتسامية (ءإnumbe .))ranscendenta1‏ إن إحدى الطرق لتحقیق ذلك هی تبیان کون 
عدد معين متسامیا. ۱ 
في عام ۱۸۵۱م قدم العالم لیوفیل (0۳۷:۱16:) معيارًا لکون عدد مركب جبریا 
وباستعمال هذا العیار استطاع أن یکتب مجموعة كبيرة من الأعداد التسامية. على 
سبیل المثال یستنتج من عمله أن العدد ...101001000000100...10. متسام حيث عدد 


مسألة وجود هذه الاعداد. ومع ذلك فإن السوال عن کون عدد مألوف ما متسام يبقى 
فائ)ا. إن أول نجاح ٤‏ هذا الاتجاه كان على يد العالم هرمايت (Hermite)‏ الذي قدم 


الحقول ۳۹۱ 


في عام ۱۸۷۳م برهانا بأن عدد متسام » ثم بُسّط برهانه كثيرا بواسطة الرياضى هليرت 
) . البرهان الذى سنعرضه هنا يعود إلى هرفتز (111112) وهو يختلف بعض 


إن برهان کون العدد : متساميا أمر أصعب من برهان ». ولكن لندمان 
(lindemann)‏ استطاع التغلب على الصعوبات وبرهن في عام مام على أن × 
متسام . وكنتيجة حتمية من ذلك هي إستحالة تربيع الدائرة باستعمال المسطرة 
والفرجار. لأن مثل هذا البناء سيؤدي إلى عدد جبري 6 بحیث 7-*8. ولکن إذا كان 0 
جریا یکون 67 کذلك وعلیه یکون جبريا ما یناقض استنتاج لندمان . 


(Schneider) عام ۱۹۳+ این - طاع العالمان جلفاند (061۶000) وشنایدر‎ ٤ 
6 القيام بخم أ مستقلين عن بعضههاء اثبات أنه ادا كان و 0 عددين جيريين وكان‎ 


غير نسبى فان ”2 عدد متسام . إن هذا يجيب بالامجاب على سؤال هليرت عن کون 258 
عددا متسامیا. 


کتاب سیجل (1,516861.)) المفيد وعنوانه “transcendental Numbers”‏ أو کتات 
“Irrational Numbers’‏ ومولفه نمن (1.Niven)‏ 


كي نبرهن على أن ٤‏ غير نسبي (1:3]10231) أمر سهل أما برهان کون 7 غير نسبى 
فهو أصعب كثيرا . ولكن هناك برهان بسيط نسبيا يمكن للقارىء الاطلاع عليه بالعودة 
إلى بحث كتبه نفن (211768) بعنوان : 
Niven, I. “A Simple Proof that : is Irrational”. Bulletin of the American‏ 


Mathematical Society, 53(1947), page 509. 


الآن لنبرهن على أن € متسام . بالرغم من أن البرهان مهم بحد ذاته فهو أيضا يعتبر 
تغییرا عم ألفناه من البراهين المقدمة إلى هذا الحد في هذا الكتاب والتى يغلب عليها 


۳۹۲ مواضيع في اجبر 


الطابع الجبري . أما الآن فنعود ولفترة قصيرة إلى مفاهيم التفاضل والتکامل الاکثر ألفة 
للقارىء. إن البرهان سيستعمل أفكارا أولية من التفاضل والتكامل. وأعمق نتيجة 


مرهنه (۱-۲-۵) 
العدد © متسام 


الرهان 
في هذا البرهان سنستعمل الرمز المتفق عليه («) ليعني المشتقة من الرتبة 1 ل 
()] بالنسبه إلى . 
لنفرض أن ٤)×(‏ کشرة حدود من الدرجة ۲ ومعاملاتها أعداد حقيقية . ولیکن : 
()(کو+... +() ۲2 +(۱()0)+()2-(۳)۶ 
لجست متس  [‏ 2 باستعال الحقيقة القائلة إن 0-<(«)*1۳ (لأن درحه 


(:)1 تساوي )١‏ وبالاستعانة بخاصة » الأساسية وهي أن ومیل | نحصل على : 


] 4 مي|‎ ۳)((<- f(x) 
dx 
إن مرهنة القيمة المتوسطة تؤكد أنه إذا كانت (×)ع دالة مفردة القيمة ذات مشتقة‎ 
: متصلة معرفة على الفترة المغلقة [ر×ر,×] فان‎ 
g(x) (و*)ع‎ _ 


د - ]۸ 


(( )9+ )(اع = 


نطبق هذا على دالتنا (×)۴*ء التي من الواضح نا حقق جميع شر وط مرهنة 
القيمة المتوسطة على الفترة المغلقة [ر«,,*] حيث 0 و k=ر×‏ » حيث ) أي عدد 


صحيح موجب . عندئذ نحصل على : 


دوب ۳۰۳ 


(,0)* 6--(۴)0-(۳)۷ حيث ,9 يعتمد على ۲ وهو عبارة عن عدد حقيقى بین 0 
و 1. عند ضرب هذه العلاقة ب “© نحصل على : | 
۲( ۳۲۳۶/۵ ۰-۵۱۳ ۳ع(۳)0-(۳۳)۱۷ 
نکتب هذا صریحا کا ی : 
J=e,,‏ )۰۱6 2-۵۱۳ (۵۳)0-(۴۳)1 
برع <(ر262*2(۶)26-- (۵2۳)0-(2) ۳ ۱۱( 


رع ع( ۶۵0 F(n)-e"F(0)=-ne‏ 


لنفرض الآن أن » عدد جبری . إذن ء يحقق علاقة من الصيغة : 
0 نا + 606 ۳ 6 مه ۳ CE" 6 e‏ 


حيث به EFE‏ عر أعداد صحیحه و 0<0© 6 


في العلاقة (۱) لنضرب المعادلة الأولى ب > والثانية ب ی وهكذا . بجمح هذه 


... ديعن +رعرهء دامع ... F(n)-F(0)(ce+cye“+‏ + ام ۵۵ +(2۳ 


وفقا للعلاقة (۲) یکول >= ",+ ...+ تعر +ع لذا فان العادلة أعلاه 
نصیح : 


و ...+ رعرع 2 لماطى +...+(1)ط + (0)طوه )۳( 


كل ما عملناه صحيح لأية دالة [×]۴ منشأه كا في أعلاه من كثيرة حدود اختيارية 
f (x)‏ ثری ما نحصل عليه عند استعمالنا لكثيرة حدود معينة استعملها لأول مرة 
هر مایت الا وهی : 





۳(-۱) ...2(۴ مون اص 


(x) ۱ 
1۲ [ = 
( 


۳۹ مواضيع في الجير 


حيث 0 أي عدد أولى نختاره بحيث 2<م و وع<م. لكثيرة اخدود هذه سوف نتفحص 
جیدا (۴)0(,۴)1(,...,۴)۸ وسوف نقدر كذلك مقدار كل من بع....,يعررع. 


عند نشر (×)] نحصل على كثيرة حدود من الصيغة : 
«p-1 agxP x‏ م 
(p =1)! )۳-1( ۲ (p-1)!‏ 


حت ۰ dg‏ أعداد صحصحه 


و“ ,+ 











عندما يكون م<:فاننا ندعى أن (×)۴ هی كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحيحة 
وهی مضاعفات للعدد م. (برهن على ذلك. انظر مسألة ۲). لذا فلكل 
عدد صحيح زع زاكر هو عدد صحیح من مضاعفات م ادا كان 0<:. 


من تعریف (1 فان لها جذر تكراره و عند 5-1,2,...,5. لذا فلکل 


یز ¢ FED ¢ EO‏ و ... ۰ 20( 1 وخی إن 
+P 2j+ ۴j+ ... +° )j(‏ ... بر( +(1-(ز)۳ فوفقا لما دم آعلاه یکون (720 
عددا صحيحا من مضاعفات م لكل (,...,1,2<. 


ماذا عن (۴)۵ ؟ لما كان لكثيرة الحدود (×)۴ جذر تكراره 1-م عند 
0=× » فان ۴)0(=۴)0(=...=۴۴()0(=0. عندما 0<ز ‏ فإن (9)0 عدد صحيح من 
مضاعفات م. ولكن 0!(۲)-(۱)0 ۳ ولكون «<م وهو عدد آولی فان ”(!8)/م. لذا فان 
(0) ۳ هو عدد صحيح لا يقبل القسمة على م. وحيث إن : 

F(0)=f(0)+f(0)+ ... +P 2(0)+f£P(0)+fP(0)+... +700) 

نستنتح أن (۲۲0 عدد صحيح لا يقبل القسمة على م. ولا كان 0<رء و رء<م ولکون 
[~i pIF(0)‏ (م)طام,...,(2)طإم,(1)ام ۰ فان (م)اء+ ...+(5)1+(0)آمت عدد 
صحیح لا یقبل القسمة على م. 


احفول ۳۵ 


ولکن وفقّا 2 )۳( ل ای 797 + +c F(n)=c,E,‏ 5 +(۰,۳)1+(0) طن مادا یمکن 
القول عن :۶ ؟ لنتذکر آن: 


_ei!-%)(1-i0;)P...(n-i0;)P(i0;)P i 


3 
(p-1)! 


حيث 0>0:>1. لدا 
LA‏ 
(PD!‏ * 
عندما »جم فان : 


e"nP(n!)P 


(p-1)!‏ (برهن على ذلك) لذا یمکننا امجاد عدد أولي أكبر من مت و ۲۱ وهو 





من الكبر بحيث إن : 1>|رعرء + ... + رعرء| ولكن ce, +...+c,eq=cqF(0)+...+c,F))‏ 
ما مجعله عددا صحیحا ولكونه أصغر من 1 نستنتج أن 0حرعمء+...+,#ن. ونتيجة لذلك 
یکون ۰,۳)0(<0+...+(0)ثآم». ولکن هذا يناقض کون ((0)م> +...+(۳)0مع)لم بینما 


0. إن التناقض الذی حصلنا عليه من فرض کون » جریا يرهن على أن العدد يجب 
أن یکون متسامیا . 


۱- باستع‌ال السلسلة اللانمائية للعدد ع: 


1 1 
+ —+ سس بج د له د ]1= e‏ 
۱ اه 2 ۱۲ 


برهن علی آن » عدد غین نسبی . 


۲ - إذا كانت (×)ع كثيرة حدود معاملاتها آعداد صحيحة » فرهن على أنه إذا كان م عددا 
أوليا فإنه لكل izp‏ 13 


۳۹۹ مواضيع في ابر 


اب 


هي كثيرة حدود معاملاتها أعداد صحیحه كل منبا يقبل القسمه على م. 
۳- إذا كان ه أى عدد حقيقى . فرهن على أن : 0ج (!/”3) عندما 0ج ". 
6 إذا کان ۳<0 و ۸ عددين صحيحين . فيرهن على أن العدد e"‏ متسام . 


(ه ‏ ۳) جذور کشرات الحدود 
في بند (۱-۵) درسنا عناصر في امتداد ما × ل ۴ والتى كانت جيرية على ۳. أي 
عناصر تحقق كثيرات حدود في [×]۴. آما الآن فنعکس المسألة. أي إذا أعطينا کشرة 
حدود (×)م في [×]۴ فإننا نريد إيجاد حقل × امتداد ل ۴ والذي فيه يوجد جذر ل (×)م. 
م يعد الحقل × متوفرًا لديناء وفي الحقيقة أن هدفنا الرئيس هو إنشاؤه. وعند الانتهاء 
من إنشائه سوف ندرسه عن كثب ونرى ما هي النتائج الى یمکننا أن نشتقها من ذلك . 


نعريف 
إذا كان (:)م في [×]۴ فان العنصر 8 الواقع في امتداد ما للحقل ۴ يدعى جذرا 
۰ (۵0۷) ل (x)م‏ ادا كان 0-(2)م. 


نبدأ بالنتيجة المألوفة والعروفة باسم مبرهنة الباقي . 


مهيدية (۵ -۳ -۱) 
إذا كان (:0م في ۲۳ وکان × امتدادا ل ۴ . فإنه لای عنصر 6 ف × یکون 
(طاام+ (ع)و(ط-<) -()م حيث (2)ن في []؟! وحيث 1 - () .deg ¶)x(= deg‏ 


البرهان 
لا كان ۳1 فان ۴]×[cK]×[‏ » لذا یمکننا أن نعتير ()0 عنصا في [(*]1. 
باستی‌ال خوارزم التقسيم لكثيرات الحدود في [×]× نحصل على : 


الحقول ۳¥ 


۲ ((-۲) -(<)م حيث (002 في [×]× و ۲-0 أو .deg r>deg (x-b)=1‏ 
لذا فان ۲2-0 أو ۲-0 16 وفی كلتا الحالتين يكون ۲ عنصرا ون غ أى 
عنصر في ×هو؟ لما کان ۲+(×)٩(ط-×)=(×)م‏ فان محم .p(b)=(b-b)q(b)+‏ [دن 
()م+(»)ورط») -(5)م. نترك للقارىء التحقق من أن : 1 - (×)م ععل- (2«)و ععل وهو 
أمر سهل . 


عد و 


إذا كان ھ في × جذرا ل ()م ف ۲۳ حيث ۴C‏ فان (2)مازه-») في [:]>ا. 


الرهان 
من تمهيدية (۰)۱-۳-۵ (4)م+(*)و(2:)-(*)م فی [×]۸. ولكن 0-(3)م. لذا 
يكون (9(96-)-(0 وبناءًٌ عليه («)م|(2-:) في [*]1. 


تعريف 
يدعى العنصر 2 2 K‏ جذرا تكراره m (multiplicity)‏ ل (::)م في (:!2 ادا كان 
(::)م|"(ه-) بینا .)»-2("*'/p)×(‏ 


من الاسئلة العقولة التي يمكن طرحها هنا هو: کم من الحذور يمكن لكثيرة 
حدود أن تملك في حقل ما؟ قبل أن نجيب على السوال يجب أن نقرر كيفية احتساب 
الجذر الذى تكراره «:1. سوف نحسبه دائمًا على أنه «« من ا حذور . الآن لدينا التمهيدية 
التالية . 


تمهيدية (۲-۳-۵) 
لا يمكن أن يكون لكثيرة حدود من الدرجة « على حقل أكثر من من ا جذور 
في أي امتداد للحقل . 


۳۹۸ مواضيع في اخبر 


البرهان 

سنستعمل الاستقراء الرياضى على ۰۱ درجة كثيرة الحدود (*)0. ادا كانت درجة 
(×)م تساوي 1 فيجب أن يكون )م على الصيغة 0+8 حيث ٥‏ و 8 يي حقل ما ۳ 
وحيث 20د ن. ادا كان 0-(3)م لعنصر ما 2 فیحب أن يكون 0= +06 ونستنتج في هذا 
أن (8/0)-ه. أي أن ل (×)م جذرا وحيدًا وهو »/8- . لذا فان التمهيدية صحيحة فى 
هذه الحالة . 


لنفرض أن التمهيدية صحيحة لجميع الحقول وجميع كثيرات الحدود من الدرجة 
0 حيث 70>1 ۰ ولنفرض أن درجة (×)م على ۴ تساوي «. لیکن × أي امتداد ل ۴. إذا 
لم يكن ل («)م جذور في × . فإن التمهيدية صحيحة لكون عدد الجذور يساوي صفرا 
وهو أقل من . لذا نفرض أن ل (×)م جذرا واحذا على الأقل في ! وليكن 2. ونفرض 
أن تكراره يساوي <. لما كان ۳/۵6( فان ه>م. الآن (۳96(ه-)ع(0م حيث 
(9)5 في [*]16 من الدرجة «-ه. من حقيقة کون ()م]/!*"(2-:) نستنتج أن («)وإ(ه-») 
وعليه فإن ۵ ليس جذرا ل (*40 حسب النتيجة لتمهيدية (۱-۳-۵). إذا كان م في × 
جذرا ل («)م و ۵ . فان ()و"(مط)-(0)م-0 ۰ ونستنتج من هذا أن 0-(0)0 ذلك 
لأن معدهط ولأننا نعمل داخل حمل . أى أن أى جذر ل (×)م في × عدا ه يجب أن 
یکون جذرا ل (×)و. ولا كانت درجه (2)ن هی ۲-۲ و > فاستنادا إلى فرضية 
الاستقراء يكون ل (*«)و جذور في × عددها میج الاکثر. وباضافة الحذر الاخر a‏ 
والذی نحتسبه 1 من الحذور» یکون ل (×)م <(۳-) +۲ من الحذور على الاکثر فى 
احقل ×. هذا یکمل الاستقراء وينبي برهان التمهيدية. 


يجب التأكيد هنا على أن خاصة الابدال ضر ورية في تمهيدية (۲-۳-۵) إذا اعتبرنا 
حلقة الرباعيات الحقيقية التي لا يفصل بينها وبين كونها حقلا إلا أنها غير إبدالية . إن 
كني انلو ا 2اا جذور عل الآقل وهي عار دوق اتی ان له عددٌا غبر منت 
من الحذور) في حلقة الرباعيات الحقيقية . ب جانب آخر نؤكد أن خاصة الا بدال 
وحدها لا تکفی إذ يجب أن تکون الحلقة حلقة تامة . فلو كان 20-0 حيث 270 و 970 


اود ۳:۹ 


٤‏ الحلقة الإبدالية 1 ٠‏ فان لكثيرة احدود 2 من الدرجة 1 على 1 جذرين محختلفين على 
الأقل هما 0=× و =× في 12. 


بالرغم من کون التمهيدتين السابقتين شيقتين ولکنب| ذاتا أهمية ثانوية. الآن 
نيدأ بإنجاز مهمتنا الرئيسة وهی إنشاء امتداد مناسب ل 7 والذي فيه يكون لكثيرة حدود 
ما جذور. وعندما ننتهی من ذلك يمكننا دراسة مثل هذه الامتدادات إلى حد معقول 
وكاف من الدقة لنخرج بنتائج معيّنة. إن أهم خطوة في الإنشاء تنجزها لنا المبرهنة 
التالية. إن المناقشة الواردة في البرهان ستذكرنا ببعض ما ذكرناه في بند .)١  ©(‏ 


مبرهنة (۱-۳-۵) 
إذا كانت (:)م كشيرة حدود في [×]۴ من الدرجة 1<" وهي غير حتزلة على ۴ » 
عندئل يوجد امتداد ۴ ل ۴ بحيث «-[8:8] ويكون ل (×) م جذر فيه . 


الرهان 

لتكن [×]۴ حلقة كثيرات الحدود ٤‏ × على ۴ وليكن ((×)م)=۷ اماي ی [۳]۶ 
والمولد بواسطة (×)م. وفقا لتمهيدية (5-4-7) فان ۷ مثالي أعظمي في [×]۴. لذا فان 
2-۷ حقل استنادا لمبرهنة (۱-۵-۳). إننا سنبين أن 5هذا يحقق استنتاج 
الرهنة . 


آولا : نرید أن نبین أن ۲ امتداد ل ۴> بيك آنه فى الحقيقة لیس کذلك. 
ولكن دع ۴ يساوي صورة ۴ في 5 » أي أن (۴=)۹+۷|»€۴. إننا نزعم آن 
F‏ هو حقل ياثل ۴ وفي الحقيقة إذا كان س التطبيق من [×]۴ إلى ۴]×[/۷=۴ 
والمعرف بواسطة ۷+(×)۴=م(×)٤‏ . فإن اقتصار ۷ على ۴ يعطينا تمائلا من ۴ على 
۴ (برهن ذلك!). باستعمال هذا التماثل نطابق ۴ مع ۴ » ويهذه الطريقة يمكننا 
اعتبار E‏ امتدادا ل ۴. 


۳۷۰ مواضيع في ابر 


إننا ندعي أن ۲ امتداد منته ل ۴ درجته (×)م ۸-068 ذلك لان العناصر 
اج اتير ۳( 0+۷ 1+V,x+V, (x+V)?=x?+V, ..., (x+V)i=x+V,‏ 

تكون أساسا ل ع على ۴ (برهن على ذلك!) . لغرض تسهيل عملية الترميز دعنا نرمز 
ل ۷+×=ل× في الحقل 5 بالرمز 8. ونسأل : ما هی قيمة «(*)1 لعنصر ما (1 في 
[«]5 ؟ إننا ندعي أنه جرد (3): ذلك لأنه إذا كانت :/: “عيقم+...+«رم +مقم-(»)1 فان 
(x‏ ( )+ ... + (م)(بحر6) + بنوق حب(»)1 بسبب کون به تشاكلا. وباستع‌ال 
التطابق المشار إليه أعلاه ل 8 مع 8 نستنتج أن (2)0-به(20. كانت (×)م في ۷ فإن 
0-()م ولكن (3)م-(2)م ۰ إذن 0<-(0)2 ۰ أي أن العنصر ده في 8 هو جذر ل 
()م. مهذا يكون الحقل 8 متمتعا بجميع الصفات المطلوبة في نص مبرهنة (۱-۳-۵) 
بم ينبى الرهان . 

إذا كانت () في [×]۴ فيوجد امتداد منته ۴ ل ۴ يحوي جذرا ل (»)1. وفضلا عن 
ذلك [E:F]Sdeg f(x)‏ 


الرهان 

ليكن (×)م عاملا غير محتزل ل (۰10 كل جذر ل (×)م هو جذر ل (10. وفقا 
للمبرهنة يوجد امتداد 8 ل ۴ بحيث : (10 ق06>(*)م ع6 -[58:75] وهو يحوي جذرا ل 
(×)م وبالتالي ل («)1. 


إن الحقيقة التالية بالرغم من كونها نتيجة للنتيجة أعلاه ولكن لأهميتها العظمى 


مرهنه (۲-۳-۵) 
لك (:) في [×]۴ من الدرجة [ < عر . عندئذ یو جد امتداد 8 ل ۴ درجته لا تيك 
عن !۸ يحوي من |خذور ل (د) ۶( ای جدورها بأجمعها) . 


الحقول ۳۷1 


المرهان 

5 نص المرهنة نعتير الحذر الذي تكراره " عبارة عن ۳ من الحذور. وفقا 
للنتيجة أعلاه يوجد امتداد وت ل ۴ بحيث ۳,:۳[>0] وفيه (×)۴ تملك جذرا ». لذا 
تتحلل (*)1 إلى (۵60(-6-(10 في الحلقة [«امظ حيث درجة (*)و تساوى 1-. 
باستعمال الاستقراء (أو بتكرار العملية أعلاه) يوجد امتداد ۴ ل م8 درجته لا تزيد عن 
((2-1) وفيه (×) يملك 1-< من الجذور. ولا كان أى جذر ل («): هو ما » أو جذر ل 
(×) › أن 5 يحوي جميع جذور (1 والتی عددها «. الآن 

[E:F]=[E:E,J[E ):F]s(n-1)!n=n! 

وهذا ينبى إثبات المرهنة. 


إن مبرهنة (۲-۳-۵) تؤكد وجود امتداد منته ۴ يحوى « من الحذور لكثيرة حدود 
معطاة من الدرجة « على . إذا كانت ...+ اكير + نم <(10 حيث 
0 وإذا كانت جذور («)1 في 58 هي العناصر ب۵,...,,». فباستع‌ال النتيجة لتمهيدية 
(۱-۳-۵) يمكننا محلیل (×)۴ على 5 بالشكل (,0-*)...(2يه-:)(,0<),ة-(6)2. لذا فان 
()1 تنشطر تماما على ۴ كحاصل ضرب عوامل خطية (من الدرجة الأولى) . طالما يوجد 
امتداد منته ل ۴ متمتع مپذه الخاصة فإنه يوجد امتداد منته ل ۴ ذو درجة دنيا ويتمتع 
باللخاصة ذاتها أي تفریق (») ۴ إلى حاصل ضرب عوامل خطية . لمثل هذا الامتداد 
الأدنى لا يمكن إيجاد حقل جزئي فعلي تتحلل فيه ()؛ إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية . هذا يدعونا إلى التعريف التالي . 


تعر یف 

إذا كانت (*)4 في :]۴ » فندع و أي امتداد منته ٤‏ ل ۴ حقل انشطار 
fie)‏ ومنا‌نامه) على ۴ ل ()1 إذا أمكن نحليل (:)1 على 8 إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية ولكن لا يمكن عمل ذلك على أي حقل جزئي فعلي من 8. 


تنص على أكثر من ذلك. إذ أنها تؤكد على أنه يوجد لأي كثيرة حدود من الدرجة « على 


VY‏ مواضيع في الجبر 


۴ حقل انشطار هو امتداد ل ۴ ودرجته لا تزيد عن !۸ على ۴. سوف نرى فيا بعد أنه 
يمكن التوصل إلى هذا الحد الأعلى !2 . بمعنى أنه إذا أعطينا « فبإمكاننا إيجاد 
حقل ۴ وكثيرة حدود من الدرجة ۸ في [×]۴ بحيث أن درجة حقل انشطار («)1 عل 
۴ تساوى !2. 


إن العبارة التالية مکافثة للتعريف الذي قدمناه لحقل انشطار (10 على 5: 
يدعى الحقل ٤‏ حقل انشطار ل (*)1 على ۴ إذا كان ع امتداذا أدنى ل ۴ والذى يوجد 
فيه ل ()1 : من الحذورء حيث (:)! عك =م. إن السؤال الذي يطرح نفسه هنا هو : إذا 
كان ,۴ و ر۴ حقلى انشطار لكثيرة الحدود ()1 فى [×]۴ ۰ فا هی العلاقة بينهها؟ من نظرة 
أولى» لا يحق لنا الفرض بوجود أية علاقة بين . إن مهمتنا القادمة هي بیان أنهیا بالفعل 
ذوا علاقة وثيقة ببعضههماء والحقيقة أا متمائلان بواسطة تمائل يترك كل عنصر في ۴ 
دون تغيير. الآن نبدأ بالعمل في هذا الاتجاه. 


لیکن ۴ و ۳ حقلين و > تمائلا من ۴ على ۴. من أجل السهولة نرمز لصورة أى 
عنصر » في ۴ تحت تأثير ؟ بالرمز » أى -<0۲. سوف نحتفظ مهذا الترميز في الصفحات 
القليلة القادمة . 

هل يمكننا استعمال > لتعريف غاثل بين [×]۴ و [۴]۲ ؟ نعم . ولنجرب الأمر 
الواضح وهو إذا كانت + ...+ ' "×+ "حي - ()] كثيرة حدود اختمارية ٤‏ [×]۴ فنعرف 
* وفقا لما يل : 
a OLE = ot" + aft + 55‏ + "ير ين + ”اير ين ) = f(x)t*‏ 


Ti 


تمهيدية (۳-۳-۵) 
* يعرف مانلا من [×]۴ على [1”]1 بحيث ۲*<0» لكل a‏ ف 1. 
إذا كانت؛ (*) في [×]۴ فسوف نكتب *80(7 على الشكل (0)" إن تمهيدية (۳-۳-۵) 


اخقول ۳۷۳ 


تقتضي حت أن ینتج تحليل (10 فی [×]۴ تحلیلا مشاببًا ل ۲)0 في [:]"8 والعکس 
بالعکس. ويصورة خاصة تكون () أ فى [] ۴ غير مختزلة إذا وفقط إذا كانت )۲۰ 
غير مختزلة في [۳۲]1. 


ومع هذا فإن حلقات كثيرات الحدود لا تعنينا في الوقت الحاضر ولكن المهم هو 
امتدادات ۴. دعنا نتذكر أنه في برهاننا لرهنة (۲-۱-۵) استعملنا الحلقات الخارجة 
لحلقات كثيرات حدود للحصول على امتدادات مناسبة من ۴. ونتيجة لذلك يبدو من 
الطبيعي أن ندرس العلاقة بین ((٭)۴]×[/)۴ و (()۴]۲[/)۴ حيث ((×)۴) یرمز للمثالي 
المولد بواسطة ٤)×(‏ في [×]۴ و ((0)) المثالى المولّد بواسطة (۴)۲ في [:]"5. إن التمهيدية 
القادمة ذات صلة ونيقة مبذا الوضوع وهی في الوقت نفسه جزء من نتيجة عامة ف 
نظرية امحلقات ولکننا سنكتفي بتقدیمها في الشکل الذي یتلاءم ودراستنا ا حالية . 


تمهيدية (1-۳-۵) 
یوجد تمائل **۲ من (()۴]×[/)۴ على ((۶)۷)/[/بحیث أنه لجميع العناصر »> 
في ۲ یکون ۰2 0۲ و (۷) +ع **ج(((4)+2). 


الرهان 

قبل البدء بالبرهان يجب أن نوضح المقصود بالجزء الأخير من نص التمهيدية . 
كما فعلنا من قبل ولعدة مرات. يمكننا اعتبار الحقل ۴ مدخلا فی (()5][/)1 
بمطابقة العنصر » في بالمجموعة المشاركة ((*)1) +0 في ((*)1]<[/)1. وبصورة 
مشامهة یمکننا اعتبار "۳ محتوى في ((۲"](/)660. لذا فإنه یفترض فالتماثئل **+ أن يحقق 
.(a+f(x))t** =a’ +f'(t)‏ 


إننا نبحث عن قاثل **۲ من ((×)۴]×[/)۴ على ((:)'7"]][/)6 ولا نجد أسهل من أن 
نجرب التطبيق **۲ المعرف وفقا ل(4')0)+0) ۵-*60((۳۴) +(20] لكل («)ع فی [×]۴. 


ل للقارىء تفاصيل التحقق من أن 7 حسن التعريف وأنه مائل ص F[x]/(f(x))‏ 
على F'[t]/(f'{t))‏ يتمتع e‏ میم الصفات الي شص عليها تمهيدية (4-۲-۵) 7 


إن تمهيدية (4-۳-۵) تمكننا من تحقيق الخطوة الأولى نحو غايتنا وهي إثبات 
وح د أنية حول الانشطان أذ یمکننا الاان برهان ما يل. 


مبرهنه (۳-۳-۵) 

إذا كانت 00 غير مختزلة في [×]۴ وکان ۷ جذرا ل (م ۰ فان ۴)١(‏ بئل ۴')w(‏ 
حیث « جذر ل ()'م وبالا ضافة إلى ذلك یمکننا اختیار هذا التبائل ۰ بحیث یکون : 
vo=w _ |‏ 


۳ - 0-0۷ لكل »في ۴. 


الرهان 
لیکن ۷ جذرا لكثيرة الحدود غير المختزلة (×)م موجودا في امتداد ما × ل ۴. ودع 
M= “A)EF[x]lf(vV)=0}‏ 
من الواضح أن M‏ مثالي في [×]۴ وأن [«]۷۳. وحيث إن (×)م في ۷4 وأنها كثيرة حدود 
غير ختزلة نستنتج أن (()0)-۷. كما في برهان المبرهنة (۲-۱-۵) نعرف تطبيقا به من 
Fx]‏ إلى (۴)۷ وفقا ل : 
(۷) و = 90(۷۷ لكل (×)و في [×]۴ 
لقد رأينا سابقا (فى برهان مبرهنة ۲-۱-۵) أن ل يطبق [»]5 على (۳)۷. إن نواة ٩۷‏ هی 
بالضبط ۷ أى ((×)م). وفقا لمرهنة التشاکل الا ساسة للحلقات يوجد تمائل *ل ۷ 
((٭)م)/[×]۴ على (۴)۷. لاحظ أيضا أن »۷*۰ لكل » فى ۴. وباختصار التطبيق *بههو 
تماثل من ((*)م)/ [×]۴ على (۴)۷ يترك میم عناصر ۴ دون تغيير ومن خواصه أن 
*[((<:)م)+:] ۰۷ لما كانت (×)م غير محتزلة في [×]۴ فان ()'م غير محتزلة في [۲] ۴ (وفقا 
لتمهيدية ۳-۳-۵) وبناء عليه يوجد تمائل *9 من (()'0)/[:] "1 على (8) "1 حيث ةا جدر 
ل ()'م بحيث يترك *0 جميع عناصر "5 دون تغيير وأن ع *0([9)/م+غ]. 


الحقول ۳۷ 


الآن نجمع الأجزاء مع بعضها كي تثبت مبرهنة (۳-۳-۵). فوفقا لتمهيدية 
(4-۳-۵) يوجد تمائل **۲ من ((×)م)/[×]۴ على ((7”]11/)0')1 یتوافق مع + على ۴ ويأخذ 
((«)م) ++ إلى (()'م)+). لنعتير التطبيق *0**+1(*م1)-0 موضحا في الشكل 
Ee] ۲۳۴ 11 ۳‏ “تركنع 
PDN OPM 7‏ 
من (۴)۷ على (۴)W۔‏ إنه تماثل من (۴)۷ على ۴٣ )w(‏ لأن كلا من التطبيقات *بد. **؟ . 
*6 هو تمائل غامر. لما كان *1[(«)م)+»«]ع؟ فان : 

vo=(v(y*)')r**0*=([x+(p(x))]r**)0*= [t+ (p'(t))]0*=w. 
كذلك لكل » في ۴ یکون‎ 
a0o=(a(إ*)J)t**0*=(at**)0*‎ 00 ع‎ 


لقد بینا أن ه تماثل يحقق جميع الشروط المنصوص عليها في المبرهنة ما يكمل البرهان . 





F(v) ۳ (w) 


إن حالة خاصة من المرهنة أعلاه مهمة بحد ذاتها وهی النتيجة التالية. 
إذا كانت ()م ف [×]۴ غبر حتزلة وكان ه و جذرین ل (×)م فان (۴)۵ ياثل (ط)۴ 
بتہائل يأاحذ ال « ويترك جميع عناصر 1 دون تغيير. 


الآن نأتي إلى المبرهنة التي كا ذكرنا من قبل تعتبر حجر الأساس لنظرية جالوا. 
وهی الغاية الأساسية من هذا الكل 


مبرهنة (4-۳-۵) 

أي حقلیی انشطار و ۴ لكثيرتي ا حدود (:)! في ۲ و ()* ف [1"]1على الترتيب 
متباثلان بواسطة تماثل © ینمتم با خاصية *0<ه» لكل » في ۴. (بصورة خاصة کل حقلي 
انشطار لكثيرة حدود ما على أي حقل ۴ متاثلان بواسطة تمائل يترك جميع عناص ر ٣۴‏ دون 


۳۷۹ مواضيع في الجبر 


المرهان 

یبدو من الناسب استعمال طريقة الاستقراء الریاضی في البرهان . ومن أجل ذلك 
فإننا نحتاج إلى مر زشر قیمه آعداد صحيحة یتناقص باستعیال طريقة ما ضمن خطوات 
عملنا . إن المؤشر الذي سنستعمله هو درجة حقل انشطار ما على الحقل الابتدائي 
قد يبدو لأول وهلة أن اختيارنا هذا مصطنع (وقد يكون مصطنعا فعلا) ولکننا تفعل 
ذلك لانه کا سترى: أن مبرهنة (۳-۳-۵) توفر لنا الطريقة لانقاص هذا المؤشر. 


إذا كان 1-[8:5] فإن 8-8 وعليه فان ٤)×(‏ تنشطر إلى حاصل ضرب عوامل 
خطية على ۴ نفسه . استنادا إلى تمهيدية (۳-۳-۵) فإن (:)؛ تنشطر على ۳ إلى حاصل 
ضرب عوامل خطية مما جعل "5-'5. ولكن عندئذ يوفر لنا التطبيق 4-۲ التہاٹل من ع 
على "۳ والذی یتفق مع * على .F‏ 


لنفرض أن النتيجة صحيحة لأي حقل ۳ وأی كثيرة حدود (10 في [×|ر۴ بحيث 
أن درجة أحد حقول انشطاره وت على 50 أقل من 2. أى آن هک>[و۲:مظا]. 


نفرض أن 7<1-<[۳:۳] حيث ع حقل انشطار ل (*)1 على ۴. لما کان 1<ہ فان 
ل («): عاملا غير محتزل (×)م درجته ۲<1. لیکن ()'م العامل غير المختزل المقابل ل 
(). لما كان 8 يشطر (*)1 فان ۴ يحوي جميع جذور («)1 وبالتال جميع جذور (5)م. لذا 
يوجد عنصر ۷ في ۴ بحيث ۷(=0)م. وفقا لمبرهنة (۳-۱-۵) فان ۲-[۳)۷(:۳]. بصورة 
مشاه يوجد عنصر ۷" في "7 بحيث 0-(0')8. استنادا لمرهنة (4-۳-۵) يوجد تمائل » 
من (۳)۷ على (۲")۷ يتمتع بالخاصية 020 لكل » في ۴. 


لا كان1< ۲ = [ ۳)۷(:۳] ۰ فان 


[E:F] n 
۳ r 





[E:F(v)]= 


الحقول ۳۷۷ 


إننا ندّعى أن 8 حقل انشطار (0] باعتبارها كثيرة حدود على () ۴= ۴ . ذلك لأنه لا 
يوجد حقل جزئي فعلي من 8 يحوي ,۳ وبالتالي ۴ وفي نفس الوقت يشطر () لأننا افترضنا 
أن 5 حقل انشطار ل ٤)×(‏ على ۴. بصورة مشامهة يكون "2 حقل انشطار ل (0)” 
على (۳-۲")۷. باستعمال فرضية الاستقراء يوجد تمائل + من 5 على ۲۱ بحيث 34-80 
لكل هھ في ۲.ولکن لكل » في ۰۳ '©»-من. إذن لكل » حيث م06۳۳ يكون 


'»-00-م»ه. هذا ما يكمل الاستقراء ويثبت المرهنة . 


لغرض برهنة الجزء الأخير من نص المبرهنة دع “5-1 و > التطبيق المحايد وهو 
»= لكل » في ۳ لنفرض أن 5 و رت حقلا انشطار ل ٤)×(‏ في [×]۴ ۰ باعتبار 
#دطدرظ و E=E'D۴'=۴‏ نستنتج أن E,‏ ياثل ر۴ بواسطة تمائل يترك عناصر ۴ دون 
تغيير وذلك استنادا إلى البرهنة التى قد انتهينا من إثباتها أعلاه . 


بالنظر للحقيقة أن كل حقلى انشطار لكثيرة حدود على ۴ متماثلان بواسطة تماثل 
من محرد حقل انشطار ذلك لأنه وحيد بالضرورة . 


أنغنلة 

(۱) لیکن ۴ حقلا ما و 0+۵+*-(06 حيث »وق في ۰۴ إذا كان × أي امتداد ل ۴ 
بحوى ذا 2 ل (×)م » فان العنصر معط موجود أيضا في × و هو جذر ل 
(<)م. إذا كان 9-2 فإنه من السهل التأكد من أن ”(ة-×)=(×)م وعليه یقم جذرا 
(×)م في >1. وإذا كان ۱۵ فقی هذه الحالة أيضا یکون جذرا («)م في 1 نستنتج 
من ذلك أنه يمكن شطر (×)م بواسطة امتداد درجته 2 على . یمکننا التوصل إلى 
النتيجة نفسها باستخدام مبرهنة (۲-۳-۵) مباشرة . 

)۳( يكن سل مداد النسبية و 2-4 <()1. إن جذور (*)1 في حقل الأعداد المركبة 
هي 2 59 7 حي 2( +1-) دن و V2‏ . . هو الجذر التكعيبي 
الحقيقى للعدد 2. إن الحقل (۴)۷2 لا يمكن أن يشطر 2-× لأنه حقل جزئي من 


۳۷۸ 


(۳) 


hi 
6 


ا 
اب 


مواضيع في ال حبر 


حقل الأعداد الحقيقية فلا يمكن له أن يحوي ۱/2 لأنه عدد مركب غير حقيقى . 
ماذا یمکننا القول عن 5 حقل انشطار 2( على دون تعيينه صراحة؟ وفقا 
لمرهنة (۲-۲-۵) نحصل على 5:5[>31-6] » ولا كانت 2× غير مختزلة على ۴ 
حسب ملاحظتنا أعلاه ولكون ۴)۷2(:۴[=3] فاستنادا لنتيجة مبرهنة (ه-١-١)‏ 
نحصل على ' : 

[۳)۷2(:۳[|]۴:۴] <3. ولکون [E:F]>[F(V2):F]=3‏ 
فلا يبقى لنا إلا أن يكون .]E:۴[=6‏ یمکننا أن نحصل على النتيجة ذاتها بعمل 
امتدادين هما (۴)۷2= ,۴ و (س),5-1 وبيان أن (ه محقق كثيرة حدود غير محتزلة من 
الدرجة الثانية على ,5. 
لیکن ۳ حقل الأعداد النسبية و 1+ ×+  10(-‏ [×]۴. إننا نذعی أن (س)8-5 
حيث 2/(: ۱+۰/3) = ص هو حقل انشطار ل (×)]. لذا فان 2-[۳:۳] وهو عدد يقل 
کثیرا عن القيمة القصوی وهي 4!=24. 


۲ ۳ ۲ 


في برهان تمهيدية (۰)۱-۳-۵ أثبت أن (×)م 468-(*)9 عمل 

في برهان ميرهنة (۰)۱-۳-۵ أثبت بالتفصیل أن العناصر 1+۷ "×,... ,۷+ ,1+۷ 
تکون اساسا ل 5 على ۴. 

برهن تفصيلا تمهيدية (۳-۳-۵). 


في تمهيدية (4-۳-0) بين أن **+ حسن التعريف وهو تماثل من (()۴]×[/)۲ على 
.F[t]/(f'(t))‏ 
في مثال (۳) في نهاية هذا البند. أثبت أن (۴)۵ هو حقل انشطار ل 1+«+ کر 


- ليكن ۴حقل الأعداد النسبية . عين درجة حقول الانشطار لكثيرات الحدود أدناه ' 
٩+1 )1(‏ (ب) 1+ 
(ج) x2‏ (د) 1-1 


x +x +1 (ه)‎ 


ليكن م عددا أوليا. برهن على أن درجة حقل انشطار 7-1 على حقل الأعداد 
التكسسة تساوی ۳-1 


القول ۳۷۹ 


۸- إذا كان 1<م. فرهن على أن درجة حقل انشطار 1-”* على حقل الاعداد النسبية 
تساوی ()۵ حيث © هي دالة أويلر (e۲اEu).‏ إن هذه المسألة هي ف الحقيقة 
مبرعنة مرو ولا أعرق علا بسيظا ان لدا فلا :: تشعر بخيبة أمل إذا عجزت 
عن حلها. إذا حصلت على حل بسيط فإنني أرغب في الاطلاع عليه. هذه 
المسألة ستصادفنا بصيغة مكافئة في مسألة (۱-۵) في بند رمد) . 

4" إذا كان ۴ حقل الأعداد النسبية. فأوجد الشروط الضرورية والكافية على 
العنصرين 2 و 9 بحيث تكون درجة حقل انشطار ا+×ه+ ”× تساوي 3 على الحقل 
.F‏ 

۰- ليكن م عددا أوليا و ,۴=7 حقل الأعداد الصحيحة قياس م 
() برهن على أنه يوجد كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة 2 على ۴. 

(ب) استعمل كثيرة الحدود هذه لبناء حقل يحوي “م من العناصر. 
(ج)" أثبت أن أى کثبرتی حدود غير مختزلتين من الدرجة 2 على ۴ تقودانا إلى 
حقلين متمائلين يحويان “م من العناصر. 

۱ - إذا كان ع امتدادًا ل ۴ و (40 فى [×]۴ وإذا كان ۵ تماثلا ذاتیا للحقل 8 يترك جميع 
عناصر ۲ دون تغيير. فبرهن على أن ۵ يجب أن يأخذ جذرا ل (10 موجوذا في 5 
إلى جذر ل (10 في 5. 

۲ - أثبت أنه لا يوجد فاثل ذاتی للحقل (۳)/2 حيث ۴ حقل الأعداد النسبية عدا 
الت‌ائل الذاتي المحايد . 

۳- باستع‌ال نتيجة مسألة (۱۱) برهن على أنه إذا كان العدد المركب » جذرا لكثيرة 
احدود (×)م الى معاملاتبا أعداد حقيقية » فان ».. هو جذر أيضا ل (×)م حيث 
کے السد الرکب الرافق له 

٤‏ - باستع‌ال نتيجة مسألة (۱۱) برهن على أنه إذا كان 7 عددا صحیحا لا يساوي 
مربم عدد صحیح آخر وکان 81/708 +» (حیث » » 6 أعداد نسبية) جذرا لکشرة 
الحدود (<)م الت معاملاتها اعداد نسبیه فان ۷ 6-» هو أيضا جذر ل (×)م. 

¥" إذا كان ۴ حقل الأعداد الحقيقية . فرهن على أنه إذا كان + نماثلا ذاتيا ل ۴ فان 

4 يترك جميع عناصر ۴ ثابتة . 


+ ۸ ۳ مواضيع في ابر 


5 -(۱) أوجد جميع الرباعیات الحقيقية رة + زيه+1,ه+رة-؛ التى تحقق 1--2). 
(ب)" إذا كان ؛ کا في جزء (۱). فبرهن على أنه يوجد رباعي حقيقي ه بحیث 


أن زع أ sts‏ 


)٤ - 5(‏ الانشاء الهندسى باستعمال المسطرة والفرجار 
نتوقف فى هذا البند عن تطوير دراستنا العامة لتتفحص بعض ما تقتضيه النتائج 
التي حصلنا عليها حتى الآن في مواضع هندسية مألوفة . 


يدعى العدد الحقيقى » عددا قابلا للانشاء (eاconstructib)‏ إذا أمكننا انشاء 
قطعة مستفیم طوها 0 باست‌خد ام المسطرة والفرجار فقط ۱ نقرضص آن لدینا وحده فياس 
طول أساسية. ولنتذكر أنه في دراستنا للهندسة في المدرسة الثانوية تمكنا من إنشاء 
مستقیم عمودی ومستقيم مواز لمستقيم معلوم يمر بنقطة معينة وذلك باستخدام المسطرة 
والفرجار فقط . من هذا نجد أنه من السهل البرهان على أنه إذا كان » و 8 عددين 
فابلین للانشاء فان الأعداد 8+ > 08 و له عندما 860 كلها قابلة للانشاء (انظر 
مسالة ۱). لذا نستنتج أن مجموعة الأعداد القابلة للانشاء تکون حقللا جزئیا 18 مره 
حقل الاعداد الحقيقية . 


على وجه اخصوص ولکون 16 فان ۷ يجب أن يحوي ر۴ حقل الأعداد 
التسية . إن نود دراسة علاقه ۷۷ بحقل الاعداد النسبية . 


وحيثث انتا سنصادف التعبير ١‏ الإنشاء باستع‌ال المسطرة والفرجار» (واشتقافات 
أخرى منه) فان الکلات : انش ء » فابل للانشاء وانشاء کلها تعني استعل السطرة 
والفرجار. 


لد منته من الاتقافانت. 


ات ۳۸۱ 


لیکن ۴ أي حقل جزئي من حقل الأعداد احقيقية . لنعتبر جميع النقط (ا,*) في 
المستوى الاقليدي الحقيقي التي إحدائياها « و «یقعان في ۴. نطلق على مجموعة هذه 
النقط مستوى ۴. إن كل مستقيم يصل بين نقطتين في مستوى ۴ له معادلة على الشكل 
۵20+ 2+0 حيث 2 ۰ او عناصر في ۳ (انظر مسألة ۲) . بالاضافة إلى ذلك أية 
دائرة یکون مرکزها في مستوى ‏ وطول نصف قطرها عنصر في ۴ فا معادلة على الشكل 
ع + بوط + يرج +۶( +۲۳ حيث 8 » اوق ۴ (ان_ظر مسألة ۳). نصف مثل هذه 
الستقییات والدوائر بأنها مستقييات ودوائر في ۴. 


إذا تقاطع مستقيمان في ۴ في نقطة على المستوى الحقيقي فان هذه النقطة 
تقع في مستوى ۴ (انظر مسألة 4). من جهة أخرى ليس من الضروري أن تقع نقطة 
تقاطع مستقيم في ۴ مع دائرة في ۴ فی مستوی ۳. ولكن باستخدام حقيقة أن معادلة 
مستقيم 2 ۴ هي على الشكل 020+ 0 +3۷ ومعادلة دائرة في ۴ على الشكل 
0= + و جين + ر +× حيث ۵ طا cc‏ 0 6 #عناصر فى ۴ یمکننا أن نبين أنه إذا 
تقاطع في المستوى الحقيقي مستقيم في ۴ مع دائرة في ۴ فإما أن تقع نقطة تقاطعها في 
مستوى ۴ أو في مستوى (5)1/7 حيث #عدد موجب في ۴ (انظر مسألة ه). وأخيرا 
فان تقاطع دائرتين في ۴ يمكن أن يعتبر كتقاطع لمستقيم في ۴ مع دائرة في ۴ 
فلو كانت هاتان الدائرتان هما 0= + بو ,6 x+y? +a,‏ و 0ح + لوط + يارج + x+y‏ 
فان تقاطعه| هو تقاطم أى منبا مع المستقيم 0>-(يعرء) + بإ(وط-,رط) +*(ية-,8ة) والذي 
يعطينا نقطة إما في مستوی ۴ أو مستوی (۳)۷۷ حیث ۷ عدد موجب في ۳. 


لذا فان الستقیمات والدواثر في ۴ تقودنا إلى نقط إما في ۳ أو في امتداد تربيعي 
من ۴. إذا اعتيرنا أننا في (۴)۷۲ وهو امتداد تربیعی ما من ۴ فان الستقییات والدواثر 
في ۴)۷۲ تقاطم في نقط تقع في مستوی (:۳)۱/۷,,۷۷ حيث ر عدد موجب فی 
(5)1/7. نصف نقطة بأنها قابلة للانشاء من ۴ إذا آمکننا إيجاد أعداد حقيقية 
بال اميت LEF‏ ع EER SEE‏ 4 اليب ذال يه ومحیث إن 
النقطة تقع فی مستوى (,۳)۸,,...,۸. وبالعكس إذا كان في ۴ بحيث ۷۷ عدد حقيقي 


TAT‏ مواضيع في الجبر 


فيمكن أن يدرك ۷۷ على أنه ناتج من تقاطع مستقيهات ودوائر في ۴ (انظر مسألة 5) . 


لذا تكون النقطة قابلة للانشاء من ۳ إذا وفقط إذا آمکننا إيجاد عدد منته ب۸,...,,(من 
الأعداد الحقيقية بحيث : 
5 12م 
5 2 [( ,رش( [Fu‏ 
لكل رد۱2 | وبشرط أن النقطة تقع في مستوی (,۸ و 


لقد سبق وأن عرفنا العدد الحقيقي القابل للانشاء » إذا آمکننا باستعمال السطرة 
والفرجار إنشاء قطعة مستقيم طوها 0 . ولكن هلا يصمح بدلالة المناقشة أعلاه كالتالي : 
پول العدد © قابا ۲ إذا غکننا بدءا | ساود الأعداد النسسية :۲ ينض 0 8 


اب لدينا المرهنة التالية . 


مبرهنة (۱-4-۵) 
يكون العدد ا حقيقي » قابلا للانشاء إذا وفقط إذا أمكننا إيجاد عدد منته من 
الأعداد ال حقيقية رة,..., ۸ بحيث 
١‏ ا £ 1 
2-۲ قن ل ۰۰ لكل .1=2,3,...,١‏ بحيث »© في (ہة,...,۴)۸. 


یمکننا حساب درجه (,۳:)(,,...,۸ على ,۴ باستع‌ال مبرهنة (۱-۱-۵) 
وت SF‏ یط ریا مسيم 
r I‏ اا و 
x[Fo(^,):Fo]‏ 
ولا كان كل حد في حاصل الضرب هو إما 1 أو 2 نحصل على أن : 
"2= [و۳: ان ..., )۱۳ 
وتکون لدینا النتيجة التالية . 


TAY الحقول‎ 


تتيجة (۱) 
إذا كان » قابلا للانشاء فإنه يقع في امتداد ما من الأعداد النسبية درجته إحدى 
قوى العدد 2. 


إذا كان » قابلا للإنشاء فوفقا للنتيجة )١(‏ أعلاه يوجد حقل جزئى >1 من حقل 
الأعداد الحقيقية بحيث 0616 و ۳[<2:]. ولكن 16 (10)0 لذا اال نتيجة 
مبرهنة (۱-۱-۵) يكون 
[Fg(a):FoJl[K:Fo]=2"‏ 
ما يجعل [10)0(:10] يساوي إحدى قوى العدد 2. وحيث إنه إذا حقق » كثيرة حدود غير 
ختزلة من الدرجة ۲ على م۴ يكون 1-[50)0(:50] حسب مبرهنة (۳-۱-۵). لذا نحصل 
على معيار مهم لعدم القابلية على الإنشاء. وهو النتيجة التالية . 


نتيجة (۲) 
إذا حقق العدد ا حقيقي » كثيرة حدود غير حتزلة من الدرجة على حقل الأعداد 
التشتتهة وم يكن + يساوي إحدى فوی العدد 2 > فان » غير فابل للانشاء . 


ان هذه النتیحه اعللاه تمكننا من حل مسال قليمه وهي عملية تثلیث زاوية 
باستی‌ال السطرة والفرجار حيث یمکننا برهان ما يل . 


مرهنه (۵--۲) 


من الستحیل تثلیث الزاوية *60 باستعیال السطرة والفرجار فقط . 


الیرهان 
لو كان بامکاننا تثليث الزاوية 6۳ باستعیال السطرة والفرجار فان الطول 
2-0 یصبح قابلا للانشاء. في هذا الوقف نعود بذاکرتنا إلى التطابقة 
0 ۱ 3 
(5)0مع3-(3)0 5 (05)30». باالتعويض عن 9 بالزاوية 20 وتذكر أن 


۳۸4 مواضيع في الجبر 


> =60 05 » نحصل على : - 40-3 أي أن 80-60-10 لذا فان » جذر 
لكثيرة الحدود 1-×6- ×8 على الأعداد النسبية. ولكن كشرة الحدود هذه غير ختزلة على 
حقل الأعداد النسبية (انظر مسألة ۱(۷)) ولكون درجته تساوي 3 وهو لیس إحدى قوى 
العدد 2 نستنتج أن » غير قابل للانشاء حسب النتيجة (۲) من مبرهنة .)١-4-5(‏ لذا 
لا يمكن تثلیث الزاوية 60۳ باستعمال المسطرة والفرجار فقط . 


هناك مسألة قديمة أخرى وهی مسألة مضاعفة الکعب أي عملية إنشاء مکعب 
حجمه يساوي ضعف حجم مكعب معطی . إذا كان حجم المكعب الأصلى هو وحدة 
حجم واحدة فهذا يلزمنا بإنشاء طول » بحيث 05-2. ولا كانت كثيرة الحدود 5-2 غير 
ختزلة على الأعداد النسبية (مسألة ۷(ب)) فوفقا للنتيجة (۲) من مبرهنة (۱-4-۵) 
يكون » غير قابل للانشاء . وبذا نحصل على المبرهنة التالية. 


)1١-4-5( مبرهنة‎ 


من الستحیل مضاعفة مكعب باستع|ال السطرة والفرجار فقط . 


نود الآن أن نعرض شكلا هندسيا آخر لا يمكن إنشاؤه باستعمال السطرة 
والفرجار آلا وهو المسبع المنتظي. من أجل قتقيذ عثل هذا الإنشاء بسحي علیتا إنثياء 
(27/7) 2005-». ولکننا نذعی أن » يحقق 1-×2-×+ × (مسألة ۸) وكثيرة الحدود هذه 
قر محتزلة عل حقل الاعداد التسية (مسألة ۷(ج)) . نستنتج باستعمال نتيجة (۲) من 
مرهنة (۵--۱) ما یل . 


مبرهنه (4-6-0) 
من ا مستحيل إنشاء مسب منتسقدم (18800مء5 2۱3ع۲) باستعال السطرة 
والفرجار فقط . 


احفول ۳۸۵ 


ا 
-١‏ برهن على أنه إذا كان » . م قابلين للانشاء فكذلك ±6» » 8» و 8له (عندما 


.) 80 

آ- السك أن كل خط مستقیم ٤‏ ۲ له معادلة على الصيغة 0=ء+رط+×ه حيث 3 ا © 
.F ٤‏ 

۳ ای أن كل دائرة ٤‏ ۴ فا معادلة على الصيغة 0 =+ بر + ×ھ + +× حیٹ ۾ طا ع 
ف .F۴‏ 


٤‏ - برهن على أنه إذا تقاطع مستقیان في ۴ في نقطة على المستوى الحقيقي فإنهم) 


5 برهن على أنه إذا تقاطع مستقيم في ۴ مع دائرة في ۴ في نقطة على المستوى اخقيقی 
فإما أن تقع هذه النقطة فی مستوى ۴ أو في مستوى (۴)۷۲ حيث 7 عدد موجب 


فى .F‏ 
٦‏ - إذا كان :في ۴ عددا موجبًا . فبرهن على أنه يمكن إدراك ۷۷ من تقاطع مستقیمات 
ودوائر في ۴. 
۷- أثبت أن كثيرات الحدود أدناه غير ختزلة على حقل الأعداد النسبية : 
)ا( 8x -6x-1‏ 
(ب) 2 
(ح) x +x*-2x-1‏ 


۸ آثت أن (200:0277/7 محقق 2-1 
(ارشاد < استخدم 7 ب التي ب (09)27/7ع2 ) ۰ 
4 انیت أن الخمس المنتظم )regular pentagon)‏ قابل للانشاء . 
4 . ائحتث أن المسدس اقلم )regular hexagon)‏ قابل للانشاء ۱ 
11 اتان املع انتم ذاالخمسة عشر ضلعا (07ع-15 ۵۲۱۵۲ع۲) قابل للانشاء ۱ 
۲- برهن عل آنه من المکن تثليث الزاوية *72. 
ان اليه أ ا متسع المنتفلم (9-200 arاuعre)‏ غير قابل للانشاء . 
8 . برهن عل أن المضلع انتم ذا السبعة عشر ضلعا (00ع-17 :3انوء:) قابل 
للانشاء . 


45 مواضيع في الجبر 


(ه ‏ ه) المزيد عن اخذور 
نعود الآن إلى عرضنا العام. لیکن ۴ حقلا ما و [×]۴ حلقة كثيرات الحدود 
في × على ۴. 


ادا كانت +0( ...+ ا +a,»‏ ,+“ رن + "ير مت( فق (:]۳ فان مشتقة 


6 ()] والتى نرمز ها ب («6 هی كثيرة الحدود 
x" +(n-1)a,x"™ + ...+(n-)ax™T+...+a‏ م10 - ( )۲ .F(x) ٤‏ 


إننا لا نحتاج إلى مفهوم النهايات لغرض تقديم مثل التعريف أعلاه أو لإثبات 
ا لحواص الأساسية الشكلية لمشتقات كثيرات الحدود. ومع ذلك فلكون ۴ حقلا 


في نهاية بند (۲-۵) عرفنا المقصود بمميز الحقل . لنستذكر هذا الان : يقال عن 
حقل ۴ انه صفري المميز إذا كان 0 لكل 20 في ۴ وکل عدد صحيح 
0<. إذا كان 23-0 لعدد صحيح ما 0<" ولعنصر ۶0ھ في ۴ قيل عن ۴ إنه منته 
المميز. في هذه الحالة الاخبرة يعرف میز الحقل ۴ بأنه أصغر عدد صحيح موجب م 
بحيث ۸-0 لكل فى ۴. فى الحقيقة إنه إذا كان ۴ منته المميز فان ميزه م يحبب أن يكون 
عددًا أولمًا. 


نعود الآن إلى مسألة المشتقة وليكن 7 حقلا ميزه 60م. في هذه الحالة تكون مشتقة 
كثيرة الحدود × هى كثيرة الحدود 0='×م. لذا فان النتيجة المعتادة في حساب التفاضل 
والتكامل القائلة بأنه إذا كانت مشتقة كثيرة حدود تساوي ضفرا فإنه يجب أن يكون 
ثابتا. (هذه النتيجة لم تعد صحيحة دائیا). ولكن إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا وكان 
0=(×) ۴ حیٹ (۲0 في [×]۴ فيجب أن يكون -()) حيث » في ۴ (انظر مسألة .)١‏ 
في حالة کون مميز اخقل مساویا ل مو 070 فيبقى في استطاعتنا وصف كثيرات اخدود 


FAY الحقول‎ 


الى مشتقاتها تساوي صفرا وهى على وجه التحديد كثيرات حدود في المتغير × (انظر 
مسألة ۲). الآن نبرهن ما يقابل القواعد الشكلية للتفاضل والتى نعرفها جيدا. 


تمهيدية (۱-۵-۵) 

لكل (:)! و («)ع فی [«۲ وکل » في ۴ نحصل على ما یی : 
5 ۵+۵ !-'(رمع + ر1) 
(af(x))'=af' (x) 5‏ 


(fK)Jg(x))'=f'(x)g(s)+f(x)g (x) ۳ 


الرهان 
إن برهان القاعدتین ١‏ و ۲ سهل جدا ونتركه للقارىء. کی نرهن 
القاعدة التالية لاحظ آله یکفینا برهانها فى الخحالة الخاصة جدا عندما «-(6؛ 
و -()ع حيث زو [عددان صحیحان موجبان . ولکن حینثذ [*-()ع(0] نما يجعل 
(i+j)x ۲‏ = (0ع(10) بید أن "مزع رز رمع )و ix"‏ »ز-( ور 
ونتيجة لذلك یکون (60(800) ۱( +:)-() بو(10+(ع() ۲ 
تذکر من مبادیء حساب التفاضل والتکامل أنه (ذا کان لدالة جذر مکرر فى 
نقطة معيّنة فإن هذا یکافیء تلاشی کل من الدالة ومشتقتها عند تلك النقطة . فى وضعنا 
للق حیث 8 حقل اختياري تبقی هذه العلاقة التبادلة صحيحة . 


تمهيدية (۲-۵-۵) 
یکون لكثيرة ا حدود (:)1 فی [×]۴ جذرا مکررا إذا وفقط إذا كان ل (1 و ۶۲6۵ 
عامل مشترك غير تافه (أي درجته موجبة) . 


الرهان 
قبل برهان التمهيدية لابد من ذكر الملاحظة التالية : إذا كان ل ٤)×(‏ و (×)ع في 
[×]۴ عامل مشترك غير تافه في [×]× حيث 1 امتداد ل ۴ فإن هما عاملا مشتركا غير تافه 


۳۸۸ مواضيع في ابر 


فى [×]۴. ذلك لأنه لو كانت (×) ۴ و () ع أوليتين نسبیا فى [۳]5 لامکننا ایجاد کثیرتی حدود 
a(x)‏ و b(x)‏ في Fx]‏ بحيث 0)(8)(<1+(*)2)*(1. وحیث إن هذه العلاقة تبقی 

صحيحة عندما ننظر للعناصر على أنها في ]1 نستنتج أن (10 و («)ع أوليتان نسيًا فى 
K]×[‏ ما يرهن العبارة أعلاه . 


الآن نيداً ببرهان التمهيدية. من الملاحظة أعلاه یمکننا الفرض دون الساس 
بعمومية الرهان إن جميع جذور (<)1 تقع في ۴ (وإلا فمد ۴ إلى × حقل انشطار («)1). 
إذا كان » جذرا مکررا ل (۶0 فان (6-0(۳۵6-(00] حيث 1<ص. 
ولکن )۰-۳0 (0(۳-)) حیث یمکن التاکد من ذلك بسهولةء وعلیه استنادا 
لتمهيدية (۱-۵-۵) یکون : 

۲۰ (x)= (x-a)"q' (x) + "(مسه)م‎ )۵( - )-۵(۲ (۰ 

لأن 1<. من هذا نرق أن ل f(x)‏ و ۴')x)‏ عام a‏ هو -< نما یهن اتجاها واحذًا 
في التمهيدية . 


في الاجاه الآخخره لو فرضنا أن 800 لاتملك جذرا فكرراء فان 
(م0-:<)... (يه-<)(0-<) -(<)1 حيث 1>1>0(05) كلها محتلفة عن بعضها (إننا تفترض 
أن () ) واحدية ). ولكن حینئذ : 


۲ )(< (xa)... 5 ا‎ 


حيث إن العلامة ۸ تعنی أن الحد محذوف. إننا ندعي أنه لا يوجد جذر مشترك 
بين (0؟ و (۴)۸ لان #0(بهه)1 1-(1')0 بسبب کون الجذور كلها مختلفة عن 
بعضها. ولكن إذا كان ل ٤)×(‏ و (*) ؛ عامل مشترك غير تافه فيجب أن يكون ضا جذر 
مشترك وهو أي جذر من هذا العامل الشترك . نخرج من هذا بأنه لا يمكن ل (10و 
(«)5 أن يكون لما جذر مشترك ما يبرهن الاتجاه الآخر في التمهيدية . 


نتيجة (۱) 


إذا كانت ٤)×(‏ غير حتزلة في [×]۴ » فإنه : 


الحقول ۳۸۹ 


| توجد جدور مكررة ل (1 إذا كان يز ۴ يساوي صفرا . 
۲ - إذا کان ميز ۴ يساوي ۶0م وکان ل () جذر مکرر» فيجب أن تكون (×) ۲ على 
اهيئة (»)ع=(»)؟ 


الرهان 

لا كانت (×)۴ غير محتزلة فان عامليها الوحيدين في [×]۴ هما 1 و (16. وفمًا 
للتمهيدية أعلاه إذا كان ل (0) جذر مكررء فيجب أن يكون ل (۶ و ۲0۵ عامل 
مشترك غير تافه ما يژدي إلى أن (4)(|8. ولكن درجة (×) أقل من درجة (»)۴ لذا لا 
يوجد محرج من ذلك إلا أن تکون 0- <-() ۲. عندما يكون میز ۴ يساوي صفرا في فيجب أن 
تکون (×) ۴ مساويا لثابت؛ وبذلك لا يكون لها جذور. أمافى حالة کون یز لساري 
0 فیجب أن تکون (×)ع=(»)]. ۱ 


سیکون لنا عودة لناقشة ما تقتضیه النتيجة (۱) بصورة مفصّلة. ولکن الآن 
برهن نتيجة خاصة سنستعين مها في الفصل السابع عندما نعالج الحقول المنتهية . 


نتيجة (۲) 
ادا كان ۴ حقلا کیره غم فان لكثيرة الحدود ×× في ۴٣]×[‏ جذورا تمه ۾ حت 


[ حم 


المرهان 
إن مشتقة ۳ هی 1--851-1"م لأن مميز ۴ يساوي م. إذن 7۳-۷ ومشتقتها 
أوليتان نسبيًا وهذا يقتضى أن ×-"«× ليس لها جذور مكررة حسب التمهيدية . 


إن النتيجة )١(‏ لا تلغي إمكانية وجود جذور مكررة لکثبر لكثيرة حدود غير مختزلة على 
حمل ميزه 0م كي بوصح الأمور نعرص ل يكون فيه ما دکرناه ىا . ليكن 
۴ حرا میزه يساوي 2 و (×)۴=۴ حقل الدوال النسبية في × على و5. إننا ندعي أن كثيرة 


۳۹۰ مواضيع في ابر 


احدود × في [۴]۲ لا مختزلة على ۴ ومع ذلك فان جدریها متساویان . کی نبرهن على أنها 
غير محتزلة يجب أن نبين أنه لا توجد دالة نسبية في (×)ر۴ مربعها يساوي × والذی هو 
حتوی مسألة (4). کی تری أن ل عت جذرا مكررا لاحظ أن مشتقتها (المشتقة بالنسبة 
لد کون × ثابًا لأنه ف ۳) تساوي 21=0. بطبيعة الخال یمکن تقدیم أمثلة مشامبة في 
حالة کون تميز الحقل أي عدد أولى . 

لقد أصبحت. الان. الإمكانية حقيقة . إنها تشير إلى الفرق الكبير الموجود بين 
حالةالمميز 0 وحالة المميز م. إن وجود كثيرات حدود غير مختزلة ذات جذور مكررة في 
حالة المميز م تقودنا للعناية بدقائق آمور شيقة وفی الوقت نفسه معقدة . إن هذه الأمور 
تتطلب معالحة متطورة وتفصيلية » لذا فإننا نفضل تجنبها في مرحلة دراستنا هذه. وعليه 
فإننا نفرض أن جميع الحقول التي سنتطرق ها ضمن شرحنا في كل ما تبقى من هذا 
الفصل هي حقول صفرية المميز. 


تعر يف 

یدعی امتداد >1 ل ۲ بأنه امتداد بسيط (هاعمعانده عام‌صهنه) من ۴ إذا كان 
K×=۴)۵(‏ حيث © عنصر ما ف .K‏ 

في حالة كون المميز يساوي صفرا (أو تحت شروط معينة بالنسبة للامتدادات في 
حالة المميز #0. انظر مسألة ۱6) يمكن إثبات أن جميع الامتدادات المنتهية هي 
بالأحرى امتدادات بسيطة . هذا هو فحوى المرهنة التالية . 


مبرهنة (۱-۵-۵) 
إذا كان ۴ حقلا ميزه يساوي صقرا وكان 3ع 6 جيريين على ۴ فإنه یوجد عنصر 
6 ف (,ة)طآ بحيث .F۴)a,b(= ۴)c(‏ 


الرهان 
ا (*)1 و (×)ع كثيرتي الحدود وغير المختزلتين من الدرجة و « على الترتيب 
واللتان تتحققان بواسطة ه و طا على الترتیب . لیکن × امتداذا ل ۴ وفيه تنشطر كل من 


احقول ۳۹۱ 


(*)1 و («)ع تماما . لا كان مميز ۴ يساوي صفرا فان جميع جذور (×)۴ مختلفة وکذلك ال حالة 
بالنسبة ل (×)ع. لتکن ,3,...,ية,بة-2 جميع جذور (×)؟ و ما,...,ر9,,-9 جميع جذور 
(×)ع. ادا كان ۶1ز فان راجت وعلیه فان للمعادله 2۸+ =a‏ ,۸0+ ره ع ز ۸0+ ردحل 
واحد في × وهو 

2-3 
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لا كان میز ۳ یساوی فا هبه آن محوی ۴ عددا غير منته من العناصر . لدا یمکننا 
إيجاد عنصر في ۴ بحیث + 8ع3 :+3 لكل ا وکل [جز. دع بجو إننا ندعي أن 
(,۳)۵-(۳)۵. لما كان (ط,ھce۴)a‏ فان (ط,۴)c(C۴)a.‏ الأن سنيين أن كلا من ۸ و ا 
عنصران في ۴)١(‏ عا مجعل (ع)5 -(5)3,6. الآن 0 يحقق كثيرة الحدود (×)ع على ۴ وبالتالى 
فهو يحقق كثيرة الحدود ذاتها باعتبارها على (ء)K=۴×.‏ وإضافة إلى ذلك إذا كان 
fc)‏ - عط فان []؟1) («)ط و 0-(2)- (طبمه)- (ط)ط لأن مبمهحه. لذا فانه في 
امتداد ما ل × يكون ل (×)۲ و (×)ع عامل مشترك هو ط-». إننا ندعی أن ط-× هو في 
الحقيقة القاسم المشترك الأعظم شما. فلو كان طط جذرا اخر ل (×)ع فان 
۷۳(0-)]-(۳). لأنه حسب اختيارنا ل ۷ لا يمكن رابت #21[ أن يساوي ,2 أحد 
جذور («)1. كذلك لاحظ أن ()0("/۵-) وعليه فان *(0-) لا يمكن أن يقسم القاسم 
المشترك الأعظم لكل من (5)5 و (*)ع. لذا نستنتج أن ع هو القاسم الشترك الاعظم 
لكل من (×)۸ و (×)ع على امتداد ما ل ×. ولكن حينئذ يكون لما قاسم مشترك أعظم 
غير تافه على × يقسم 0-*. ولكون درجة 0 تساوي 1. نستنتج أن القاسم المشسترك 
الأعظم ل (×)ع و («)ط في [×]× هو بالضبط ط-×. أي أن ط-× في [×]× مما يجعل طا في >1. 
ولكن (۳)0->1 فنجد أن (©)5»1. ولکون ابحهحة وط » > في )1 و )7611 نستنتج 
أن ھ في (©)5 وعليه يكون (17)0-(5)8,8. من علاقتی الاحتواء المتعاكستين يكون لدينا 
.F(a,b)=F(c)‏ ۰ 


باستعمال الاستقراء الرياضى يمكننا توسيع النتيجة من عنصرين إلى أي عدد 
منته من العناصر. أى إذا كانت العناصر م0,..., 09 جيرية على ۴ فانه يوجد عنصر © في 
(م.....1)09 بحیث (,۳)0,,...,0-(۳)6. آي يكون لدينا النتيجة التالية . 


۳۹۲ مواضيع في الجبر 


نتيبحة 


يكون كل امتداد منته حقل مميزه صفرا امتدادًا بسيطا . 


مسانل ۱ 
۱ - |ذا كان ۴ حقلا میزه يساوي صفرا و (100 في [×]۴ بحیث 0-()۳. فرهن على أن 
0 -(<)1 حيث 0 في ۴. 
۲ - إذا كان ۴ حقلا مميزه 00 و (10 في [×]۴ بحيث ۴)×(=0. فيرهن على أن 
(8)5-(*)؛ حيث (×)ع في [×]۴. 
۳ - برهن على أن ( 'ع+(*) '؛- '((«)ع + (*)؟) و (*)'4- '((«)قه) لكل (10 ۰ (×)ع في 
[]۲ و a‏ في ۴. 
ء - اثبت أنه لا توجد دالة نسبية في (×۴)۸ مربعها يساوي 7 
- أکمل الاستقراء اللازم لائبات نتيجة مبرهنة (۱-۵-۵). ۱ 
يقال عن عنصر ۵ ف امتداد ما ل ۲ إنه قابل للانفصال (separable)‏ على F‏ 
إذا حقق كثيرة حدود على ۴ ليس فا جذور مكررة. يوصف امتداد × ل ۴ بأنه قابل 
للانفصال على إذا كانت جميع عناصره قابلة للانفصال على ۴. يقال عن حقل ۴ 
كامل (اءع2رعم) إذا كانت جميع الامتدادات المنتهية منه قابلة للانفصال . 
- أثیت آن ای حقل صفرى المیة عب آن یکرن نفلك کاملا. 
)١( - /‏ إذا كان مميز ۴ هو 0#0. فاثبت أنه لكل 2و في ۴ یکون 0(۳۳-۵۳۳+00۳+ه) 
(ب) إذا كان مميز ۴ هو 0 و × امتدادا من ۴ وكان 
( لعدد ما م ,۲426168۳6۴ فرهن على آن 1 حقل جزني من >1. 
۸- إذا كان >1 ۰ 7 . و۴ کا في مسألة ۱(۷). فبین أن کل تماثل ذاق ل × والذی يترك 
كو اام ۱۳۳۷ ع يجب أن يترك میم عناصر 1 ثابتة . 
- أثبت أن الحقل ۴ الذي ميزه 0۶0 هو حقل كامل إذا وفقط إذا كن إيجاد لكل 
عنصر ‏ في ۴ عنصر ا في ۴ بحيث 3 = ط. 
۰ - باستخدام نتيجة مسألة .٩‏ برهن على أن كل حقل منته هو حقل كامل . 
۱ ذا كان × امتدادا ل . فرهن على أن مجموعة عناصر ‏ القابلة للانفصال على 
۴ تکون حقلا جزئیا وی 


الحقول ۳۹۳ 


۲ - إذا كان مميز ‏ هو #0م و × امتداذا منتهيًا من ۴. فبرهن على أنه لكل a‏ في × اما 
أن يكون ”87 ني لعدد ما « أو يمكن إيجاد عدد صحيح «: بحيث ۸۳*4 ولكنه 
قابل للانفصال على ۴. 

۳- اذا كان × و ۴ کا في مسألة (۱۲) وكان كل عنصر في × ولیس فى ۴ غير قابل 
للانفصال على . فبرهن على أنه لكل 2 یوجد عدد صحیح يعتمد على 3 بحيث 
إن "30 يقع في . 

٤‏ - إذا كان × امتدادا منتهیا ل ۴ قابلا للانفصال عليه. فرهن على أن × امتداد 


سيط ل 
۵ - إذا كان أحد العنصرين 2 أو ط قابلا للانفصال على ۴. فبرهن على أن (5),6 


(© - 5) مبادىء نظرية حالوا (كزهاة6©) 
إذا أعطينا كثبرة حدود (×)م في حلقة كثيرات الحدود [×]۴ في المجهول × على 
الحقل ۴ فسوف نقرن ب (×)م زمرة تدعي زمرة جالوا (منام,ع دنما0) لكثيرة الحدود 
(:)م. هناك علاقة وثيقة بين جذور كثيرة حدود وزمرة جالوا لما. ونی الحقيقة إن زمرة 
جالوا ستكون عبارة عن زمرة تبديلات معينة حذور كثيرة الحدود. فى هذا البند والبند 
القادم سنقوم بدراسة هذه الأفكار. 


إن طريقة تقديم زمرة جالوا ستكون من خلال حقل انشطار كثيرة الحدود (×)م 
على ۴. وعلى وجه التحديد فإن زمرة جالوا ل (×)م هي عبارة عن زمرة عناصرها تماثلات 
ذاتية لحمل انشطار (×)م. وفي الحقيقة إن هذا هو سبب اهت)منا بالتهاثلات الذاتية 
للحقل في العديد ما سيأق من مبرهنات . إن المرهنة الأساسية لنظرية جالوا (مرهنة 
4-) تبين تقابلا بين الزمر الجسزئية لزمرة جالوا والحقول الجسزئية لحقل 
الانشطار. من هذا لتنج في النهاية شرطا لقابلية الحل باستخلاص الحذور -50172) 
(12016815 را اناا معرفة جذور كثيرة حدود ما وذلك بدلالة البناء الجبرى لزمرة جالوا 
له. من هذا نحصل على النتيجة التقليدية للعالم ابل (1ءط4) بان كثيرة الحدود العامة 
من الدرجة الخامسة غير قابلة للحل باستخلاص الحذور. وف أثناء دراستنا هذه 


۳۹4 مواضيع في اجر 


سنحصل على مبرهنات شيقة بحد ذاتها كنتائج جانبية . إحدى هذه المبرهنات هي 
المبرهنة الأساسية للدوال المتناظرة . إن طريقة معالجتنا للموضوع ستكون على نمط 
الرياضى ارتن (۵۸۲0). 

لنستعید ذاكرتنا بأننا نتعامل مع حقول میزها يساوي صفراء وبناء على ذلك 
يمكننا الاستعانة بمرهنة (۱-۵-۵) ونتيجتها . 


يكن #احقلا ما و ه تطبیقا من #اغل نفسه. یسمی التطبیق » قاقلا ذاتیا 
)automorphism)‏ للحقّل × إذا كان (6)ه+(65)32-(0)3(6)6(,0)3+6<-(0)30 لكل 
2 و ا في ×. يقال عن تمائلين ذاتيين » و > للحقل × إنهما حتلفان إذا كان 
(0)3(35)2 لعنصر ما a‏ في >1. 


مبرهنه (۱-۱-۵) 
لیکن × حقلا و ,0,...,,»غاثلات داتیه محتلفة للحقل >1. إذا كانت م2,,...,3 
فی 1 بحیث 0<(نا),۵,0...+(نا) ور +() ,2,0 لكل اف ۸ » فان 0= ,ه...<ره<,2. 


الرهان 
لنفرض أنه بإمكاننا إيجاد مجموعة من العناصر ,3,....,3 ليست جميعا مساوية 
للصفر في × بحيث : 
0> (نا)رهمة ...+ (نا)ومية + (101) 370 
لکلب فى × . عندئذ من الممكن إيجاد مثل هذه العلاقة بحيث يكون عدد الحدود غير 
الصفرية أصغر ما يمكن . بإعادة الترقيم يمكننا الفرض أن العلاقة الدنيا هي على 
a,0,(u)+...+a_o_(u)=0‏ )1 


حيث إن جميع العناصر ره ,... مختلفة عن الصمر. 


الحقول ۵ ۳۹ 


إذا كان 2-1 فان 0>(ن)رهرة لكل باق × . عا يجعل 0=ه. وهذا مناقض 
للفرض . لذا يمكننا الفرض أن 2<1. لما كانت التهاثلات تلف فإنه يوجد عنصر ء 
في × بحيث (0,)00365,,)0. ولا كان داه في × لكل دافي × فان العلاقة (۱) تبقی صحيحة 
في حالة العناصر التي على الشكل ده . أى 
+a,o,(cu)=0‏ ...+ (لناء)ومية + a,0,(cu)‏ 


لكل نا في . باستخذام الفرضية بأن ,مه,...,,ه تمائلات ل × نحصل على العلاقة : 


3 a,0,(c)o,(u)+a,0,(c)o,(u)+ ... +a o(c)oq(u)=0 
بضرب العلاقة (۱) ب 5,)0 ثم طرحها من (۲) نحصل على‎ 
(۳, م۵ ... +( )02 (6) و0 - (0)و0)رة‎ (o, (c)-0,(c))o(1)=0 


إذا جعلنا (ع),م(ع)0),ه-,ط لكل «,...,1-2 فان ,انی 16 و 0عج(ع)رم(ه)یه) هه 
لأن 30 و #0()ره-(ع)ي6. ومع ذلك 20<(),ه,ت+...+()رهرت لكل u‏ في .K‏ إن هذه 
العملية أعطتنا علاقة أقصر من العلاقة الدنيا (۱) وهذا تناقض يثبت صحة المرهنة . 

إذا كانت © زمرة تماثلات ذاتية للحقل >1 » فان ا حقل الثبت (2ا1 ۵م ×ا؟) من 
قبل الزمرة © هو جموعة كل العناصر ه في × بحيث 38-(0)8 لكل هف 6. 


لاحظ أن التعريف أعلاه يبقى صحيحا حتى لو كانت 6 مرد مجموعة من 
التهائلات الذاتية للحقل ×. بيد أن الحقل المثبت من قبل مجموعة من التماثلات الذاتية 
يساوي الحقل المثبت من قبل الزمرة المولدة من هذه المجموعة (في زمرة التماثلات الذاتية 
للحقل 6) (انظر مسألة .)١‏ لذلك فإننا لا نخسر شيئا حين نعرف هذا المفهوم لزمر 
التهائلات الذاتية فقط . وعلاوة على ذلك» فإننا سوف نهتم فقط با حقول الثبتة من قبل 
زمر تمائلات ذاتية . 


في التعريف أعلاه أطلقنا اسم الحقل المثبت من قبل الزمرة © على مجموعة جزئية 
من . ومن أجل أن تكون تسميتنا صحيحة يجدر بنا أن نبرهن التمهيدية التالية . 


۳۹۹ مواضيع في ابر 


مهيدية (۱-۲-۵) 
إن ا حقل الثبت من قبل الزمرة © هو حقل جزئي من 1. 


الرهان 

لیکن « و " عنصرین في الحقل المثبت من قبل 6. لذا یکون 0)2(<۵ و -()0 
لكل ه في 6. ولکن عندئذ یکون 

o(ab)=o(a)o(b)=ab و‎ 0)22-0( <0)2( 2 0)۳0(< 

وبناءٌ على ذلك يقع ا±ه و 5ه في الحقل المت من قبّل 6. إذا كان 00 . فان 
(ط="(ط)0=(' ٥)0‏ وعليه يكون “طني الحقل الثبت من قبّل الزمرة 6. هذا نكون قد 
تحققنا من أن الحقل المثبت من قبّل © هو حقا حقل جزئي من ۸. 

فیما سيأتي سنعنی بالت‌ائلات الذاتية للحقل والتي تؤثر بطريقة محددة على 
حقل جزئي معين . 
تعر يف 

لیکن 6 حقلا ما و ۳ حقلا جزئیا من ۸ إن زمرة التائلات الذاتية ل × 
نسبة ل ۴ والتی نرمز ها بالرمز 6)K,۴(‏ » هي مجموعة جميع التئلات الذاتية ل ۸ 
والتى تترك كل عنصر من ۴ ثابنا. أي أن الک‌ئل الذاتي 6 للحقل ‏ يقع في 
(,0)16 إذا وفقط إذا كان »-(ه)ه لكل ۾ ی ۴. 


في الحقيقة إنه من الواضح واهین برهان ما يلي فيها بخص هذه التاثلات . 


فهيدية (۲-۲-۵) 
إن (, »)0 هی زمرة جزئية من زمرة التبائلات الدانیه ل 1 


نترك برهان هله التمهيدية للقاریء . ونمه ملاح له نذكرها هنا رهي أن 
الحقل × يجب أن حوي حقل الأعداد الس Fo‏ « لأن مميز × يساوي صهراء وعليه 


الحقول ۳۹۷ 


فیکون من السهل أن نری أن الحقل الثبت من قبل أية زمرة من الت‌اثلات الذاتية 
ل × يجب أن ل محوى 10 . وعلیه فإن أي عدد نسبي يُترك دون تغيير تحت تأثير اي تمائل 


الآن نتوقف كي نفحص بعض الأمثلة على المفاهيم التى قُدّمت أعلاه. 


مثال (ه-5-١)‏ 

ليكن × حقل الأعداد المركبة و ۴ حقل الأعداد الحقيقية. لنحسب الزمرة 
(,6)14. إذا كان ه ای تماثل ذاتي ل × ولا كان 1--2: فان 1-=(1-) 0=( )0= )٥)i((‏ 
وعليه 1-(50. إذا كان ه يترك كل عدد حقيقى دون تغيير فإنه لكل 2+10 حيث هو ط 
عددان حقیقیان یکون olor‏ نوس نو إن كلا الاحت‌الین أي كون 
+۸+۱0(<۵),ه و 0-<(۸+10)ره يعرف غائلا ذاتیا ل × حيث إن رہ هو التهاثل 
الذاتي الحاید و يه يرسل کل عدد مركب إلى مرافقه . لذا فان (0)1,۴ هی زمرة رتبتها 
تساوي 2. | 

تری ما هو الحقل الثبت من قبل (6)16,5 ؟ , من المؤكد أنه يحوي ۲ . ولکن هل 
يحوى شیا اخر ؟ ادا كان طز+ه في الحقل الثبت من قبل 6)K,۴(‏ فان : 
افع (15+ )ره -10+ة مما يجعل 0-ط و 0>۳:+2-2 وعليه نرى أن الحقل المثبت ل 
G)K,۴(‏ هو بالتحديد ۴ نفسه . 


مثال (۲-۲۱-۵) 

لیکن ,۲ حقل الأعداد النسبية و ( 16-7 حيث 7 2 . هو ادر التكعيبي 
احقيقي للعدد 2. إن كل عنصر في × هو على الصيغة n‏ 
ب0, ,وا أعداد نسییه . دا كان » عائلا ذاتيا ل × فان 0/۰ (0)3/7) > وعلیه 
يجب أن يكون (0)5/2 جذرا تكعيبيا للعدد 2 واقعا في 1 ولكن هناك جذر نكعيبي 
حقيقي وعد لت 2 » ولكون × حقلا جزئیا من حقل الأعداد الحقيقية» يجب أن 
یکون ۷ =- (W2‏ ولکن حينئذ یکون 


۳۹۸ مواضيع في ابر 


o(ag+a, 3+ Oia 2+ VE 
أي أن »هو التاثل الذاتي المحايد للحقل 6. لذا ثرى أن (,0)6.۳ حوی فقط على‎ 
التطبيق المحايد. وفي هذه الحالة لا يكون ا حقل الثبت من قبل (:0)16,1 هو م۴ بل هو‎ 
. أكبر من ذلك . إنه ا حقل × بأكمله‎ 


مثال (ه-”-7) 

ليكن و۳ حقل الأعدان النسبية و عدن . عندئذ 3-1 و س تحقق کشرة الحدود 
1-0 + + ×+ '×+× على 50. باستخدام معيار ايزنشتاين يمكننا أن نثبت أن 
1×+ ×+ »+× غير ختزلة على ,۳ (انظر مسألة ۳). لذا فان درجة («)رK=۴‏ 
تساوي 4 على الحقل ,5. وکل عنصر في × هو على الصيغة "دهبه + سره + ص »+ حيث 
ب ,و فی و. الأن» كل تمائل ذاتى هل × يحقق1+#(س)ن لأن 1-(0)1 . 
و1-(0)1-(”م)هع”((س)ى) ما يجعل (ه)ه 18 | خامسا للواحد آیضا. ونتيجة لذلك 
يجب آن يكون ()ن أحد الأعداد “م, ذم ,ن إننا ندعی أن كلا من هذه الاحتالاات 
یمکن أن تحدث . ولأجل ذلك دعنا نعرف التطبیقات ند 0,4 وفقا ل 

O; 0 + ین‎ 0+ 0 + 01300) = 00 +) (+) 7 +a) 

لكل 1-1234 كل واحد من هذه التطبیقات یعرف قاثلا ذاتیا ل £ (انظر مسألة . 
إذنء لما کان في :)0 يحدد تماما بواسطة (8)ه فان رتسبه الزمرة 
(م16,5)© تساوي 4و .ه عنصرها المحايد. في ضوء العلاقات ,هه . 
۰۰00 ,وح ره.» نستنتج أن ((0)16,۳ زمرة دورية من الرتبة 4. یمکن البرهان 
بسهولة على أن الحقل الثبت من قبل (6)۸,۴ هو ر۴ نفسه (انظر مسألة ). إن الحقل 
الت من فبل الرمرة احرئية (ره,۸<۲0 هو مجموعة العناصر التى على الصيغة 
(ه+ یه جمه وهدا احقل هو امتداد من ۴ درجته تساوي 2. ۱ 

بالرغم من کون الامثلة أعلاه توضيحية غير أنها حالات خاصة جداء إذ أن 
(۳,)) في أي منها كانت زمرة دورية . إن هذا لا یمثل نموذجا للحالة العامة اطلاقا 
فیمکن ل (6)16,5 أن تکون حتی غير إبدالية (انظر مبرهنة ۳-۹-۵). ولکن رغم کون 
تلك الأمثلة خاصة فانها تسلط الضوء على بعض الاأمور الهمة . 


الحقول ۳۹۹ 


أوها: إنها تبين أهمية دراسة تأثير التهاثل الذاتي على جذور كثيرات الحدودء 

وثانيها: إن الحقل ۴ فد لا يساوي كل الحقل المثبت من قبل الزمرة (6),۴. 

إن الحالات التى یکون فیها الحقل الثبت من قبل (6)16,5 هو بالضبط ۴ نفسه هي 
اخالات المنشودة وهي التي سنبذل في دراستها بعض الوقت والحهد . 


الآن نحسب حدا مهی| لرتبة الزمرة (0606,۳. 
مبرهنة (۲-۱-۵) 


(ذا كان × امتدادا منتهیا ل ۴ » فان (0606,۳ زمرة منتهیه ورتيتها 0)6)K,۴((‏ 
0(G(K,F))<[K:F] Ja‏ 


الرهان 
لیکن ۴[=۸:×] وليكن ہں,..., u‏ اساسا ل × على 5. في الزمرة (0)1,۳ نفرض أنه 

بإمكاننا إيجاد 2+1 من التاثلات الذاتية المختلفة وهی , ,,.5,,6:.....6. وفقا لنتيجة 
مسرهنة )۳-۳-٤(‏ فان النظام التالى للمعادلات الخطية المتحانسة ف ۱+1 من المجاهيل 
هو 

0 رجو( )بم 52۰۰۰( ناو xX,‏ (بنا).6 

9 ربا بر ...+ و»«(رنا)يه + وک‎ =O 

لات +O, (Un)Xn+‏ ...+ ومنلا )0 +2 o (u)‏ 
له حل غير تافه (ليست جميع فيم «تساوي صفرا) وليكن 3= | ہم×...,4=|× 
في 1. لذا نحصل على 


+a, On, (U) >0‏ ... + (زنا)و0ية + (نا)ر6 2 )۱( 
لكل 1,2,...,0 <1. 
لا كانت جميع عناصر ۴ تبقى دون تغيير تحت تأثبر كل ,© ولکون أي عنصر 
اختياري ؛ من × هو على الصيغة لاه + ...+04 -احيث 0,...,0 في ۴. فإنه من 
نظام العادلات (۱) نحصل على 


۰۰ مواضيع في ابر 


0<()ر بمب ...+36)0 


لكل في ×. ولکن هذا يناقض نتيجة ميرهنة (۱-۲-۵) عا یثبت مبرهنة (۲-۱-۵) . 


إن مرهنة (5-6-”") ذات أهمية بالغة في نظرية جالوا ولكن بجانب دورها 
الرئيس هناك فإنها تساهم في برهان نتيجة تقليدية متعلقة بالدوال النسبية المتناظرة . 
وان هذه النتيجة فى الدوال المتناظرةء بدورها تلعب دورا مها في نظرية جالوا . 


أولا : : بدي ب بعض الملاحظات حول حقل الدوال النسبية ی من المتغيرات على 
حقل ۴. لنتذكر أننا عرفنا في بند (۱۱-۳) حلقة كثيرات الحدود في ۰ من المتغبرات 


لتڪن مذ زمره التناظر من الدرجة 0 باعتبارها نور عل المجموعة Ae)‏ 5 
لعنصر ه في 5 وعدد صحيح [حيث 5۸ا15 کن )6(1 صو ره 5 1 خت تأثر . نجعل 
ك ر عل ۴ بالط قة الشيعية العالة: لكل وق 


5و اق ا + عرق العطيق الذي یأخ1ذ ية إلى 
ا Ons‏ . سوف نرمز هذا التطبیق من ( ,۴)۰۰ على نفسه بالرمز ه ایضا . من 


الواضح أن هذه التطبيقات تعرف تمائلات ذاتية للحقل (,×...,×)۴ .ما هوالحقل المثبت 
في الحقل (ہ×....,×)۴ من قبل ,5 ؟ إنه يحوي جميع انوا التحبية زر ةة 
بحیت (رمى ...)1 (ج,۱:۰۰۰ )۲ لكل 0 2 3 ولکن هذه بالذات عناصر 
(م..., ,)© العر وفة باسم الدوال النسبية المتناظرة (symmetric rational functions)‏ 
وحیث ان هذه الدوال تکون لفقل الت بواسطة ,5 » فاا تکون سقلا جرا 
من (,5,....5) یسمی حقل الدوال النسبية التناظرة والذي نرمز له بالرمز 5. فيها سيأتي 
سنهتم بالأسئلة الثلاث التالية : 

۱- ما هی [9٩:(م....,,)۳]‏ ؟ 

۳ ما هي SS)‏ یی )67۳ ۲ 


٤١١ الحقول‎ 


۳- هل من الممكن وصف 5 بدلالة أحد الامتدادات السهلة من ۴ ؟ 
سوف جيب على هذه الأسئلة الثلاث ف وفت واحد . 


الاان نقدم بعص الدوال البسيطة من 5والى يمكن إنشاوّها من العو اند شاف الح 
a‏ وال باسم الدوال التناظرة الابتدائية (elementary symmetric functions)‏ فى 
وھا کی بل: 


11 
بهم حت +x...‏ ات رق 
=[ 
a= KK‏ 


2: 2 م سے‎ 
3 22) TJ kK 


E‏ ان 
بر للقاریء التحقق من أن هذه الدوال دوال متناظرة . في حالة 5-2,3,4 نکتب هذه 
الدوال تفصیلا كا یل : 
عندما 2-2 فان 
=X‏ , ۵,2۳۲ 
عندما 72-3 فان 
+X,‏ وكا + رات ۵ 
داو + 117 + ما ,)1 > مق 
£ 23 
عند ما 2-4 فإن 
و + با + رع + اح a‏ 
+ مغ + بام PKK; FX Xg F‏ وغ - وه 
و + XXX,‏ مرت + )7و1 > وه 
و3 
لاحظ أنه عندما 2-2 فان ,»و اهما جذرا کشرة الحدود يه+1*2,1. وعندما 0-3 فان 
5 هی حذو ر كثيرة احدود + و » وعندما 72-4 فان ۸ هي 


جدور كثيرة اخدود a,‏ + ارق tat +a‏ 


۰۰ مواضيع في ابر 


لا كانت جميع الدوال ,ه,...,,aواقعة ٤‏ 5 » فان الحقل (ی3,..., ۳)۵ والذي 
نحصل عليه بضم ,3:.....3 إلى ۴ يجب أن يقع في 5. إن غايتنا هى برهان التالى : 
[F(X,,...,x,):S]=n! - ۱‏ 
7 (۳)۵,,...,2 >5 

1 كانت الزمرة ,5 هي زمرة الت‌ائلات الذاتية للحقل (,«,...,,6] التي تترك 5 


دون تغیس فإن (۳,...(,5)-,۹. لذا فباستعمال ميرهنة (۲-۷-۵) يكون 
[F(x,,...x,):S]=> 0(G(F(x,,...x,);8))> 0(S,)=n!‏ 
إذا استطعنا أن نبين أن !هك[لمة,...ررة):(م,....,)5] e‏ فعندئذ وبسبب کون 
لمة.....,ة)5 حقلا جزئيًا من 5 » نحصل على 
!a,)jzn,.-.,,F(X,,...,x,):SJ[S:F(a[=])و,a,-..,,x,):F(a... n!>[F(x,,‏ 
وحينئذ يكون !«=[۴)×,...,×(:8] و 1-[(,ه,...,:5:۳)2] غا يجعل (ہھ,...,,S=F۴)a‏ 
و ٩,-»)۳),...,,(,5(‏ (إن المتساوية الأخيرة هي استنتاج من الجملة الثانية في هذه 
الفقرة). إن هذه هي بالضبط الاستنتاجات التى ننشدها. لذا فيبقى علینا أن نبرهن 
على أن 
[F(x,,...x,J:F(a,,...a,)]sn!‏ 
ومن هذا لاحظ أن كثيرة الحدود 
جة"(1-) + ... + ار +۳4 رج" د (0)۱ 
والتي معاملاتها في (م75)31:...,3 تتحلل على (,۳),...,5 على النحو 
(م)...(»:-])(,-)) -()م (في الحقيقة.» هذا هو أصل الدوال التناظرة الابتدائیة). 
لذا فان (۲)م التي درجتها «على (,ه,...,,ه6] تنشطر إلى حاصل ضرب عوامل خطية على 
الحقل (و×۔.۔,×)۴. ولا یمکنها أن تتشطر على حقل جزئي فعلي من (م,...,,۳)5 يحوي 
(م75)3....3 » ذلك لأن مثل هذا الحقل يجب أن بحوي ۴ وجميع جذور (7)1 وهي ,× 


سس الم ناج یساوی (یگد.:۳)6. لذا نرى أن (ہ ×...,, ۴)۸ هو حقل الانشطار 
لكقيرة الحدود ,ه1(۳-)+...+۳۱اره-()0 على الحقل (مه,...,ره۳6. لما كانت درجة 


()م تساوي « فوفقا لمرهنة (۲-۳-۵) نحصل على !۳)2,,...2,([>0:(مگ,...,,)5] لذا 
نكون قد برهنا على ما نریده . نوجز ما شرحناه أعلاه بالنتيجة الأساسية المهمة التالية . 


الحقول ۳{ 


مرهنه (۳۲-۲-۵) 

لیکن ۴ حقلا و (, *,.... :)1 حقل الدوال السبية ف ,۲,...,,«علی ۴. لیکن 5 
حقل الدوال النسبية التناظرة عندئذ 
[Fs 7Sn! ۱‏ 


۲ - ,5 =(8,(,×,..., ,)6)۴ حيث ,5 هی زمرة التناظر من الدرجة 7. 

۴ آدا قاتشه ھھھ الدوال المتناظره الابتدائیه فى فان 
رمة,...رية, ر8) 5-1 | ۱ 

5 ا حقل (ہ×,..., ۴)١‏ هو حقل انشطار كثيرة ا حدود 


ره”(1-) + ...+ ره + ۲۳ ره على ال بقل ۳),,...,8,(<5. 


لقد ذکرنا سابقا أنه اي عدد صحیح يمكن انشاء حقل وکثبرة حدود درجتها 
تساوي « على ذلك الحقل بحیث إن درجة حقل انشطار كثيرة الحدود هی أكبر ما يمكن. 
أي !۸ على الحقل المنشأ. إن مبرهنة (ه-5-") تعطينا مثالا واضحا على ذلك فإذا جعلنا 
(مة,...ىرة) >5 واعتيرنا حقل انشطار كثيرة احدود ,1("8-)+... + + به" على 
5 » فان درجة هذا الحقل على 5 تساوى !. 


إن الجزء الثالث من ميرهنة (۳-۱-۵) هو مبرهنة تقليدية . نبا تؤكد أن أية دالة 
نسبية متناظرة في ١‏ من ا متغيرات هي دالة نسبية في الدوال ا متناظرة الابتدائية من هذه 
ا متغيرات . من الممكن برهان نتيجة أدق من ذلك وهی : أن أي كثيرة حدود متناظرة في 
« من المتغيرات هي كثيرة حدود في الدوال التناظرة الابتدائية هذه المتغيرات (انظر 
مسألة ۷). تمرف عله النتيجة بمبرهنة كثرات احدود التناظرة. 


في الامثلة التي ناقشناها حول زمر التمائلات الذاتية للحقول وال حقول الثبتة من 
قبل هذه الزم وجدنا أنه من المکن أن یکون الحقل ۲ أصغر من الحقل الثبت من 
قبل الزمرة (۴)۸,۴. من المؤكد أن دائًا محتوی فى الحقل المت ولکن لا پشترط أن 
يساويه. لذا فان اشتراطنا أن يكون ‏ الحقل المثبت من قبل الزمرة (6),۴ 


4( مواضيع في الجبر 


لامتداد × من ۴ يمثل تقييدًا حقيقيًا لطبيعة الامتداد 16. إن اهتّامنا سينصب على مثل 


هذه الامتدادات ۱ 


تعریف : 
یسمی ‏ امتدادًا ناظمیا («مندمءاءت اعججمم) ۴ » إذا كان × امتدادًا منتهيًا ل 


۴ بحيث أن ۴ هو ا حقل ال مت من قبل الزمرة (6)16,1. 


وبعبارة آخری, إذا كان × امتدادًا ناظميًا ل ۴ فان كل عنصر في × ولیس فى ۴ 
يجب أن يكون له صورة تختلف عنه تحت تأثير عنصر من (6)56,5. في الأمثلة التي 
ناقشناها كان الثالان )١1-5-8(‏ و(۳-۲-۵) لامتدادين ناظميين بينا المثال (5-6-؟) 
لیس کذلك . 


إن فرضية کون الامتداد ناظمیا تمكننا من حساب الحقل المت من قبل أى زمرة 
جزئیه من (0016,5 بدقة كبيرة» وعلی وجه اخصوص. یمکننا تقوية مبرهنة (۵--۲) 
لتصبح التباينة الواردة فیها مساواة. 


مرهنه (4-1-۵) 
لیکن × امتدادًا ناظمیا ل ۴ و 14 زمرة جزئية من (6)16,5 » لیکن 
oc H}]‏ حمیع Ky < (x€ K|0(x)=x‏ 
ا حقل ا مثبت من قبل 11. عندئذ 
[K:K,]=0(H) 59‏ 
H=G(K,K,,) 5‏ 
على وجه اخصوص » عندما H=6G(K,F)‏ « فان [K:F]=0(G(K,FE))‏ 


الرهان 
لا کان كل عنصر في 11 يترك عناصر برع ثابتة . فمن المؤكد أن ( ۰1C6),‏ 
وفقا لمبرهنة (۲-۲-۵) نعلم أن ((بیکا,0)0)1<[بر:1]. وحيث إن 


2 ٠١ ۵ الحقول‎ 


0(G(K,K,))=0(H) 
نحصل على المتباينة‎ 

[K:K,]=0(G(K,K,))=0(B) 
لاستنتجنا أن‎ 0)H1(=0)6)K,K(( لو آمکننا بیان أن (0)11-[,,>16:1] ۰ ويتبع ذلك أن‎ 
(برکا,۲1-0)1 ۰ لان 11 زمرة جزئية من (برک,>)0. لذا کی نثبت هذه الرهنة يجب فقط‎ 
.[K:K,]=0(H) أن رهن على أن‎ 


وفقا لمرهنة (۱-۵-۵) يوجد عنصر ۾ في × بحيث (16,)3-ك1. هذا العنصر a‏ يجب 
أن خفق كثيرة حدود غير محمتزلة على بر درجتها نساوي 0. ححيث |[ m=]K:K‏ ء ولا 
ععحفقى كشرة حدود دات درحه أقل من ذلك (ميرهنه .)١-١-6‏ 2 عناصر H‏ تكون 


(,.0۱:0(:۰ حيث ,6 هو العنصر المحايد ل 6)K,۴(‏ وحيث (5-0)11. لنعتير الدوال 
التناظرة الا بتدائية للعناصر (3)م3(,62)3(....,6), a=0‏ « أى 


a -07)8( ۰ + 0, (ه)‎ 227 6,)3( 
a= بج‎ 0)8(0,)۸( 


a, =0,(a)0,(a)...o,(a) 

ان كل به تبقی دون تغيير تحت تأثير أي عنصر » في 11 (برهن ذلك . لذا فان 
۰.4 عناصر في ,بآ حسب تعریف بر16. ولکن ۸ (وکذلك (ه),۵(,...0)ره) جذر 
لکثرة الحدود 

p(x)=(x-o,(a))(x-0,(a))...(x-0,(8)) 

ox" + ... + )-1("‏ + امن =x"‏ 
التي معاملاتها تقع في .K‏ وفقا لطبيعة 2 فان هذا يجعل "=]K:K[‏ <۸ وعليه 
يكو ۵ .)H(<]K:K[‏ وحيث إننا نعلم أن )H(>]K:K[‏ لذا نحصل على أن 
[بب:۴]-(0)۳۱ وهذا ما نريد استنتاجه . 


۰ ۶ مواضيع في ابر 


عندما تکون (0)16,۴ 8 فإننا نحصل على ((۴[=0))6,۴:×] لأنه في هذه الحالة 
,كا بسبب کون × امتداذا ناظمًا من ۴. إننا نقترب بسرعة من البرهنة الأساسية فى 
نظرية جالوا. إن ما ینقصنا هو العلاقة بين حقل الانشطار والامتداد الناظمي وهذا هو 
فحوی الم‌هنة التالية . 


مبرهنة (9-1-0) 
يكون × امتدادا ناظميا ل إذا وفقط إذا كان × حقل انشطار لكثيرة حدود على ۴. 


الرهان 

إن أحد اتجاهي البرهان يذكرنا ببرهان مبرهنة (ه-45) لنفرض أن : 
امت اداد ناظمی 8 فا لمرهنة (۱-۵-۵) فان (۳)2<. لنعتير كثيرة اخدود 
((۵)۵((...)0,)۵-)((۵,)۵-)<(۲0 على × » حيث و٥...,ر٥,‏ هی کل عناصر 
(0)16,1. بمك (×)م نرق آنها نساوی "a x"! +ayx" 2+ ...+(-1) "a,‏ 
عير 0۱۰۰۰ هي الدوال المتناظرة الابتدائية للعناصر (8(۰۰..,0,)8)د8(:0) ودع 
ولكن حينئذ تصبح العناصر ۵...٥,‏ غير متغيرة .عت تأثير كل » في (6)16,5 وبناءً عليه 
فإنها تقع في لان × امتداد ناظمي ل ۴. إذن × يشطر كثيرة الحدود (×)م في [×]۴ إلى 
حاصل ضرب عوامل خطية . لما كان جذرا ل (×)م وکان ‏ یولد × على ۴ فلا يمكن 
ل a‏ أن يكون في أتى حفل جرئى فعلى من × محوی ۴. لذا فان ۸× هو حمل انشطار (×)م 
على ۳. 

الآن نبرهن الاتجاه الآخر والذي يبدو معقذا بعض الشىء. إننا نفضل أن نفرد 
جزءا من البرهان في التمهيدية التالية . ۰ 


نمهيدية (۳-۲-۵) 
لیکن ۸ حقل انشطار (:)1 ف [«1] وليكن (×)م عاملا غير حتزل ل (»)! في [×]۴. 
ادا كانت جذدو ر ()0 هی ېه.....ږ» فإنه لكل ١‏ يوجد تمائل داي ,ه فی 6)K۸,۴(‏ 


بحیت ,0ح ( ,0 ),0. 


الحقول ¥ 


الرهان 

لا كان كل جذر ل (×)م هو جذر ل (*)1 فيجب أن يقع في >. لیکن :0 0 
جذرين اختياريين ل (×)م ووفقا بمرهنة (۳-۳-۵) يوجد تمائل > من (,75)0-,8 على 
e FF)‏ یأخذ ,ال توب جميع عناصر ۴ دون تغيير. الآن يمكننا اعتبار > حقل 
انشطار (*)1 ككثيرة حدود على ,۳. كذلك يمكننا اعتبار >1 حقل انشطار (*«)1 ككثيرة 
حدود على /5. باستخدام المرهنة (4-۳-۵) يوجد تمائل :من × على نفسه (أي 
تمائل E‏ ک) يتفق مع 5 في تأثيره على ۴. ولکن عندئذ يكون ,ه(,)0)0,(<۲ ۰ 
أي أن ,ه تترك جميع عناصر ۴ دون تغییر. هذا ما أردنا برهانه في هذه التمهيدية . 


الآن نعود لنكمل برهان ميرهنة (ه-0-5). لنفرض أن × هو حقل انشطار (*)] 
فی [*]۳. نريد أن نبين أن × امتداد ناظمى ل ۳. إن طريقة البرهان ستكون بالاستقراء 
الریاضی على [۸:۴] والفرض أنه لكل حقلين ,۴و ,× بحيث [۳,[>]:۴:,] وإذا كان 
,× حقل انشطار على ,۴ لكثيرة حدود في [×],۴ فان ,6 امتداد ناظمي ل ۴. 


إذا انشطرت (0) في [×]۴ إلى عوامل خطية فان :1-1 وهو بالطبم امتداد ناظمي 
ل ۴ لدا تفرضن أن ل (»)) عامل عبر ختزل (×)م 8 [×]۴ درجته 1<,. إن احذور 
الختلفه ,0,,0,...,0 ل (*)م والتى عددها ۲ كلها تقع ي 1 و × هو حقل انشطار (×)؟ 
باعتبارها كثيرة حدود على (,5)0. ولا كان 


۱1:۳) = EEF 
[Fa, JF] 


فباستعمال فرضية الاستقراء يكون 6 امتدادا ناظميا ل (,5)0. 

لیکن العنصر 0 فی × مثبتا من قبل كل ماثل ذاتي » في (6)16,5. إننا نريد أن 
تست ان 0 تقع نی ۴. لاحظ أن كل ائل ذاق في ((,6)1,۳)۵ يترك جميع عناصر ۴ دون 
تغیس وعلیه فانه ثبت 0. لا كان × ناظمیا على (,۳)۰ فهذا یقتضی أن تکون 8 في (,5)0. 
لذا 


(۱) (جم(<9‎ 0+. +A, aT 


۸ مواضيع في الجر 


حیت ...وی و 


وفقا لتمهيدية (5-5-") يوجد تمائل ذاتي ,ه للحقل 6 أي o,€G(K,F)‏ 
بحيث به-(به),0. لا كان :و يترك 0 وکل ,دون تغيير فبتطبيقه على (۱) نحصل على 


(۲) 0= FAa FAO... +A 
لكل 1..-. لذا فان كثيرة الحدود‎ 
رم و( رعر)ن‎ 
. ©, 0... والتي درحتها لا تزيد عن 1-] لها من الحذور المختلفةء وهي‎ K [x] في‎ 


إن هذا غير مکن إلا إذا كانت جميع معاملات (×) تساوي صفرا. وعلى الخصوص 
۸-0-0 أي م61 نما يجعل 9 في . هذا يكمل الاستقراء ويبرهن على أن × امتداد 


تعر يف 
لتكن ( كثيرة حدود في [::/:8 و × حقل انشطار (:)4 عل . تغرف زمرة جالوا 
)Galois group)‏ ل (10 على أنبا الزمرة 6)K,۴(‏ الکونة من جميع التائلات الدائية ل K‏ 


. لاحظ أنه يمكن اعتبار زمرة جالوا ل (1 بأنها زمرة تبدیلات لحذوره؛ ذلك لأنه 
إذا كان » جذرا ل ٤)×(‏ وه في (6)16,5 فان (0)0 جذرا ل () أيضا . 


الآن فاق إلى النتيجة العروفة بالرهنة الأساسية لنظرية جالوا 
lçi| (fundamental theorem of Galois theory)‏ ننشی ء تقاملا بين الحقو ل الحزئية مرن 
حقل انشطار (*)1 والزمر الحزئية من زمرة جالوا له . بالاضافة إلى ذلك إنها تعطينا 
معيارا لمعرفة کون حقل جزئي من امتداد ناظمي امتدادًا ناظميًا ل ۴. سنستخدم هذه 
الممرهنة الأساسية في البند القادم للحصول على شر وط قابلية ا حل باستخلاص الحذور 
لكشرة حدود ما. 


الحقول ۹ 


)٦"-٥( ميرهنة‎ 

لتكن (1 كثير حدود فی [×]۴ و >1 حقل انشطار ٤)۸(‏ على ۴ و (۴ ,)6 زمرة جالوا 
له . لكل حقل جزئي 7 من × حاوي ل ۴ دع 

.)2)16 , 1 (< 06 G(K,F)|o(t)=t حمیم‎ 33 

ولكل زمرة جزئية امن G)K,F)‏ دع 
(6613 لكل 616/002 ۷ .Ky=‏ 

عندئد فان اقتران 1 ب 6)K,1(‏ يكون تقابلا بين جموعة ا حقول ال حزئية من ۸ 
ا حاوية ل 1 وبين جموعة الزمر ا حزئية من (16,1) © بحيث 
| -بوجومظة-1. 
HOKE =F‏ 
]T:۴[ » ]K:T[=0)6)K,T() - ۳‏ يساوي دليل (606,7 في .G)K,F)‏ 
4 - يكون ۲ امتدادا ناظميا ل ۴ إذا وفقط إذا كانت 6)K,1(‏ زمرة جزئية ناظمية من 

.G(K,F) 

ه - عندما يكون 7 امتدادًا ناظميًا ل ۴ فان 60 تماثل .6)K,۴(/6)۸,1(‏ 


الرهان 

لا كان × حقل انشطار ل (*): على ۴ فهو حقل انشطار ل ٤)×(‏ على آی حقل 
جزئى ۲ محوي ۴. إذن باستعيال مبرهئة (6-5-8) يكون 6 امتدادًا ناظمیا ل ۲ ولكن 
من مش الناظمية يكون 7 الحقل المثبت من قبل (6)16,1 أي (16,1)ن5-16 ما يرهن 
الحزء ۱ . 

لا كان × امتدادًا ناظميًا ل ۴ فوفقا مرهنة (4-1-۵) ادا اغطینا زمرة جزئية 11 من 
(6)1,5 فإن (ب,6)1,1 -11 وهذا هو فحوى الجزء ۲ . بالاضافة إلى ذلك فإن هذا يبين 
أن أية زمرة جزئية من (0)16,۳ تظهر على الشكل (6)16,1. لذا فان اقتران 7 ب (6)16,7 
يطبق مجموعة جميع الحقول الحرئية من × الحاوية على ۴ على مجموعة جميع الزمر الحزئية 
من (,16)). من الواضح أن هذا التطبيق آحادي , لأنه إذا كانت (606)16,12-(,6)16,7 


£1۰ مواضيع تي الجر 


12 (و0),۲< رت وکع 1 
لا كان × امتدادا ناما ل 1. فمرة أخرى. باستع‌ال ميرهنة (4-1-۵) یکون 
[K:T]=0(6G(K,T))‏ 
ولكن حينئذ يكون لدينا 
0(G(K,F))=[K:F]= [K:T][T:F]=0(6G(K,T))[T:F]‏ 
وعليه يكون 
0(G(K,F))‏ 
0(G(K,T))‏ 
حيث إن الطرف الأيسر يساوي دليل (6)×,1 فی (6)۸,۴. وهذا يثبت الحزء ‏ من 
الممرهنة . 
إن الأجزاء التى بقى علينا برهانها هی تلك المتعلقة بخاصية الناظمية . أولا : 
نود ملاحظة ما یل یکون ۳ امتدادا ناظمئًا ل ۳ دا وفقط ادا كان '0)1(1 لكل » في 
(06)1,۳. لغرض ]ثبات ذلك لاحظ أنه وفقا لمرهنة (۱-۵-۵) یکون (۲-۳)2 وعلیه إذا 
كان 0)1(21 ۰ فان o)a(€١‏ لكل ه في (6)۸,۴. ولکتنا كما رأينا في برهان ميرهنة 
(۵-1-۵) أن هذا يقتضى أن يكون ۲ حقل انشطار لكثيرة الحدود 
ل ا 


] [ :۳[< 


التى معاملاعها في الحقل ۳. لما كان 7 حقل انشطار لكثيرة حدود على ۴ فوفقا لمرهنة 
(۵--۵) یکون امتدادا ناظمیا ل ۴. ومن جهة آخری إذا كان ۲ امتدادا ناظما لس 
فان (۳)2-<۲ حيث إن جذور (*)0 كثيرة الحدود الدنيا ل ه على ۴ كلها تقع في ۲ (مرهنهة 
(a10)‏ . ولکن لكل ه في (0)16,۳ يكون (0)2 جذرا ل (×)م وعليه بقع (2) تي ۲. لما 
کان لدا من قبل 2 على ۴ فإننا نحصل على '0)1(21 لكل ہی (6)),۴. 

لذا فان ۲ امتداد ناظمي ل ۴ إذا وفقط إذا كان لأي ه في (0)16,۳ و في (0)1:1 
وا في ۰۲ (000 في 1 وعليه (6)0- (()6)0. أ ي إذا وفقط إذا كان 1-(7۱۲۵)0. وهذا یعنی 
أن ۲ ناظمى على إذا وفقط إذا o"G(K,T)oCO(K,T)‏ لكل ه في (6)16,5 إن هذا 
الشرط الأخبر هو بالضبط ما مجعل ]6 زمرة جزئية ناظمية من (0)1,۳ ما يقرت 
الحزء ٤‏ من المرهنة . 


5١١ الحقول‎ 


وأخيراً إذا كان 7 ناظميًا على ۴ فإنه لاي » في (6),۴ نعلم أن 7-(1) ما جعل 
ه تعرف قاقلا ذاتبًا .10 ۲ عل السنسصو (00-(0.» لكل ق 3 کا آن 
یترك عناصر ۴ دون تغيير فیجب أن یکون .5 في (6)۲,۴. کذلك من الواضح أنه لكل 
و و ۷ في (0)6:۳ یکون .0.۲-<.(0۱) وعلیه فان التطبيق .0ج »من (6)),۴ 
إلى (0)1,۴ هو تشاکل من (6)16,5 إلى (6)1,5. ما هی نواة هذا التشاکل؟ إنها تحوي 
جميع العناصر » في (6)۸,۴ بحیث .5 هو التطبیق الحاید على ۲. أي أن النواة هي 
مجموعة العناصر » في (۳:)) بحیث (1<0.)۱(<0)1. من تعریف هذه الجموعة عة نستنتج 
أن النواة هي بالضبط (6),1. إن صورة G(K,F)‏ في G(T,F)‏ تمائل G(K, F)/G(K,T)‏ 
(عسب رة ز۱3۷)) والذي رت 0)6)K,F((/0)G)K,1((‏ تساوي [۴:] (وفقا 
للجزء ۳) وهذا يساوي ((0)6)۲,۴ (وفقا لمرهنة (5-5-6)). لذا فان صورة 6)K,۴(‏ 
في (6)1,۴ هي جميع (0)1,1 وعليه نستنتج أن (6)1,5© ياثل .G)K,F)/6(K,1(‏ هذا 
ينهي برهان الجزء الخامس مما يكمل برهان مبرهنة (5-5-8) . 


مسائل 

ا إذا كان × حقلا و5 مجموعة من التهائلات الذاتية ل ×. فرهن على أن الحقل ات 
من قبل 5 يساوي الحقل الثبت من قبل 5. (الزمرة اجزئيه من زمره جيم التائلات 
الذاتية ل × والمولدة بواسطة 5). 

۲- برهن عهیدیه (۲-۱-۵). 

نت باست‌خد ام معیار انها ١‏ ثبت أن كثيرة الحدود 1+×+” + ×+“× غر ختزلة 
على حقل الا عداد النسه . 

4 - في مثال (۲-۱-۵) . برهن عل أن کل تطبیق یعرف غالا ذاتيًا ل (5,)۵ 

8ب ٤‏ مغال (۲-۲-۵). برهن على أن الحقل بلا 5 زه )مط شت تأثر ا 


1 - بره يصورة مباشرة على أن أى تمائل دای ل × يجب أن يترك أى عدد نسبی دول 


۷- برهن على أن كثيرة الحدود التناظرة ‏ م×,...,× هي کثرة حدود في الدوال 
الابتدائية المتناظرة في ,م.....:* 


5١‏ مواضيع في ابر 


7 ۱ 1 ۱ 
8 - عبر عم يلي بكثيرات حدود في الدوال المتناظرة الابتدائية فى وی,,» 


)1( 5 
3 3 3 
2 موی , 
(ج) ره کر RE) (x‏ زمر م 


1- ادا كانت ره,ر»,,» جذورا لكثيرة الحدود التكعيبية 3+×8-×7+ × فأوجد كثرة 
الحدود التكعيبية الى حدورها 


| 1 000 : 006 5 يد 4# ين 3 
)ا( 2,7 . (ب) O’ a” O4‏ (ج) 07,02,03. 
۰ - برهن متطابقات نيوتن (Newton’s identities)‏ أى اقا aE NS‏ 


جدور كثيرة الحدود يه ... + ا "يرج + !"يرج + 8ه ()؛ وكان 
...+ ية و فان 
(۱) 0= هروه( ...مره یو +5 عندما ...ی ,1,2 ها 
(ب) 3-20 ...+ _ية ةل ؟ لكل k>n‏ 
(ج) عندما 2-5 استعن بجزء )١(‏ لتعيين و؟,ږګږک,ړک 
۱ الت أن الدوال المتناظرة الابتدائية في ,*,....,* هى حقا دوال متناظرة فى 


e 


۲ - إذا كان 1-"×=(×)م . فبرهن على أن زمرة جالوا 200 على حقل الأعداد 
النسبية هی زمرة ابدالية . 
یطلق على العدد الرکب » اسم جذر بدائي للواحد من رتبة ه 
)Primitive nth root of unity)‏ ادا كان 1[-"ن و وه حيث 009 , 


فیا سيا سیعنی ۴ حقل الأعداد التحصة , 


۳ -(۱) برهن على أنه يوجد )١(‏ من الجذور البدائية للواحد من رتبة » حيث (۸)ض 
هي داله ایلر „(Euler function)‏ 
(ب) إذا كان «ه جذرا بدائیا للواحد من رتبة « فبرهن على أن (۵)ر۴ هو حقل 
انشطار ۳-1 عل ۳0 (وبذا يكون امتدادًا ناظمیا ل ,8). 


t۳ الحقول‎ 


(ج) إذا كانت رميوه,....ره هي الحذور البدائية للواحد من رتبة 8. فبرهن على 
أن أي تمائل داي ل (ره)وط یأخذ ره إلى w,‏ حیث (۵)0>ز>1. 
(د) برهن على أن (۵,(:۴,[>0)0)و۳]. 
6 - الرموز هنا كا هي في مسألة (۱۳). 
(ا*) برهن على أنه يوجد تماثل ذاتي ,۰ للحقل (ره)وظ بأخذ ,ده إلى ,ده. 
(ب) برهن على أن معاملات كثيرة احدود (رجه»)...(وسه-»)(ره»-ء) -(),رم 
أعداد تسةه (يطلق على كثيرة الحدود (×)ہم اسم كثيرة الحدود الدورية 
لزنه نزامم cyclotomic‏ من رتبه ظ). 
١(ج*)‏ أت أن معاملات ,۳ هي ٤‏ الحقيقة أعداد صحيحة . 
6**- استعمل نتائج المسألتين (۱۳) و (۱4) لكي تبرهن على أن (,0 غير خترلة 
على و5 لكل 221 (انظر مسألة ۸ في بند ۳). 
5 احسب (×)ص لقيم 3,4,6,8-. برهن على أن معاملات كل منها أعداد صحيحة 
وأثبت مباشرة أنها غير مختزلة على ر۴. 
۷- (۱) برهن على أن زمرة جالوا ل 2-*< على ر۴ تمائل و8 زمرة التناظر من الدرجة 3. 
(ب) آوجد حقل انشطار 3-2 عل . 
(ج) لكل زمرة جزئية 14 من ,5 آوجد بر وتأکد من التقابل الذکور في مبرهنة 
( اساسا ). 
(د) أوجد امتدادا تكلا 2 × من الدرجة 2 على ۴. 
۸ - إذا احتوی الحقل ۴ على جذر بدائي للواحد من رتبة .١‏ فبرهن على أن زمرة جالوا 
ل ۳-۵ إبدالية» حیث ھی ۴. 


(ه - ۷) قابلية احل باستخلاص الحذور 
إذا كان لدینا کشمة الحدود 4+×3+× على حقل الأعداد النسبية م5 » فمن 
الصيغة التربيعية نعلم أن جذريها هما 7(/2-/3113-). لذا فان الحقل (70)77/71 هو حقل 
انشطار 4+×3+”× على ۴. نستنتج من ذلك أنه يوجد عنصر ۷-2-7 في ۴. بحيث إن 
الامتداد (ه)ر حيث ۶-۷« محوی جذري كثيرة الحدود 4 + ×3 + . 
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ومن وجهة نظر أخرى إذا كان لدينا كثرة الحدود التربيعية العامة 
+ ×+ ×=(×)م فیمکننا اعتبارها كثيرة حدود خاصة على ((75)3,,3 جقل الدوال 
النسبية في المتغيرين ,و ۹ على . إن جذري كثيرة الحدود (×)م موجودان في الحقل الذي 
نحصل عليه لخدام العنصر د إلى (:15)3,,3 حيث وه في (به,,۳)۵. إن هناك 
صيغة لإيجاد جذري (2 بدلالة رهه والجذرين التربيعيين لدوال نسبية في ,هو ية 

إن الوضع بالنسبة للمعادلة التكعيبية مشاببة لما ذكر أعلاه. فإذا كان لدينا 
المعادلة التكعيبية العامة 

p(x)=x +a, x*+a,x+ay 

يمكننا إيجاد صيغة معينة لجذورها تحوي تركيبات من جذور تربيعية وتكعيبية لدوال 
نسبية في :3,,3:,3. إن هذه الصيغة قد تكون معقدة بعض الشىء وهي معروفة باسم 
صيغة كاردان .(Cardan’s formula)‏ 
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(حيت إن الحذور التکعيتة حتارة بصورة مناسبة). إن جذور المعادلة التكعيبية هي 

wP+0”Q-(a,/3) . P+Q—(a,/3)‏ و (۵,/3)-00 +۷7۳ حيث #1 هو جذر تكعيبي 

للواحد. إن الغرض من الصيغ أعلاه هو بيان أنه بضم جذر تربيعي معين ومن ثم 
جذر تكعيبي للحقل (وة,یه,,۴)۵ نحصل على حقل توجد فيه جميع جذور (×)م. 

في حالة كثيرة الحدود من الدرجة الرابعة والتى سوف لا نقدم لجذورها صيغة 

صريحة فإنه يمكن اختزال المسألة إلى حل معادلة تكعيبية معيّنة وذلك باستخدام بعض 


اخقول ۱۵ 


العملیات النسبية والجذور التربيعية . لذا فمن المکن في هذه الحالة أیضا إيجاد صيغة 


آما بالنسبة لکشرات الحدود من الدرجة الخامسة فا فوق فلا يمكن إيجاد صيغة 
عامة حذورها کا في الحالات آعلاه ذلك لأننا سنيرهن فيا سیأق استحالة ذلك . 


إذا كان لدینا حقل ۴ وكثيرة حدود (×)م في [×]۴ فنقول إن (×)م قابله للحل 
باستخلاص امحذور (واهن۵ه۲ رط 6ا0۱۷۵0ه) على ۴ إذا آمکننا اجاد متتالية منتهية من 
احقول (ره)۲ع,۴ (وه)ر۲عو ‏ هار۴ بحيث 6F‏ 0 ¢« که ...« 
۴ "زه على أن تکون میم جذور (×)م واقعة في ۴. 


إذا کان × حمل انشطار (×)م على ۴ فتكون () م قابلة: للحل باستخلاص 
الجذور إذا آمکننا إيجاد متتالية من الحقول كما في أعلاه بحيث ,۳-. هناك ملاحظة 
مهمة سوف نستعملها في برهان مبرهنة (۲-۷-۵) وهی أنه إذا آمکننا إيجاد ,۳ فیمکننا 
الفرض أنه امتداد ناظمی ل ۴ دون المساس بعمومية دراستنا. نترك برهان ذلك 
للقارىء (مسألة .)١‏ 


نعني بكثيرة الحدود العامة به+...+۲ ۳+۵۳ (×)م من الدرجة ۰ على ۴ ما 
يل: لیکن (,۳)2,,...,2 حقل الدوال النسبية في المتغيرات ,ه,...,,هعلی ۴ ولنعتير كثيرة 
5 الخاصة به+... + ' ۵۳+ (2)م على الحقل (م3,,...,3). تقول إن (×)م قابلة 
للحل باستخلاص الجذور إذا كانت كذلك على (,,....,5)8. إن هذا ليعير حقيقة 
عن ممهوم (اجباد صيغة» لحذور (×)م محوی تركيبات من مقادير على الصيغة 
لقو ةو حيث 1 عدد صحيح موجب و (,2,,...,2)ع دالة نسبية في(,5)8,,...,3. 
عندما 8-234 آشر نا إلى إمكانية وجود مثل هذه الصيغة. في حالة 5< استطاع 
الرياضي ايبل (۱ع۸۳) برهان عدم إمكانية ذلك . بيد أن هذا لا ینفی إمكانية کون كثيرة 
حدود ما قابلة للحل باستخلاص الجذور على 5. وفي الحقيقة إننا سنقدم معیارا لذلك 
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بدلالة زمرة جالوا لكثيرة الحدود. ولكن أولا جب علینا أن نطور بعض النتائج مه 
نظرية الزمر. إن بعضا منها قدّم كمسائل في نهاية الفصل الثاني ولكن مع ذلك نعرضها 
هنا . 


تعريف 

يقال عن زمرة 6 انا قابلة للحل (ءاطة۷اهء) إذا أمكننا اجاد سلسلة منتهية من 
الزمر ا جزئية (ء)ح,0-1/,217,213,2...21 بحيث إن ۷ زمرة جزئية ناظمية 
من N,‏ والزمرة ا خارجة ,× / ,لا إبدالية . 


إن كل زمرة إبدالية قابلة للحل حيث نجعل 6= رو (»)- N‏ لتحقق التعريف 
أعلاه. إن زمرة التناظر ,5 من الدرجة الثالثة قابلة للحل. ذلك لأننا إذا جعلنا 
N= )»,)1,2,3(,)1,3,2((‏ فإنها زمرة جزئية ناظمية في :5و ,5/۸و ١1/)(‏ زمرتان إبداليتان 
لأن رتبتهم| 2 و 3 على الترتيب . يمكن إثبات أن ,5 قابلة للحل (مسألة ۳). لقيم 025 
سوف نبرهن في مبرهنة (۱-۷-۵) على أن ,5 غير قابلة للحل . 


الآن نبحث عن طريقة أخرى لوصف قابلية احل . إذا كان لدينا زمرة 6 
وعنصران 2 و ا في © فان مدل a )commutator(‏ و ا هو العنصر 156-36 3. إن زمرة 
المبدّلات الحرئية G’' (commutator subgroup)‏ في 0 هي الزمرة الحزئية المولدة من جميع 
المبدّلات في 6 (ليس من الصحيح دائما أن مجموعة جميع البدلات في زمرة © تكون زمرة 
جزئية فيها). إن أحد التمارين السابقة كان برهان أن 0 زمرة جزئية ناظمية فى 6. 
بالا ضافة إلى ذلك فان الزمرة 0/0 إبدالية » ذلك لأنه إذا کان 0ط و '20 عنصرين 
فیها حيث 3,5 في 6 فان 

(a6')(bG')=abG’'=ba(a'b'ab)G'’ 
=ba6' )6' (لأن اھ 215 في‎ 
=(bG’)(a6') 


الحفول 4 


ومن جهة أخرى إذا كانت ۷ زمرة جزئية ناظمية فى 6 بحيث 0/۷ إبدالية. فان 
60 لانه لأي عنصرين ه و ط في 6 يكون (081()3181)-(381()0321) وبالتالی فان 
۸ ۱۸۷2 ما جمل 2۱0۱۵0۳2۳ أي ۳ في 34. لما كانت ۷ تحوي جميع 
لبدلات فإنها يجب أن تحوي الزمرة التولدة منهاء ألا وهي '6. 


ان "0 زمرة بحد ذاعها» لذا یمکننا التحدث عن زمرة البذلات اة غا 
'('06)-60. إنها الزمرة الحزئية من 6 الولدة بواسطة كل العناصر ۱۵/9 (۲)0 ('3) 
حيث '3 و 'ط في '6. من السهل البرهان أن ”6 زمرة جزئية ناظمية في 6 بالإضافة إلى 
كونها كذلك في '6 (مسألة 4). تستمر على هذا النوال فنعرف زمر البدلات الجزئية 
العليا (higher commutator subgroups)‏ لكان على النحو )= .G‏ اد كل 
”6 هى زمرة جزئية ناظمية في 6 (انظر مسألة )٤‏ و 0۳/0۷۳ زمرة إبدالية . 

إن زمر المبدّلات ازئية العليا في © تقدم لنا معيارًا مقتضيًا لقابلية ا لحل وهو ما 
لي. 


تمهيدية (۱-۷-۵) 
تکون الزمرة 6 قابلة للحل إذا وفقط إذا كانت (ع)<6) لعدد صحيح 6. 


المرهان 
إدا كانت (e)‏ 00 فدع Nٍ=G' Ny=G‏ 3 هن رل( 8 ند داد (6)-(0< ۱ 3 
(ع) حي لاد ... دوا د , تلا عدن 
حيث N;‏ ناظمية فى , .لا لأنها كذلك فى 6. وأخيرا 
N. Ee 1 G-1)‏ 
N. 0 (G-D)‏ 








لذا فهي إبدالية . لذا فمن تعريف قابلية ا لجل نستنتج أن 6 قابلة للحل . 
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وبالعكس» إذا كانت 6 قابله للحل فانه توجد سلسلة (2(,)6...درل( ل(حرل(<6 
ولكن حینثذ تقع زمرة المبدلات الحزئية ,زلا. ل N,‏ في الزمرة ;× لذا حول( 
2062 '('2)6 در 692(500)درالدرلز ‏ . . .؛ 280 امن (عرم). 


إذن فإننا نحصل على (ع)<0۳. 


ذا كانت © قايلة وكانت 6 صورة تشاكلية من © فان 6 قايلة للحا . 
ی ل 


البرهان 

لا كانت 6 صورة تشاكلية من 6 نستنتج على الفور أن )(0) هي صورة 
0 لما كانت (ع) -0)0 لعدد ما ءا فان (»)-0(9) لنفس العدد ». لذا تكون 6 قابلة 
للحل وفقّا للتمهيدية اعلاه . 


إن التمهيدية القادمة تعتبر الخطوة الأساسية فى برهان أن العائلة غير النتهية من 
الزمر ٩,‏ عبر قابلة للحل 1 حالة 5<. هنا نعیی د ٩,‏ زمره التناظر من الدرحه 1. 


شهیدیه (۲-۷-۵) 
لتكن ,0-5 حيث 5<ه فان 0٩‏ تحوي كل دورة طوفا 3 في ,5 وذلك في جميع 
ا حالات ....2 .1 


البرهان 
آولا : نشير إلى الحقيقة أنه لاية زمرة اختيارية 6 إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية. 
فیها فان ١/'‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 (مسألة ۵) . 


إننا ندعی أنه إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية في ,0-5 حيث 225 وکانت ١×‏ 
حاوية على جميع الدورات التي طوها 3 في ,5 فإن ۷( يجب أن يحوي جميع هذه الدورات 


۶ ٩ الحقول‎ 


كذلك . فلو فرضنا أن (1,2,3)=ه و (0=)1,4,5 يقعان في 7 (إننا نستعمل هنا حقيقة 
کون 125) فان 

(1,4,2) < (3,2,1()5,4,1()1,2,3()1,4,5) عمو“ ۱0 2 
بقم في ۸ باعتباره مبدلاً . لا كانت ۷ زمرة جزئية ناظمية في 6 فانه لاي ,765 يجب أن 
یکون 1,4,2(۲) 7 في ایضتا. اختر 7 في ,5 بحيث ,اع(7)1 ۰ رزع(7)4 
وا-(7)2» حیث رز راو بای أعداد صحيحة مختلفة في الجال من 1 إلى «. 
لذا (وفرو,,)-1,4,2(۲) 7 يقع في . إذن ۲ حوی جميع الدورات التي طوها 3. 


إذا جعلنا 7-6 فإنها بالتأكد ناظمية في 6 وتحوي جميع الدورات التي طوها 3. 
نستنتج من ذلك أن "6 تحوي جميع الدورات التى طوها 3. وحيث إن '6 ناظمية في 6 
فان 0/9 تحوي جميع الدورات التي طوها 3. ولا كانت ”6 ناظمية في 6 فان 017 تحوي 
جميع الدورات التي طوها 3. بالاستمرار على هذا النحو نستنتج أن 00 يحوي جميع 
الدورات الق طوضا 3ى عدد صحيح موجب .k‏ 


كنتيجة مباشرة من التمهيدية أعلاه نذكر هذه النتيجة الشيقة من نظرية الزمر. 


مرهنه ( ۱-۷-۵ ( 


إن الزمرة ,5 غير قابلة للحل لقیم 5<«. 


الرهان 

إذا كانت ,6-5 فوفقا لتمهيدية (ه-0-؟), 6 تحوي جميع الدورات التي طوها 
3 في ٩,‏ لأي عدد صحيح موجب . لذا فان (») +01 لأي » ونستنتج من ذلك أن 6 
غير قابلة للحل باستعیال تمهيدية (۱-۷-۵). 


الآن نربط مفهوم قابلية الحل باستخلاص الحذور لكثير حدود (×)م مع قابلية 
الحل کزمرة, لزمرة جالوا ل (×)م. إن الاصطلاحين المستخدمين يقترحان وجود مثل هذا 
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الارتباط . ولکن أولا نحتاج إلى نتيجة تتعلق بزمرة جالوا لنوع معین من كثيرات 
اخدود. 


مهيدية (۳-۷۵) 
لنفرض أن ا حقل 1 يحوي جميع جدور الواحد من الدرجهة « رلعدد معین «) وآن 
0ھ ف ”1. دع ۳-۸ فی ۳ و × حقل انشطار ه-” على ۴. عندئذ 
K=F۴)u( - ١‏ حيث نا أي جر ل و-۳. 
١‏ - زمرة جالوا ل ه-”: على ۴ إبدالية . 


الرهان 
بای ای و نت کات دي. لاحظ أن 5-1 
ولکن 1 لكل 0>۳>7. 


إذا كان ن أي جذر ل هی × فان uu ¢ u «... « u‏ 
نا هي جميع جذور 3-”*. إن كونها جذورا آمر واضح أما عدم تساويها فإنه نتيجة لما يلي : 
إذا كان یدای عندما «>ز>:>0 . حینئذ عندما 0ں و 0-د(ل) , يجب أن تكون 
آي وهذا مستحيل لأنه ينتج عنه ۱-1( مع 1>0-ز>0. لما كان ی في ۴ فان جميع 
العناصر نا > ...۰ نا » ناتقع في (نا)ط ما يجعل (نا)1 يشطر ه-"*. وحيث إنه لا 
یوجد حقل جزئي فعلي من (۴)۵ يحوي 7 و نا نستنتج أنه لا يوجد حقل جزئي فعلي من 
۴)٥(‏ یشطر ۳-2 لذا فان (۳6 هو حقل انشطار ۳-۵ وعلیه نکون قد برهنا على أن 
.K=F(u)‏ 


إذا كان 5 و ۲ عنصرين في زمرة جالوا ل -"× » آی. إذا كان 6 و > تماثلين ذاتيين 
ل K=۴)u(‏ يتركان كل عنصر فی ۴ دون تغیس فإنه لكون ()0 و (۲)۵ جذرين ل 5۳-۵ 
يكون دأيا-(نا)ى و دايا (ن) لعددين ذو ز. لذا فان 
u= ^u‏ = (لأن وی F‏ ) (د)مايا - زد)ه- (د)عه 


وبصورة مشامهة تری أن »یا ()۲0. (دن 0۲ و ۲ یتفقان في تأثيرهما على نا وكذلك على 
۴ لدا فانب| یتفقان على (1<2۳)۷. 
ولکن حينئذ یکون ۲-70 ما مجعل زمرة جالوا إبدالية . 


لاحظ أن التمهيدية تقول إنه عندما يحوي ۴ جمیم جذور الواحد من الدرجة 5 
فبضم أحد جدور ۳-۸ إلى ۴ حيث a‏ فی ۴ نحصل على حقل انشطار ۲-2 مما مجعل هذا 
الا متداد ناظمیا. 


فيا تبقی من هذا البند نفترض أن ۴ حقل يحوي جميع جذور الواحد من الدرجة 


۸ وحمیم قيم 1 


م‌هنه ۲-۷-۵۱ ) 
ادا كانت كثيرة ا حدود (::)م ف [×]۴ قابلة للحل باستخلاص ال حدذور على ]فان 
زمرة جالوا على ۴ ل ()م قابلة للحل . 


المرهان 
لیکن × حقل انشطار (×)م على . إن زمرة جالوا ل («)م على ۴ هي (6)14,5. 
لا كانت (×)م قابلة للحل باستخلاص الحذور فإنه توجد متتالية من الحقول. 
=F(u (CE =F(u,)C ۰.۳‏ ۳۲۳ 
بحيث 0'6۴ ۰ ,€۴ ۰ .  .‏ €۴ » وحيث C۴»‏ ×. کا أشرنا سابقا فإنه دون 
التاثير على عمومية المناقشة يمكن الفرض أن »۴ امتداد ناظمي ل ۴. ويترتب على ذلك 
أن ,۳ امتداد ناظمي لأي حقل وسطي مما يجعل ,۳ امتدادًا ناظميًا لكل ,5 


باستخد ام تمهيدية (۲-۷-۵) نحل آن کل ۲ هو امتداد ناظمي E‏ ۳ وحيث إن 


,۴ ناظمي على , .۳ نستنتج من مبرهنة (1-0-) أن (:0)۳,,۳ هي زمرة جزئية ناظمية 
فل (,۳,:۳)). لنعتمر السلسلة 


۲ مواضيع في ابر 


(1) G(F,,F)26G(F,,F)26(F,.F2)2...G(F,,Fx_1)¬(e) 


ک| أشرنا الآنء إن كل زمرة جزئية في هذه السلسلة هى زمرة جزئية ناظمية في 
الزمرة ال تسبقها. لا كان 1 امتدادا ناظمیا ھن :۳ فسالاستعانة بميرهنة جالوا 
الأساضية ات مكى الزمرة (,:6)۳۴,۴ عانل (رآی۵)۴/(ر:0)۳,:۳. ولکن وفقا 
لتمهيدية (۳-۷-۵) فان الزمرة 6)۴۴ إبدالية. لذا فان کل زمرة خارجة 
(ركآءم1) 650/6 في السلسلة (۱) هي إبدالية . 


نستنتج أن الزمرة (۴ 6)۴ قابلة للحل . لما كان ,1۳و × امتدادًا ناظميًا ل 
۴ (لأنه حقل انشطار) فباستعال مبرهنة (ه-5-5) تكون (,,0)۳ زمرة جزئية ناظمية 
G(FF) ٤‏ و (رط,0)16 قائل (,۵)۳,,۳(/۵)۴. وعليه تكون (16,5) 0 صورة تشاكلية 
من (6)۴۴ القابلة للحل . لذا فبالاستعانة بنتيجة تمهيدية ۱-۷-۵ نستنتج أن 
الزمرة (6),۴ قابلة للحل . وحيث إن 6)K,۴(‏ هی زمرة جالوا ل (×)م على ۴ نكون 
بذلك قد أثبتنا المرهنة . | 


الأن نقدم ملاحظتين دون برهان 
)١(‏ إن عكس مبرهنة (۲-۷-۵) صحيح أيضاء أي إذا كانت زمرة جالوا ل (×)م 
على ۴ قابلة للحل فان (×)م قابل للحل باستخلاص ا جذور على ۴. 
(۲) إن مبرهنة (۲-۷-۵) وعكسها صحيحان حتى لولم بحتو ۴ على جذور الواحد. 


باستعادة مأ بشصدة بكثيرة الحدود العام 5 من الدرجة 7 على «F‏ 
p(x)=x"+a x" +...+a,‏ وما نقصده بقابلية الحل باستخلاص الحذور» نخلص إلى 
لمر هنة التقليدية الرائعة للرياضى ابيل (اءطA).‏ 


مبرهنه (۲-۷-۵) 
لو ین ن حل كثيرة ا حدود العامة من الدرجه 5<« باستخلاص ا جذور. 


الحفول 4۳ 


الرهان 

لقد رأينا في مبرهنة (۳-۲-۵) أنه إذا كان (,ه,...,, ۴)۵ حقل الدوال النسبية في 
المتغسيرات م3 > فان زمرة جالوا لكثيرة الحدود + ...+ ,۵ +۱۳-(0)۱ عل 
ا نوی ۳5 هي ٩,‏ زمرة التناظر من الدرجة 2. باستخدام ميرهنة (۱-۷-۵) نجد أن 
٩,‏ زمرة غير قابلة للحل عندما 5<ه. لذا فوفقا لمرهنة (۲-۷-۵) تصبح ()0 غير قابلة 
للحل باستخلاص الحذور على (ہھ,..., ,۴)۵ عندما 8<5. 


١‏ - إذا كانت (×)م قابلة للحل باستخلاص الحذور على ۴. فبرهن على وجود متتالية 

من اخقول 
(0۵) ات CF,‏ ۰ (يه) 1ر0 (,۳۴)۵< FCF,‏ 

بحيث ۵۱6۳ ۰ ,0261 4 CF‏ “ينه وي وي :میم جذور (×)م بحيث 
يكون ,۳ امتدادًا ناظميًا ل 5. 

. برهن على أن أية زمرة جزئية من زمرة قابلة للحل هي زمرة قابلة للحل‎ - ١ 

۳- آثبت أن ,5 زمرة قابلة للحل . ۱ 

4 - إذا كانت 6 زمرة . فبرهن على أن جميع الزمر 00 هي زمر جزئية ناظمية من 6. 

© - إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية من . فأثبت أن ۷۰ يجب أن تکون زمرة جزئية 
تاطمية من 8: 

٦‏ - برهن على أن الزمرة المتناوبة م 4 (زمرة التبدیلات الزوجية في ,5) لا تحوی زمرة 
جزئية ناظمية غير تافهة جميع فيم 1<5. 


(۵ -8) زمر جالوا على حقل الأعداد النسبية 
لقد رأينا فى مبرهنة (۲-۳-۵) أنه إذا كان لدينا حقل ۴ وكثيرة حدود (*)م من 
الدرجة « في [«]۳ فان درجه حقل انشطار (×)م على ۲ لا تزيد عن !2. في البند السابق 
وجدنا أنه هناك حقل ۴ وكثيرة حدود (8)م من الدرجة « على ۴ بحيث إن درجة حقل 
انشطار (5)م على تساوي !إه. في الحقيقة إذا كان ,۳ أي حقل و8 حقل الدوال النسبية 


4٤‏ مواضيع في ابر 


في المتغيرات مه,...,,ه على 70 فقد بينا أن درجة حقل الانشطار × لكثير الحدود 
p)x×(=x×"+ a,x" +... +a,‏ على ۴ تساوي ۱ بالضط . وبالا ضافة إلى ذلك بینا أن زمرة 
جالوا ل × على ۴ هى ,5 زمرة التناظر من الدرجة «. إن هذه الحقيقة هي الأساس الذي 
اعتمدنا عليه فى أن كثيرة الحدود العامة من الدرجة 5<« غير قابلة للحل باستخلاص 
الحذور. 


ومع ذلك ‏ يبدو من المستحسن معرفة أن الظاهرة التى وصفت أعلاه تحدث مع 
حقول نألفها أكثر من حقل الدوال النسبية فى ”من المتغيرات . إن الذي سنفعله, على 
الأقل. هو إثبات أنه لأي عدد أولى م يمكننا إيجاد كثيرة حدود من الدرجة م على حقل 
الأعداد النسبية بحيث إن درجة حقل انشطارها على الأعداد النسبية تساوى ام. مبذه 
الطريقة سنحصل على كثيرة حدود معاملاتها أعداد نسبية وزمرة جالوا ما على الأعداد 
النسبية هي ,5. على ضوء مبرهنة (۲-۷-۵) نستنتج من هذا أنه لا يمكن الحصول على 
جذور كثرة الحدود المعنية على شكل تركيبات من جذور نونية لأعداد تشتمل على أعداد 
نسبية بالرغم من أننا استخدمنا حقيقة كون جذور الواحد موجودة في الحقل لغرض 
إثبات مبرهنة (۲-۷-۵) وأن جذور الواحد لا تقع في الأعداد النسبية فإننا نستخدم هنا 
الملاحظة (۲) التى تلت برهان مبرهنة (۲-۷-۵) أي أن مبرهنة (۲-۷-۵) تبقى صحيحة 
حتى في حالة غياب جذور الواحد . 


إننا سنستخدم الحقيقة القائلة إن جميع جذور كثيرة الحدود التي معاملاتها أعداد 
نسبية تقع في حقل الأعداد المركبة . 


والآن نبرهن على ما يلي . 
مبرهنة (۱-۸-۵) 


لتكن 90 كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة م على حقل الأعداد النسبية 
0 » حيث م عدد أولي . ولنفرض أن ل (90 بالضبط جذرين غير حقيقيين في حقل 


الحقول 16 


الأعداد الرکبة. عندئذ تکون زمرة جالوا ل (:)9 على 0 هي ,5 زمرة التناظر من 


الرهان 

لیکن × حقل انشطار (×)ه على ۵. لما كانت (×)ي غير محتزلة على © فإنه إذا 
كان » جذرا لما تصبح 0-[0)0(:0] وفقا لمبرهنة (۳-۱-۵). وحيث إن 120)0(20 فباستعال 
مرهنة (۱-۱-۵) نحصل على lê [K:Q]=[K:Q(a)][Q(a):Q]=[K:Q(a)]p‏ جعل 
[۴:0]ام. إذا كانت 6 زمرة جالسوا ل × على © فوفقًا لمبرهنة (4-5-5) 
يكون [16:0]-(0)6. لذا فان (0)6/م > وبناء عليه فان 6 نحورى عنصرا ه 
رتبته م باست‌خدام مبرهنة كوشى (ميرهنة ۳-۱۱-۲). 


إلى هذا الحد لم نستعمل بعد فرضیتنا التى تنص على أن ل (0)2 بالضبط جذرین 
غير حقيقيين . نقوم باستخدامها الآن. إذا كان يه.ره ها هذان الجذران غير 
الحقيقين. فان يه > ره,.» - يه (مسألة ۱۳ في بند ۳-۵) حيث ره. يعنى المرافق المركب ل 
20 -1). إذا كانت مه,...,به هی الجذور الأخرى ل 00 فلكونها أعداذا حقيقية 
يكون به-.ة. لكل 1<3. لذا فإن تطبيق الأعداد المركبة الذي يأخذ كل عدد لرافقه هو 
تطبيق من × إلى نفسه وهو تماثل ذاتي ؟ ل × على © يبادل ,»و يه بینا يترك جميع الحذور 
الأخرى ل (0)2 مثبتة . 


إن عناصر 6 تأخذ مجموعة جذور (0)5 إلى نفسها ما يجعلها تعرف تبديلات ل 
ب0,.... ومهذه الطريقة فإننا نقوم بإدخال 6 في م5. إن التهاثل الذاتي > الذی وصف 
آعلاه هو الناقلة (1,2) لأن م۵<(,م)۲ ۰ ره‌ح(مه)۲ » بهدزر»ه): لكل 1<3 ماذا عن 
العنصر ث في 6 المذكور أعلاه والذي رتبته تساوي م ؟ کعنصر في ,5 رتبة 5ه هي م. ولکن 
العناصر الوحيدة التي رتبتها تساوي م في رك هي الدورات التي طوضا م. لذا فان 5 يجب 
أن يكون دورة طوطا م. 


3 مواضيع في احبر 


(دن» فان الزمرة 6 باعتبارها زمرة جزئية من ,5 محتوي على مناقلة ودورة طوها م. 
إنه لتمرين سهل نسبيا (انظر مسألة 4) برهان أن أية مناقلة وأية دورة 
طولها م في م5 يولدان ,5. لذا فان » و > يولدان ,5 . ولکنها في 6 . مما جعل الزمرة 
الولدة منیا في 6. إن محصلة كل هذا هي أن ,6<5. وبعبارة أخحرى» إن زمرة جالوا ل 
(«0 على © هي حقا ,5 ما يثبت المبرهنة . 


إن المبرهنة تقدم لنا معيارًا عاما للحصول على ,5 كزمرة جالوا على ©. الآن يجب 
أن نكون كثيرة حدود من الدرجة معلى حقل الأعداد النسبية بحيث تكون غير ختزلة 
على © وها بالضبط جذران غير حقيقيين . لأجل تكوين كثيرة حدود غبر مختزلة نستعمل 
معيار ايزنشتاين (مبرهنة ۲-۱۰-۳). وكي نجعل جذورها كلها حقيقية عدا اثنين منها 
نتصرف بمعاملات كثيرة الحدود وضمن مجال عمل معيار ايزنشتاين. هناء نقدم 
التفاصيل في حالة 5-م دع .٩)×(=2×-10×+5‏ باستعمال معيار ايزنشتيان فان ٩)×(‏ غير 
محتزل على ©. نرسم 

y=q(x)=2x°-10x+5 

باستخدام مادیء التفاضل فان للدالة المرسومة نهابة عظمى عند 2-1 ونهاية 
صغری عند ۰-1 (انظر شکل .)١-8-5‏ كما هو موضح في الرسم فان النحنی 
25-5 -(0)2 ۱ یقطم حور × ثلاث مرات فقط . لذا فان ل (×) بالضبط ثلاثة 


حذور حقيقية . 





شکل (۱-۸۵) 





اخقول £۷ 


وبناءً عليه فإن الجذرين البافیین يجب أن یکونا عددین مرکبین غير حقیقیین . |ذن 
۹0 حقق فرضیات مبرهنة (۱۸۵) ما يجعل زمرة جالوا لها على © تساوي 
و۵ باستخدام مبرهنه (۲-۷-۵) دستنتج أنه لیس مخت التعبیر عن جذور ٩)×(‏ کترکیب 
من جذور نونية لاعداد نسبية . 


.5» فى »5 برهن على أن (12) و (12345) یولدان‎ - ١ 

؟ - فى »9 برهن علی أن (12) و (5 24 13) یولدان »5. 

۳ |ذا كان 2< عددّا آولیا فبين أن (12) و (م 1-م...12) یولدان ,5. 

5 برهن على أن أية مناقلة وأية دورة طوها م في ,5 یولدان ,5 حيث م عدد أولي . 

۵ - بين أن كثيرات الحدود التالية غير مختزلة على © ولكل منها بالضبط جذران غير 


)0( ۲-33 ()۲ 
(ب) 6+3 - ()0 
(ج) 102 +10 + کرک + تيرك ورم 


5 - ما هى زمرة جالوا على 0 لكثيرات الحدود في مسألة ه؟ 
7 نشی ء كثيرة حدود من الدرحة 7 معاملا تیا آعداد نسبية بحیت آن زمره جالوا ها 


على 0 هي (5. 
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لقد عرفنا في الفصل الرابع المجموعة ")۷,W(‏ 10 بأنها تلك المجموعة التي 
تحتوي على جميع التشاكلات من ۷ إلى ۰۷۷ حيث ۷ و ۷ فضاءا متجهات على 
الحقل ۴ نفسه. وفي الحقيقة » لقد عرفنا على (10۳0)۷,۷۷ عمليتي الجمع والضرب 
بالقياسيات (عناصر ۴) بطريقة نجعل من (۷۷, ۲10۱/۷ فضاء متجهات على ۴. 

هناك حالة خاصة. لكنبا ذات أهمية وذلك عندما ۷-۷۷ ۰ ذلك لأنه بالاضافة 
إلى عمليتي فضاء التجهات يمكننا تعريف عملية الضرب لأي عنصرين بحيث تكون 
(۷, ۲10700۷ حلقه . إن (/1100)77,9 من حيث كونها مزودة مبذه الميزة المزدوجة وهی ميزة 
فضاء التجهات ومیزة الخلقة لتخسب بنية غنية جدا. ان هذه البنية وما يتزتب غليها 
من نتانج لتضفي حيوية وبریقا على الوضوع ما يجعلها تبرر بشکل قوي استحداث 
فكرة الفهوم التجريدي لفضاء التجهات . 

إن اهتهامنا سیکون مرکزا على (11070۷,۷ ۰ حيث ۷ هنا لیس أي فضاء 
متجهات اختیاری بل إنه سیکون فضاء متجهات منته البعد على احقل . إن نائية 
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۳٠‏ مواضيع في اجحبر 


بعد ۷ تفرض على (۲07:)۷,۷ نتيجة هي أن كل عنصر من عناصره تحقق كثيرة حدود 
على ۴. إن هذه الحقيقية. لرب| تخولنا أكثر من أية حقيقة أخرى الدخول مباشرة 
ال Hom(¥,V)‏ ک| آنا تسمح لنا أن نسر عور بني (۷, ۲۱۵۳۱6۷ بکفاءة وعمىق . 

إن الموضوع الذي سنتناول دراسته غالبا ما يدعى بالجسير الخطي 
(#2طعع[ث :3ءهنآ) والذي يشتمل على نظرية المصفوفات .(Theory of Matrices)‏ إن 
کون نتائجه تدخل في استخدام يومي في كل نواحي الرياضيات (وفي مواضيع أخرى) 
هي عبارة لا مبالغة فیها . 

هناك اعتقاد سائد ذلك هو أن الرياضيين يجدون متعة في عدم تطبيق مواضيعهم 
كا أنه يخيب آملهم عندما يقدم غيرهم على تطبيق نتائجهم . إن هذا الاعتقاد هراء 
حض . صحيح أن الریاضی لا يعتمد في مناقشاته على قابلية تطبيق نتائجه خارج نطاق 
الرياضيات ولکنه یعتمد نوعا ما على معيار رياصی جوهري غير ملموس لدى غيره . 
ومم ذلك فإنه تا على سحل سواء ان معكوس ذلك خاطىء . بمعیی أن 
الوضوع من الریاضیات الذی جل تطبيقات کثرة ف الميزياء والكيمياء والاقتصادى 


)١-5(‏ جر التحویلات الخطية 

لیکن ۷ فضاء متجهات على الحقل ۴. ولتکن (110)۷,۷ هي مجموعة جميع 
تشاکلات فضاء التجهات من ۷ إلى نفسه . لقد أثبتنا في البند (5-"7) أن (1000)۷,۷] 
فضاء متجهات على الحقل ۳. کا أنه لأى تشاکلین (۲,6۲1۵۲0)۷,۷,,؟ یکون 1+1 
معرفا بالقاعدة ر۷۲+,۷۲-((+,1 )۷ وذلك لكل ۰۷6۷ كا أنه لاي 
فياسي 06 یکون ,]0 معرفا بالقاعدة (,۷)۵۲,(<۵)۷۲. إن للتعبرر۷۲,(1) معنی وذلك 
لأى تشاک لین ,۲و يفي (1100)۷,۷ولأی + في ۷. ذلك لآن ٤۷‏ 77 اننا 
نعرف 1,1 بالقاعدة ر۷۲,(۲)= ۷1,۲ ودلك بالطريقة نفسها التى عملناها للتطبیقات 
من أية مجموعة إلى نفسها وذلك لأي ۷6۷ إننا ندعی الان أن (/97,9)مره71,6)11 .2 


التحويلات النطية 4۳١‏ 


لبرهان ذلك يجب علينا أن نثبت أنه لأى قياسيين » و ۴8 فی ۴ ولجميع ۷6۷,ن يكون 
a(u(T,T,))+B(v(T,T»))‏ رآ (au+Bv)T,‏ 
الآن: (au+Bv)(T,T,) = ((au+Bv)T;)T:‏ 
=(a(uT,)+B(vT,))T»‏ 
a(uT, JT + B(vT T2‏ - 
a(u(T,T2))+B(v(T,T2))‏ = 
إن براهين الخواص الاتية للضرب في (۷, ۷) 1100 متروكة کتمرین . 


(T, +12(1- 11+11 03‏ 
د( 1,112 21<(و1 +,11)1 
۳( 1,)1213(<)611(15 

061 <ر](۳12(<)۵۲‎ 1 (aT) (4 


وذلك لكل )Hom(V,V€,T,رT,,T‏ ولكل .a€F‏ 

لاحظ أن الخواص الثلاث الأولى الواردة أعلاه هى تلك الخواص المطلوبة لكى 
تجعل من 1100)٠/,7(‏ حلقة تجمیعیق كا أن الخاضة الرابعة منپا تربط بين کون 
(77, 110200377 فضاء متجهات وكونه حلقة . 

کذلك. لاحظ أنه يوجد عنصر 1 في (۲1070)۷,۷ معرف بالقاعدة ۷۲-۷ لكل 
۷ ويحقق الخاصة 11-11-17 لكل (716)1102)9/,7 ومهذا يكون (1100)77,9 حلقة 
بعنصر وحدة. وفضلا عن ذلك إذا وضعنا 1-1 في الخاصة الرابعة فإنا نحصل 
على (1-1,)01» وحيث إن 01>-(0)117-,01(1) لذلك نجد أن(71,)»1-,1(1») 
وذلك لكل (0,/٠)مم10]»‏ ,1 . أي أن آه يتادل مع كل عنصر في (102)1/,7] 
وسنكتب » دائيا» في ا مستقبل آه على أنه ». 


تعريف 

يقال إن ا حلقة التجميعية ۸ هی جر (72اءج1) على ا حقل ۴ إذا كانت ۸ فضاء 
متجهات على 1 وکان بإلا ضافة ال قلق (نانه)ة- ط(قه)-(80)ه لكل همع ,2 ولكل 
۳ 0. 


EY‏ مواضيع في الجعر 


إن تشاكلات وتمائلات ومثاليات الجبريات معرفة كما في احلقات مع إضافة شرط 
محافظتها على بناء فضاء المتجهات . 

إن الملاحظات الواردة انفا تدل على أن (۷, 110710۷ هو جر على ۴ ولتسهيل 
الاصطلاحات» سنكتب من الآن فصاعدا (102)9/,9] على أنه (۸)۷ ومتى ما أردنا 
التاكيد على دور الحقل ۴ فإننا سنكتبه بالصيغة (/19)جه. 
تعريف 


إن التحويل ا خطى على فضاء التجهات ۷ على ا حقل ۴ هوعنصر من (۸,)۲۷. 


سنشیس أحياناء إلى (۸)۷ على أنه حلقة أو جير التحويلات الخطية على ۷. إننا 
تيع إنبات نظيرة ميرهنه كيل للزمر وذلك الا لأى جر ۸ بعنصر الوحدة على 
الحقل ‏ وذلك في التمهيدية الآتية. 


)١-1١-5( تمهيدية‎ 

, 5 "je 5 أ[‎ 5 ۳ 3 

إذا كان ۸ جرا بعنصر وحدة على ا حقل فان ۸ ییائل جيرا جزئيا من (۸)۷ ۰ 
حيث ۷ فضاء متجهات ما على اخقل 1. 


الرهان 

لا كان ۸ جرا على ۴ لذلك فإنه يجب أن يكون فضاء متجهات على ۴ ولهذا 
سنضع 8-7 لكي نبرهن التمهيدية . 

إذا كان 26۸ فانتا تعرف ه۸ج1,:۵۸ کی یل 71-8 لكل 26۸. إن رآ نحويل 
خطي على ۷(-۸) وذلك لانه من قانون التوزیع على الیمین نجد 

و ۱۲۷۵۷۵۷۵۷ ۷) تآ + (vı‏ 
وحيث إن ۸ جس فانه یکون 
(av)T,=(av)a=a(va)=a(vT,)‏ 

وذلك لأى a€A‏ ولای 1 . أي أن ,1 فعلا حویل خطي على ۸. 


لنعتير التطبیق (4+۸)۷:ل العرف بالقاعدة ,2۷۲ لكل 2۸. إن ب عائل 

من ۵ إلى (۸)۷ ولإثبات ذلك نفرص أن 2,6۸۵ وآن 0,۵6۳ عندئذ 
Bb)=a(va) + B(vb)‏ +۷)0۵<وو+یی 1 ۷ 
وذلك لكل ۷۸ ووفقا لقانون التوزیم من الیسار وکون ۸ جبر على ۴ نجد أن ذلك 
يساوي : 
)181 ه)؟ ح 1 )م +( ]0/۷ 
وذلك لان كلا من ,۲ و ,1 تحويل خطي وبالتالي فان م81+,01-ممبيم1. ومن ثم 
فان د هو تشاكل فضاء متجهات من ه إلى (۸)۷. بعد ذلك نحسب ور٣۷‏ 
حيث ۸ 3,66 » حيث جحد 
(1,1) 711 ) <-۷2(9) < (۵0) ۷ ۷۲ 

(لقد استخدمنا قانون التجمیم في هذه احسابات) وهذا یقتضی أن TST‏ 
الطريقة نجد أن ب هو تشاکل حلقة من ۸ إلى (۸)۷. إلى هنا نکون قد برهنا على 
أن ب هو تشاکل من ۰۸ باعتباره جبراء إلى (۸)۷ وکل ما بقي لدینا هو تحديد 
نواة بهه. لنفرض أن العنصر 264 ينتمى إلى نواة له عندئد 20 بته » أي أن 1-0 وبالتال 
فان 0-,1؟ لكل ه»». الآنء إن ۷-۸ کا أن ۸ يحتوي على عنصر وحدة هوء ولذلك 
0-<,۲. وفضلا عن ذلك فان ه-هع-,0-61. وبذلك نكون قد أثبتنا أن 220 أى أن 
النواة تتکون فقط من العنصر 0 ما یقتضی أن ب تمائل من ۸ إلى (۸)۷ وبهذا ينتهي برهان 
التمهيدية . 

ان العمهبلیه ند التور الهام| الذي تلعبه اخبریات (۷) ۸ ذ أنه في 
هذه الجبريات یمکن أن نجد صورة مائلة لاي جر. 

لنفرض آن ۵ جر بعنصر وحدة على الحقل ۴ ولیکن "×+ ...+ ×,» +يه - ()م 
كثيرة حدود في [×]۴. فإذا كان 36.4 فان (3)م يعني العنصر "2م0+...+0,2+عره في ۸. 
وإذا كان 0-(32)م فإننا نقول عندئد إن ه يحقتى (×)م. 


تمهيدية (1-1-5) 
لنفرض أن ۸ جير بعنصر وحدة على ۴ وأن بعذ ۸ على ۴ هو «1 » عندئذ کل 
عنصر في 4 يحقق كثيرة حدود في [«[7 درجتها على الأكثر هي 77. 


۳ مواضيع في ابر 


الر‌هان 

ليكن ء هو عنصر الوحدة في ۸ فإذا كان 26۸ فلنعتبر العناصر "2,87,...,3,» في 
۸ التى عددها 22+1. وحيث إن بعد ۸ على ۴ هو " واستنادا إلى تمهيدية (4-۲-6) فان 
العناصر "ه,..., 3,8,» يجب أن تكون مرتبطة خطيا على ۴ إذ أن عددها هو 1+. 
وبعبارة أخرى. توجد عناصر ,به,...,,0,مه في ۴ ليست كلها أصفارا بحیث یکون 
0 +... +0۱۵ +006 وعندئد فان 2 محققق كثيرة الحدود غير التافهة 
"ااي 0 + . ... +6 ,)0 ما > (36) 0 التي درجتها على الأكثر هي 7 في .F[x]‏ 


إذا كان ۷ فضاء متجهات منتهى البعد على ۴ وكان بعده هو « فإنه استادا إلى 
النتيجة الأولى للمبرهنة (۱-۳-۶) يكون بعد (۸)۷ على ۴ هو 52. وحيث إن ۸ جير على 
۴ . لذا فاننا نستطيع تطبيق تمهيدية (-۲-۱) عليه لنجد أن كل عنصر من (۸)۷ يحقق 
كثيرة حدود على ۴ درجتها هي على الأكثر .ان ذه الحقيقة أهمية جوهرية في جع ما 
سيتبع ولذلك فإننا ندونها على الصيغة الآتية . 


مبرهنه )١-1١-5(‏ 
(دا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ وکان بعده « وإذا كان 7 هو أي عنصر من 
(۸)۷ فإنه توجد كثيرة حدود غير تافهة [:9)5(611 درجتها على الأکثر 7 بحیث تكون 

007-0 


سنری في بعد أنه یمکننا أن نقول الشیء الکثیر عن درجة (×) وفی الحقيقة 
ستکون قاهرية على آن ع كاي خاو («) و بحيث تکون درجتها 
على الأكثر «. إن هذه الحقيقة ليست إلا مبرهنة شهيرة في هذا الموضوع هی تلك 
المعروفة بميرهنة كيل هاملتون (02غ1ند13]-لزءالة0). ولکننا في الوقت الحاضر يمكن 
أن نستمر دون اة إلى تقدير دقيق لدرجة ()۹ وكل ما نحتاجه وجود كثيرة حدود 


التحویلات الخطية ۳۵ 


لا کان لكل (۸)۷ ٤‏ ۰7۲ حيث ۷ فضاء متجهات منتهی البعد ؛ تو جد كثيرة حدود ما 
(۸) ۾ بحيث یکو ن 0= (1) 4 . إنه بالإمكان إيجاد كثيرة حدود من درجه دنيا هي (×) م في [×]۴ 
تتمتع هذه الخاصة. ونطلق على كثيرة الحدود (×)م كثيرة الحدود الدنيا 
(لدنهه‌صرامم لهدرتمنم) للتحويل الخطي 1 على . وإذا كان 1 يحقق كثيرة حدود ما 
هي (۰ فان (×)ط|(×)م. 


تعریف 
يقال إن للعنصر TEA(V)‏ معکوس أيمن (right inverse)‏ إذا مجد S€A(V)‏ 
بحيث يكون 15-1 زان 1 هنا يرمز إلى عنصر الوحدة في (۸)۷). 


وبا مئل تعريف المعكوس الأيسر (عءإء۷١‏ ۱6۶۱) وذلك إذا وجد (116۸)۷ بحيث 
يكون 0۲=1. وإذا كان ل 1 معكوس أيمن وأيسر وكان 15-171-1 فان من 
السهل إثبات أن 5-17 وأن 5 وحيد ونترك لك ذلك كتمرين . 
تعر يف 

يقال إن للعنصر (4)77 7 معکوس )inverse(‏ أو أنه منت (:وانوءء) وذلك ادا 
وجد له معكوس أيمن وأيسرء بمعنى أنه إذا وجد عنصر (/564)1 بحيث يكون 
1 -15-:51 وسنكتب 5 على الشكل ۰ 1. 


يقال عن العنصر الذي ليس منتظيما في (۸)۷ إنه شاذ (132ادومةة). إنه من الممكن 
تماما لعنصر من (۸)۷ أن يوجد له معكوس أيمن دون أن يكون منتظا . 
مثال ذلك لیکن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية وليكن ۷ هو [×]۴ . أي مجموعة كثثيرات 
الحدود في المتغير × على ۴ وليكن 5617 معرفا كما يلي : 


دو كف = ومو 
dx‏ 


وليكن ۲ معرفا 5 یل 


q(%)T = [* q(x) dx 


6 مواضيع في ابر 


عندئد 5171 بين| 15-1 وكيا سنری بعد قلیل » أنه إذا كان ۷ منتهى البعد على ۴ فإنه 


مرهنه (5-١-؟)‏ 
إذا كان ۷ منتهی البعد على ۲ فإنه یوجد معکوس للعنصر (۲6۸)۷ إذا وفقط إذا 
كان اخد الثابت من كثيرة ا حدود الدنیا 1 لیس صفرا. 


الرهان 
لعکن "ك0 + . .. + يا ريه ديه > ( )0 و 00 > هی كثيرة احدود |الدنيا ل ۲ على 
۴. فادا كان 0عجمه وحيث إن 
مه هب0 -()0-0 
فاننا نجد : 
7 +24 ا (a, T+ a‏ 4 = 1 


02 


500 


7 [(رمب. .+1 q(T‏ 
وبناء عليه فان 


1 1-1 
و‎ = 3 (a T+ (به+...‎ 
0 (o 1 


هو معکوس 1 ومن ثم فإنه يوجد ل 1 معكوس 


ومن ناحية أخرى» لنفرض أنه يوجد معكوس ل ۲ وأن 0-مه ومن ثم فإن 
:aT+ayT"+ ... +a T*=(a, +aT+...+a,T")T‏ 6 
بضرب هذه العلاقة من اليمين ب ۲7 نحصل على 
1-0 ]ين + .. . + 1 يه + a,‏ 


q(x)=a, taxt... + ax 


التحويلات الخطية املاع 


في [×]۴. وحيث إن درجة (0)5 أقل من درجة (×)م وهذا غير ممكن لذلك يكون #20م» 
وبذلك يتم إثبات المرهنة . 


نتيجة (۱) 
ادا كان ۷ منتهی البعد على ۴ وكان يوجد معكوس ل (۲62۸)۷ فإنه يمكن التعبير 
عن عل هيئة كثير حدود فی 7 على 1. 


المرهان 
لا کان یوجد معكوس ل 7 لذلك فانه وفقا للمبرهنة نجد آن : 
0۲۳20 +... +0۲ دوه , اجره 
ولکن عندئد : 


T= L(a+ogT+.. +a) 


نتيجة (۲) 

ه ل 

ادا كان ۷ منتهى البعد على ۴ وكان (4)17 1 شاذا فإنه يوجد 5۶0 في (۸)۷ بحيث 
کون 511-15-0 


الرهان 

لا كان ۲ غير منتظم لذا فان الحد الثابت في كثيرة حدودها الدنيا يجب أن يكون 
یگنس أي أن “يرن + ...+× ()0 ومن ثم فان *آي»+...+1,»-0. إذا كان 
=u, +... +a‏ فان 0غ53 (لأن درحة اه +...+ره آقل من درجة (×)م ) كذلك 
فان 51-715-0. 


نتیجه (۳) 


إذا كان ۷ منتهي البعد على ۴ ووجد معكوس أيمن 1 فإنه يوجد معكوس ل:1 . 


E۳۸‏ مواضيع في ابر 


الرهان 
5 
لیکن 1= ۲. لو كان ۲ شاذا فإنه يوجد 5 و 53220 بحيث إن ۲-0 
ومع ذلك فإن 


0-)51911-5)111(-51- 50 


الان نود تحويل العلومات الموجودة في مبرهنة 7١-5‏ ونتائجها من (۸)۷ إلى تأثير 
1 على ۷. إن النتيجة الأساسية ذا الخصوص هی . 


2 
إذا كان ۷ منتهی البعل على ۴ فان 4)1٠7(‏ :1 يكون شاذا إذا وفقط إذا وجد ۷۷ 
0 بحيث يكون 71-0 . 


الرهان 
من نتيجة (۲) لمرهنة (۲-۱-۲) يكون 1شاذا إذا وفقط إذا وجد 90 فی (۸)۷ 
بحيث يكون 15-0 < ]5. وحيث إن 5۶0 . لذلك فإنه يوجد عنصر ۷٤۷‏ بحيث يكون 


لاو ۷ . 


لیکن 7-5 ۰ عنذئذ 
۱۷۷-۱ ( ] ۷۷)5-< ](۷۹)-- ]۷ 
وبدلك نکون قد حصانا على متجه غير صفري "نی ۷ الذی ینعدم بواسطه 1. 
وبالعكس. إذا كان ۷۲0 حيث ۲-0 فإننا نترك برهان أنه لا يوجد معکوس ل 1 
نحن لا نزال بصدد البحث عن مميز اخر لشذوذ أو انتظام محویل خحطي بدلالة 
تأثيره الكل على ۷. 


التحويلات الخطية ۳۹ 


تعر یف 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فإننا نعرف مدی (ع7')278 » أي 7 کا یل 
V}‏ 176 ۷ 


یکن إثبات أن مدی 7 هو فضاء جزئى من ۷ . إنه يتكون من صور عناصر 
۷ بواسطة 7. لاحظ أن مدى 7 هو كل ۷ إذا وفقط إذا كان 7 غامرا . 


مرهنهة )5-١-5(‏ 
إذا كان ۷ منتهی البعد على ۴ فان (7۲6۸۲۷ یکون منتظ) إذا وفقط إذا كان 7 يطبق 


الرهان 
کےا هو الحال غالبا فان أحد اجاهی هله المرهنة يكاد يكون تافها ذلك هو أنه 
إذا كان 7 منتظ| فان ۷۲(۲)-<۷ حيث ۷6۷ ومن ثم فان ۷۲-۷ ۰ أي أن 1 غامر. 


چ 2 ع 
غامرا. الآنء لما كان 1 شاذا فإنه استنادا إلى مبرهنه )"-١-5(‏ يوجد متجه €۷ ,0۶۷ف 
۷ بحيث يكون ۲,۲-0. استناذا إلى تمهيدية )٥-۲-٤(‏ فإنه يمكن توسيع ۷١‏ إلى أساس 


واولا ل ۷ وب الت ال فإن كل متجه في 1 هو تركيب خطى للعناصر 
W < ۷] ,..., ۷,2۷‏ ,۷۱-۷ ولا كان 8-0 وأيضا نا كان ۷۲ مولدا بعناصر 


عددها 7-1 هی ,۷,,...,۷ فاننا نجد أن : 
dım ۷ 1 2 1-1 > ۷‏ 


إن مبرهنة )4-١-5(‏ توضح لنا أنه یمکن تمييز العناصر النتظمة من الشاذة في 
حالة فضاء ات التجهات النتهية البعد وذلك حسبما یکون التحویل الخطى غامرا أم لا . 


ع مواضيع في ابر 


فإذا كان (/768)9 فإنه يمكننا أن نعبر عن ذلك بقولنا إن 7 منتظم إذا وفقط إذا كان 
۷ (ن هذا يقرر لنا أنه يمكن استخدام (2)91:نك ليس فقط كأداة 
لاختبار الانتظام ولكن كمقياس لدرجة الشذوذ (أو لنقص الانتظام) لعنصر 1 من 


(۸)۷ 
تعریف 

إذا كان ۷ منتهی البعد على ۲ فان مرتية (18111) 1 هی بعد ۷1 على » حیث ۷7 
هو صوره [1. 


سیخ طرتبه ۲ بالرمز (۲)۲. فان كان 1(<2۷): فإن ۲ منتظم (ومن ثم فانه 
لیس شااغ الاطلاق). ومن ناحية أخرى إذا كان 0-(1): فان ۲-0 الأمر الذی 
یجعل 7 شادًا إلى أقصى حد. . ان اطرتبة باعتبارها دالة على (۷) ۸ هى دالة مهمة جدا 
وفيما يلي ندرس بعض خواصها . 


تمهيدية (۳-۱-۲) 

ادا کان۷ منتهي البعد على ۴ فإنه لأى (/5,1/4)17 يكون 
r(ST)sr(T) (|‏ 
(Y‏ (۲)15(>7)1 « (ومن ثم فان (r(ST)<min{r(7),(S)}‏ 
۴ (101-(7)15-(51): وذلك لعنصر منتظم 5 من (۸)۷. 


الرهان 
نبدا بالترتیب 
)١‏ لما كان ۷۹۷ و ۷5(۲۷۲)-(۷)5۲ ۰ لذا فإنه وفقا لتمهيدية (5-7-4) يكون 
dim(V(ST))sdimVT‏ « أي أن .r(ST<r(T)‏ 
۲ لنفرض أن -(5): عندئذ فان أساس 1 يتكون من عناصر عددها 7 هي 
۷,۷2۰۰۰۷۳ ولکن ۷۲(۹) عندئذ یکون مولذا بالعناصر ۵,...,«,,5,» ومن ثم فان 
بعده على الا کر سای ولا كان : 


r(TS)=dim(V(TS))=dim((VT)S)sm=dimVT=r(T) 
.)۲( فإنه بذلك يتم برهان‎ 
: إذا كان 5 منتظ| فان ۷۹-۷ ومن ثم فان 9/5(1-7/1)-(77)51 وبالتالي فان‎ ۳ 
r(ST)=dim(V(ST))=dimVT=r(T) 


وحيث إن هذه العناصر تولد (7)15 فإنها تكون أساسا ل (7)15 وعندئل : 
٩ (< 01۳0) ۷) ](( 01۳ ٠/1 >) 1(‏ ] )۲ 


إذا كان (/4)19 1 وکان (4)17 > 5 منتظ فان (-7)515-(1): 


الرهان 
من اء الثالث من التمهيدية السابقة نحل 
r(STS=r(S(TS°))=r((TS")S)=r(T)‏ 


ما 
افرض أن ۷ فضاء متجهات منتهي البعد على الحقل ۴ وذلك في جميع المسائل ما 

لم بنص علی حلاف ذلك . 

١‏ - أثبت أن (5>۸)۷ یکون منتظا إذا وفقط إذا أنه مها كانت العناصر 6۷م۷,,...,۷ 
مستقلة خطيا فان ۷5,۷,6,...,۲,5 مستقلة خطيا أيضا. 

۲ - برهن على أن (/)م76 يتعين تماما وذلك بمعرفة تأثيره على أساس ۷ . 

۳- آثبت نمهيدية 8153م حتی ولو کان ۸ لا محتوی عل عنصر وحدة. 

٤‏ - إذا كان ۸ هو حمل الأعداد المركبة و ۲ هو حقل الأعداد الحقيقية فان ۸ جر بعده 
2 على ۴ وإذا كان 8-0+8164. فاحسب تأثير ,1 على أساس ۸ على ۴ (انظر 
تمهيدية .)١-١-5‏ 


4۲ مواضيع في الجبر 


۵ - إذا کان بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وكان (۸-۸)۷. فاكتب أساس ۸ على ۴ ثم 
احسب ,1 لكل عنصر هف الأساس. 
٦‏ - إذا كان ۷<1,«ن۵. فأثبت أن (۸)۷ ليس إبداليًا . 
- لتكن ( لكل 5 في (۲6۸)۷(|5۲-15:۸)۷) 7 مجموعة في (۸)۷. أثبت أن 2 
تتكون من حاصل ضرب عنصر الوحدة في (۸)۷ بعناصر من . 

۸- إذا كان ۷<1« فل. فأثبت أن (۸)۷ لا يحتوى على مثاليات ثنائية االجانف سوى 
2 

1 ثبت أن استنتاج مسألة (۸) يكون غير صحيح اا يكن لاني دی 

۰ - إذا كان ۷ فضاء متجهات ما على ۴ وكان ل (/168)9 معكوس أيمن وأيسر 
فأثبت تساوي المعكوس الأيمن مع المعكوس الأيسر ومن هذا أثبت أن معكوس 
1 یك 

-١‏ إذا كان ۷ فضاء متجهات ما على ۴ وكان يوجد ل 1٤۸)۷(‏ معكوس أيمن 
وحيد . فأثبت أنه يوجد ل 1 معكوس . 

۲ - أثبت أن العناصر المنتظمة في (۸)۷ تشکل زمرة. 

۳ - إذا كان ۲ هوحقل الأعداد الصحيحة قياس 2 وإذا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 2. 
فاحسب زمرة العناصر المنتظمة في (۸)۷ ثم آثبت أن هذه الزمرة تمائل 
و5 ۰ أى زمرة التناظر من الدرجة الثالثة . 

6 - إذا كان ۴ حقلا منتهيا مكونا من عناصر عدهها؟. فاحسب رتبة زمرة العناصر 

المنتظمة في (۸)۷ > حيث إن بعد ۷ على ۴ يساوي 2. 

۵ - حل المسألة )١14(‏ في حالة کون بعد ۷ على ۴ يساوي . 

5" إذا كان ۷ منتهي البعد . فأثبت أن كل عنصر من (۸)۷ يمكن كتابته على شكل 

۷ - يقال عن العنصر (9)ث 2 إنه متساوي القوى (06001600) إذا كان .E”=E‏ 
فإذا كان (۲۸)۷ متساوي القوی. فأثبت أن ,۷۷,۷ حیث 0= ۴رہ لكل 
۷۵ ۷۱۳-۷ لكل 6۷ ۷ 

۸ - إذا كان (۲»۸7۷ وکان میز ۴ لا یساوی 2 وکان ۲-۲ فالبت أن 


۷-۷۷۷ حيث 
)۷۱6۷ يقتضى أن ۷۲-0 
ب), 61 ,ل یقتضی أن ,۷۲-۷ 
ج),۷ ۷6 یقتضی أن رب< ۲ ,۷ 

۵۹ إذا كان ۷منتهي‌البعد وکان (0۳6۸)۷. فاثبت أنه یوجد عنصر (56۸)۷ 
بحيث یکون ۲-570 عنص ا متساوي القوی . 

۰ - يقال عن العنصر (۲6۸)۷ انه معدوم القوی (۱«ع؛ممانم) إذا كان 1۳-0 
حيث 7 عدد ماء فإذا كان 1 معدوم القوى وكان ۷۲-0۷ حيث ۷70 
عنصر ما فی ۷ و €۴ فاثبت أن 0=. 

۱ - ادا كان ۲ معدوم القوى . فاشت أن *0,7+. . + “1ه + 01 +مه منتظم شريطة 
أن یکون 0جمه. 

۲ - إذا كان ۸ جرامنتهي‌البعد على ۴ وکان 26۸. فأثبت أنه لعدد صحیح ما 
0< ولكثيرة حدود ما [×]€۴(×)م یکون (۵**!2)2<؟ 

۳- آثبت. باستخدام السألة (۲۲). أنه إذا كان ۸ فانه توجد کثيرة حدود 
٩)×( ۳۴]‏ بحیث يكون (2*9)2-*2. 

۶6 - أثبت» باستخدام المسألة (۰)۲۳ أنه إذا کان ۸  »‏ فإن.ه اما أن یکون معدوم القوی 

أو أنه يوجد عنصر 0۶06۸ من الشکل (۵)2-<۰ حيث ۸)×(٤۴]×[‏ ۰ بحیث 

یکون 9*<0. 

22-2 ۔ إذا كان ۸ جرا على ۴ (لیس ضروریا أن یکون|منتهی لبعد) واذا كان‎ ٥ 
معدوم القوی» حيث 26۸. فاشت أن ۾ إما أن يكون معدوم القوى أو أنه يوجد‎ 
عنصر امن الصيغة 2)2(40-ط حیث [:]۳() ۰ بحیث یکون 0<؛‎ 

۷۹ اذا كان (07-۸)۷ شاذا. فأثبت أنه يوجد عنصر (96۸)۷ بحیث یکون 

15-0 ولکن 51520. 

۷ لق آن بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وأن ساس ایض بت تانق كن أن 
افرع بحیث إن ر8۷ + ۲-0۷ ,لاو ولاق + ۷= ]رلا حیث 1 8,ل,(],0. آوجد 
كثيرة حدود غير صفرية في [×]۴ درجتها تساوي 2 محققة من قبل 1 . 


٤‏ مواضيع في احبر 


۸ - إذا کان بعد ۷ على ۴ یساوی 3 وکان أساس ۷ هو و۷,ر۷, ۷ وكان ۲٤۸)۷(‏ 
تحیث أن ۷ + ۷ =a; ¥ ta‏ ۷1 1-3 ولکل۳) ;. أوجد كثيرة 
حدود درجتها تساوى 3 حققه من قبل ۲. 

01 - لیکن بعد ۷ عل ۴ يساوي 2 وليكن صاش ۷ هو ,۷,...,۲ ولنفرض أن 
(۸)۷ ۲6 بحیث یکون : 


۷ 1 2-0۷ )-0 1۱۷27۰۰۰-۷ 


(T=, VT =, Vt 2۷۰‏ ۷ 
حيث 6۳به,...,,0. فأثبت أن ۲ يحقق كثيرة حدود 
.ارب ۵+ Pp)‏ غل 1 
۰ ادا كان (۸۸0۷> 1 حقق کشرة دود [*0)(۳۲. فاشت أن 9157 مشق أيضا q(x)‏ 
حيث (۸)۷ 5٤‏ عنصر منتظم . 
۱ - (۱) ادا كان ۴ هو حقل الأعداد النسبية وکان بعد ۷ على یساوی 3 وکان 
:۷۷,۷ هو أساس ۷. فاحسب مرتبة (76۸)۷ العرف بالقاعدة 
رد۷ لاح 1 ۷ 
۷+ لا ]را 
+ ولاح ۷٩1‏ 
(ب) أوجد متجها 0۶۷,۷6۷ بحيث يكون ۷۲-0 
۲- برهن غلل أن مدى 1 و (07617711-0)-11هما فضاءان جزئيان من ۷. 
۳ - إذا كان (۲6۸)۷ وكان (0-“77|:1؟) دولا حيث » عدد ما . أثبت أن ,۷ فضاء 
جزئى وأنه إذا كان ۷۲۳6۷ فإن ۷6۷ 
۶ - أثبت آن تين احدود الدنیا د على ۴ تقسم جميع كثيرات الحدود المختلفة 
المحققة من قبل على ۴. 
۵ ذا كان (1)« هو بعد نا الوارد في المسألة (۳۲). فاثبت أن ۷«نه-()مب(0 


(5؟) الحذور الممسيزة 


سنقصر اهت‌امنا في بقية الفصل على التحويلات الخطية على فضاءات المتجهات 
ا منتهية البعد وعلیه فإنه من الآن فصاعدا سیکون ۷ دائما فضاء متجهات منتهی البعد 


على اخقل ۴ . 


التحويلات الخطية {4٥‏ 


إن الجبر (۸)۷ يحتوي على عنصر وحدة وللسهولة سنرمز له بالرمز 1 ۰ كما أن 
الرمز ۸-1 » حيث (16۸)۷ و 268 يعني بالنسبة لنا ۸1-1 
تعريف 

إذا كان (164)17 فان ۸٤۴‏ يدعى جدرا میزا )characteristic root)‏ أو قيمة 
واقعبة T J) Eigenvalue)‏ إذا كان ۸1-7 شاذا : 

نودء فیا یل تمييز خاصية کون عنصر من ۳ جذرا میژا وذلك بمعرفة سلوك ۲ 
على ۷. 


مرهنه (۱۰۲-۲۱) 
يكون العنصر 26۴ جذرا میزا ل (7>۸0۷ ادا وفقط ادا كان ۰۷1-1۷ حيث 
۷ »© رعولا 


الرهان 

إذا كان ۸ جذرا میزا ل ۲ فان 21 شاذ ومن نم ومن ميرهئة (۰)۳-۱-۲ يوجد 
متجه 6۷ 03۷ بحيث يكون ۷)۸-۲(<0 وعندئد فان ۷۲-<1۷. 

ومن ناحية آخری. إذا كان ۰۷۲-1۷ حيث 07۶۷6۷ » فان 0-<(۷)۸-۲ وبالتالي 
ووفقا لرهنة (1-5-”) يجب أن يكون 2-7 شاذاء أي أن ۸ هو جذر میز ل 1. 
مهیدیه (۱-۲-۲) 

إذا كان 16۳ جذرا میزا ل (76۸)۷ فإنه لآی كثيرة حدود [::[1) (90 یکون (90 
جذرا میزا ‏ (9)1. 


الرهان 
لنفرض أن ۸6۳ جذرا میزا ل ۲. عندئذ» استنادا إلى مبرهنة (۱-۲-۲) یوجد 


متجه عير صمری في ۷ بحیث یکون ۰۷۲-۷ ماذا یمکن أن نقول عن ۷۲۶ ؟ 


44 مواضيع في الجر 


الان )بن مهو بالاستمرار مهذه الطريقة نجد أن 
۷۲۳2۷ وذلك لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة ۲. إذا كان 
+a‏ ...+1" 2 + نوت q(T)=a,T"+a,T™'+...+a, Oj > < q(x)‏ 
ومن ثم فإن 

vq(T) =v(agT"+a,T™'+...+aq) ۵) ۷۲۳( +2, )۷۲۳ (۰.۲ 

۵.۷+ اید) ‏ 
وذلك استنادا إلى الملاحظة الواردة أعلاه . وهکذا فان 0-((0)1-(10)؟. ووفقا لمرهنة 
)١1-5-5(‏ يكون (0)و جذرا مميزا ل (0)1. 

وكنتيجة مباشرة لتمهيدية )١-۲-١(‏ تكون لدينا الحالة الخاصة (والمهمة جدا) 
الاتية . 


إذا كان ۸6۴ جذرا میا ل (۲6۸)۷ فان 1 يكون جذرًا لكثيرة ا حدود الدنیا ل ۲ 
وبصورة حاصه ‏ يوجل عدد منته من ا جذور ا مميزة ل 7 ف ۴. 


الرهان 

لنفرض أن (:)م هي كثيرة اخدود الدنيا ل 5 على ۴ » أي أن ۳(=0)م. إذا كان 
۴ جذرا مميرًا ل 7 » فانه يوجد متجه 0۶۷6۷ بحيث يكون ۷۲-2۷. وکا في برهان 
تمهيدية )1١-1-5(‏ 00(9م-(5)م7 » ولكن 0-(0م الأمر الذي يقتضى أن ۸(۷=0)م 
وحيث إن 77220 لذا فإنه جب أن يكون لدينا ۸(=0)م مما يعني أن ۸ جدور ل (×)م. ولا 
كان عدد حذو ر 0 في F‏ متتها (و ف الحقيقة. لا كانت “م>(<)م عءل حيث 
2۷ لذا فان عدد جذور (<)م یی هو على الاق (nُ‏ لذلك فانه پوجد عدد 
منته فقط من احذور المميزة ل 7 في ۴. 

إذا کان (۲6۸)۷ وكان (۸)۷ 56 منتظ| 
فان 


-5۲5 ۳-915( 515) و ۳-5۲5( 615),...,ونتوعنرنودی. 


وبالتالي فإنه لأي ٤۴]×[‏ («)و يكون '-50)1(5-(-0)515. وخصوصا.ء إذا كان 0-(0)1 
فان 0-<(5151)ن. وهكذا إذا كان («)0 هي كثيرة احدود الدنيا ل ۲ » فإنه ينتج بسهولة 
أن (×)م هی كثيرة الحدود الدنيا ل '-515. هذا نكون قد برهنا على التمهيدية الآتية . 


مهیدیه (1-7-5) 
ادا کان (۷) 1,5٤۸‏ وكان 5 منتظ) فان 7 و "915 ه) نفس كثيرة ا حدود الدنيا . 


شرف 
يقال عن التجه ۷ € 0+۷ إنه (characteristic vector) ja» ai‏ تابع للجذر ا مميز 
۳ ادا کان ۷۲-۸۷ . 


ما هي العلاقة. وذلك في حالة وجودها. التى يجب أن تتوفر بين التجهات المیزة 
ل 7 والتي تتبع الجذور المميزة الختلفة؟ إن الاجابة على ذلك هي في البرهنة الاتية . 


مرهنه (۲-۲-۲۱) 
اد كانت heal, EF‏ هى ا حذور المميزة ی (۷ وكانت 7 و ا 


مستقلة حطیا على . 


الرهان 
عندما ۲-1 لا يوجد شىء يتطلب الرهان . لذلك نفرض أن 6<1. إذا كانت 
۷ مرتبطة خطيا على ۴ . فانه يوجد علاقة على الشكل 0= ۷+ ۷,٣...‏ » 
حيث ۳>,....,,» کا أنها ليست كلها أصفارا. في جميع العلاقات التى من هذا النوع 
يوجد علاقة تكون فيها العاملات غير الصفرية أقل ما يمكن» وبترقيم التجهات 
بطريقة مناسبة فإنه يمكن أن نفرض أن أقصر علاقة هي : 
ور( , 0- رارق + ... + 6۷ )۱( 


4۸ مواضيع في الجبر 


الان نؤثر ب 1 على العادلة (۱) مع الأخذ بعين الاعتبار أن :۷1-2 فنحصل 
عل 
۵۷0( + .. . + 2۵,۷ )۲( 
بضرب المعادلة (۱) ب ,ثم الطرح من المعادلة (۲) نجد 
اج رارم( ,0+ ... +ولاوق( (A-A‏ 
الان إن ۸,0 عندما 1<ذى) أن 6:70 ومن ثم فان 2,(6:0:) ولکننا پذا نکون 
قد حصلنا على علاقة بين التجهات ,۷,.۷:....,۷ أقصر من التى في )١(‏ . وهذا التناقض 


نتیجه (۱) 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ وکان ۵۷-7 فان عدد جذور 7 ا مميزة ا مختلفة في ۲ لا 
یمک أن يزيد عن 1. 


الرهان 

إن أية مجموعة من التجهات الستقلة خطیا في ۷ یمکن أن تحتوي على الاکثر 
على 2 من العناصر. وحیث إنه یمکن أن ينشأ عن أية محموعة من الحذور الميزة ل 1 
مجموعة مقابلة من المتجهات المميزة المستقلة خطيًا وذلك وفقا لمرهنة (7-5) فان ذا 
يكون قد تم برهان النتيجة . 


نتيجة (۲) 
إدا كان (۷ ۲٤۸)‏ وكان 07۷-۸ وإذا كان عدد جدور 1 ال مميزة المختلفة في ۴ 
هو 7 فإنه يوجد أساس ل ۷ على ۲ يتكون من متجهات 7 ا مميزة . 


سنترك برهان هذه النتيجة للقاریء. إن نتيجة (۲) تعثير الأولى من ميرهنات 
سنتطرق إليها. إنها تنص على أنه يوجد أساس معين لفضاء التجهات يجعل وصف 


التحويلات الخطية ٩‏ ۶ 
مسائل 


في هذه السائل سیکون ۷ فضاء متجهات منتهی البعد على ۳ . 

۱- إذا كان ۲٤۲۸)۷(‏ و [×]۴٤(×)ے‏ بحيث أن 0-(0)1. فهل صحيح أن كل جذر ل 
()و هو جذر مميز ل 7 ؟ برهن على أن إما هذا صحيح . أو أورد مثالا تثبت فيه 
أن هذا غير صحيح . 

؟ - إذا كان (۸)۷ >7 وكانت (×)م هي كثيرة حدود7 الدنيا علی۴ وإذا كانت جميع جدور 
(:)م تنتمی إلى . فأثبت أن كل جذر ل (×)م هو جذر مميز ل 1. 

۳ لیکن بعد الفضاء ۷ على ۴ يساوي 2 حيث ‏ هو حقل الأعداد الحقيقية وليكن 
أساس ۷ هو ره,,۷. أوجد الحذور المميزة وكذلك المتجهات المميزة المقابلة ل ^ 
العرف كما ی : 


)ا( وبا ۷ VT‏ , 1+ ۲۷ ۷ 
(ب) ۷۲2-۷ , 5۷,6۷ ۷,1 
(ج) 6۷ ,3= ]۷ , ولاك + ناح 1 ۷ 


ء - اذا كان ۷ هو کماورد في المسالة (۳) وکان (6۸)۷] معرف كما 
ای : Fv)‏ ۷ ]۷ + 7ع 1 ۷ » حیت 6۲ 0,۵,۷,۵. 
(۱) آوجد الشم وط اللازمة والكافية لکی یکون الصفر جذرا میژا ل ٣‏ وذلك بدلالة 


0:۵۰۷,۵. 
(ب) آوجد الشروط اللازمة والكافية لكي یکون ل 7 جذران ميزان محتلفان وذلك 
بدلالة ۷,۵: 0:۵ 
۵ - إذا کان بعد ۷ على ۴ يساوي 2. فأثبت أن كل عنصر من (۸)۷ يحقق کثبرة حدود 
درجتها على ۴ تساوي 2. 
5* - إذا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 2 وکان (5,۲۸)۷. فاثبت أن (51-15) یتبادل مع 
جميع عناصر ( ۸۵۸۲۱۷ . 


۷- برهن على نتيجة (۲) التابعة لمرهنة (۲-۲-۷). 
۸ إذا كان بعد ۷ على ۴ هوه وكان (16۸)۷معدوم القوى. (أي أن 0-*1 . لعدد 
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ما ۲) فاثبت أن 0-0 (إرشاد: إذا كان ۷6۷ فاستخدم کون العناصر 
مرتبطة خا على . 


(-۳) المصفوفات 

على الرغم من آننا ناقشنا التحویلات الخطية منذ بعض الوقت الا أن مناقشتنا 
تلك ۸ تتطرق إلى تفاصیل دقيقة تتعلق بتلك التحویلات. إذ أن التحویل الخطى 
بالنسبة لنا كان مجرد رمز (غالبا هو 1) يؤثر بطريقة معينة على فضاء متجهات . وعندما 
ركز التفكير في الوضوع خارج نطاق الأمثلة القليلة التي واجهناها في السائل. فاننا في 
ا ب ا ساك لذا فإنه من الواضح أنه لغرض 
متابعة الموضوع إلى أبعد من ذلك فإنه ستكون هناك حاجة لدراسة مفصلة وكاملة 
لتحويل خطي مفروض . ولنذكر مسألة معينة تتعلق بالتحويل (ولنفرض. جدلاء في 
الوقت الحاضر أن لدینا الوسائل لإدراكها) وهى : كيف نجد الجذور المميزة لتحويل 
خطي بطريقة عملية؟ 


إن ما نبحث عنه هي طريقة بسيطة لعرض التحويل الخطي . أو بعبارة أكثر دقة 
طريقة بسيطة لتمثيله . إننا سوف ننجز هذا باستخدام أساس خاص لفضاء المتجهات 
وأيضا باستخدام تأثير هذا التحويل الخطى على هذا الأساس . وعندما يتم إنجاز مثل 
هذاء فإنه باستخدام العمليات في (۸)۷ یمکننا استحداث عمليات للرموز الحديدة 
بحيث نجعل منها جبرا . إن هذا الشيء الجديد, مفعما بالروح الجبرية. يمكن دراسته 
كموضوع رياضي شيق في حد ذاته. هذه الدراسة هي التي تشمل موضوع نظرية 
المصفوفات . 


ومع ذلك. فإن تجاهل أصل الصفوفات. بمعنى دراسة مجموعة الرموز مستقلة 
عيا تمثل » یمکن أن یکون مکلفا ذلك لاننا نستبعد مقدارًا عظييًا من العلومات القيدة. 
وبدلا من ذلك فإننا سنستخدم ٠‏ دائما. التفاعل بين النظام الجرد. (4)۷ ۰ والنظام 


التحويلات الخطية £0١‏ 


لیکن ۷ فضاء متجهات بعده « على الحقل 7 ولیکن ,۷::...,۷ هو أساس ۷ على 
۴. فاذا كان (۲6۸)۷ فإنه یمکن تعیین 7 على متجه بمجرد معرفتنا لتأثره على أساس 
۷ 
ولا كان ۲ يطبق ۷ إلى نفسه فٍن ۷,7,...,۷,۲ يجب أن تکون كلها في ۷. وکل عنصر من 
هذه العناصرء باعتبارها عناصر من ۷ ۰ یمکن کتابتها بطريقة وحيدة کترکیب خطي 
للعناصر ,۷,,...,۷علی ۴. 
وهكذا فان : لا ل . 4 ولاو 0 ۱۷ 0 ]۷ 

۷ ۰.۰ 09۷( 0۱۷ < 1 ولا 


۷: 1 < 0۱۷ apg... Aan 


۷۰1 > و تن ان‎ ... Cann 


T= Zav را‎ 


إن جموعه الأعداد المرتبة 3 في ۴ والی عددها مہ تصف ۲ تماما . کا یمکن 
استخدامها لتمثيل 1. 


تعر يف 

ليحن ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو 7 ولیکن م۷ :...,," هو اساس ۷ علی ۴ 
إذا كان (4)17/ 1 فان مصفوفة (::1131) 7 بالنسبة للا ساس ,۲,,...,۲ وتكتب بالصورة 
rmn(T)‏ هی : 


لا ام 17 Cry‏ 


پر ۰۰ رم ردقا 


_ مگ‎ p2 ۰۰۰ 0 





حت ار << ا" 
2 ل له 7 1 
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المصفوفة » عندئذ» هي صفيف مربع من عناصر ۴ بدون أي خواص إضافية 
بعد والتي تمثل تأثير تحويل خطي على أساس معطى . 

دعنا نفحص الثال الاي : لیکن ۴ حقلا و ۷ مجموعة كثيرات الحدود في × من 
الدرجة 2-1 أو أقل على ۴. ولنعرف على ۷ التحويل ¬ بالقاعدة . 


E 1-4‏ 0 + ...+ ل كومس عق + ,0 = 10 (Bû RE EB‏ 
من الواضح أن «1 تحويل خطي على ۷ وهو في الحقيقة مؤثر التفاضل . 


ما هي مصفوفة ۲ ؟ إن السؤال يبقى بدون معنى مالم نحدد أساسا ل ۷ 


: الان‎ 
vı D=1D=0=0v, +0۷ -۲ ۰.۰.۰۳۷ 


...+ 1۷ 1 -10* - (آر۷ 
0۷+ ...+ 0۷+ 1(۷-) ی 0۷+ .. و0 + 0۷ (1-) ]1 بر( ۷ 


۷ و 0۷+ و 0 ۳( 1-ع) دا "برع رز‎ + )1-1 (۷۰ FOV, 


بالرجوع إلى تعريف مصضوفة التحویل الخطي بالنسبة لاساس مفروض نری أن 
5 مو فة D‏ تالت للاساس رت ۷۳ أى m,(D)‏ مي 


ت - © بت ۰ 
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رغم هذاء فإنه لا يوجد أي خصوصية للأساس المستعمل أو بكيفية ترتیب 
عناصره . 
لنفرض أننا أعدنا ترتيب عناصر هذا الأساس» عندئذ نحصل على أساس آخر هو: 


وحم عست سای ۳-2 __ 1 
1< , ۷۷,..., لا .367 رار =X‏ ۷ 


ما هي مصفوفة التحویل الخطي ¬ نفسه بالنسبة لهذا الأساس؟ 


الان: 


wı D=x"'D=(n-1) ”ير‎ 2-087 +(n-1) ۷۷۷+... 
wıD=x™D= (n-i) ۳۳۲0 +... +O0w; + (n-i)w;, ...وب ر‎ + Ow, 


w_D=1D=0=0w, +Owر+...+O0w,‎ 


ومن ثم فإن (2)ر” . أية مصفوفة 1 بالنسبة لهذا الأساس هی : 


0 ... 0 (1حس)0 
(n-2)... 0 .... 0 0‏ 00 
0 0 .... (3حص)... Û‏ 0 0 





EE FS امد‎ ol 
ECON 1 يع‎ UY so با‎ 





فبل آن انرك هذا الال دعنا نحسب مصفوفة 2 بالسبة لاساس آغر ل 
۷عل .F‏ 
لنفرض أن : 
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1F‏ 1 لاب 1 -ونا, 1 > إلا 


من السهل التأكد من أن ,ا,...,,نههو أساس ل ۷ على ۴. ما هى مصفوفة 0 بالنسية 
لهذا الأساس؟ 


: لا كان‎ 
نا‎ ( < 1D=0=0u, +0u, +... 
uD=(1+x)D=1=1u, +Ou,+...+Ou, 


u,D=(1 +x )D=2x=2(u,-u,)=-2u, +2u,+0u;+ ... +013 


u D=(1+x"™!')D=(n-1)x"™*=(n-1)(u,-u,) 
یلا0 + ...+ وتا تا (90-1)سح‎ F(N-1)u,_ (FOU, 


فان صف 23 0 تالنسية هلا الأساسء أى ( )۱۳ هی 


= 


0 0 مع 1غ Û‏ 03 

0 0 تسد إل 0 1 ۱ 

mر(D)= سوا چ وب‎ 0 0Û 
ی ول و‎ 0 00 

0 





-(n-1)0 0....(n-1) 0 


من هذا المثال نرى أن مصفوفات 0 » بالنسبة للأساسات الثلاثة الستخدمة تعتمد 
ماما على الأساس . وعلى الرغم من اختلاف هذه الأساسات. فان المصفوفات المختلفة 
تمثل نفس التحويل الخطي ¬ كا أننا نستطيع تکوین من أية واحدة منها متى ما عرفنا 
الأساس الستخدم في تعيينها. وعلى الرغم من اختلاف هذه المصفوفات فاننا نتوقع 
وجود علافه ما بين المصفوفات (0)," و (52)12 و (۲0): وسنعين هذه العلاقة تماما فا 
بعل , 


التحویلات الخطية ۵ ۵ 


و لا كان الااساس الستخدم في کل مرة هو في متناول أيديناء فانه إذا كان لدینا 
تحويل خطي ۲ (والذي تعریفه» بالطبم لا یعتمد على أساس لفضاء التجهات) فإن 
من الطبیعی » بالنسبة لنا» أن نبحث عن آساس يجعل مصفوفة 7 تأخذ شکلا حیلا. 
فعل سبيل المثال: ادا كان 1 تويلا حطیا على ۷ الذي بعده على ۲ هو « واذا كانت 
جدور ۲ المميزة الختلفه في ۴ هی ,1,...,,(فانه من نتيجة ۲ التابعة لمرهنة (۳-۲-۹) 
نستطيع إيجاد أساس ۷ على ۴ بحیث یکون ,۷,-۷:۲. وبالتالی فإنه بالنسبة 
هذا الأساس ستأخذ مصفوفة 1 شكلا أبسط هو: 


8 0 ع‎ 0 
m(D= f 0 بذ‎ 0 .... 0 


0 QO O د‎ ۳ 
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لقد رأيناء أنه متی ما تم اختیار أساس ل ۷ فانه یمکن أن نربط مصفوفة لكل تحویل 
خطي » والعکس صحیح . أي إذا اخترنا الأساس ,.....,1۷ ۷ على ۴ وإذا كانت لدینا 


ا لصفوفة 





ت فا عقا حویل حطی ۲ معرف على ۷ بالقاعدة: aj;‏ - ۷1 لاحظ أن 
مصفوفة التحويل الخطى المكونة انفا بالنسبة للأساس ,۷,....,۷هی ماما تلك المصفوفة 
التي بدأنا بها. وهكذا نجد أن أي صفيف مربع يمكن أن يقوم مقام مصفوفة تحويل 
خطي ما بالنسية للأساس E‏ 


45 مواضيع في الجبر 


إن العب‌ارات الآتية: الصف الأول. الصف الثاني. . . . الخ للمصفوفة. 


سنشير إلى العنصر :»في الصف رقم ا والعمود رقم ز بأنه ذلك العنصر في الموضع ([ز,1) 
من المصفوفة . 


إن كقابة الصفوفة بالشکل الوارد سايكا لیس مرا ولذلك سنکتب 
المصفوفة دائا على الصيغة (») على أن العنصر فى الموضع (ز,ن) من الصفوفة هو ه. 

لنفرض أن ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو 2 وأن لازو هو أساس ۷ 
على ۴ والذي سيبقى بدون تغيير في المناقشة التالية. لنفرض أن 7 و 5 هما تحويلان 
خطيان ل ۷ على ۴ مصهوفتاهما (::5)->-(12)1 و (و)-(8) على الترتيب بالنسبة للأساس 
العطی . إن هدفنا هو حويل البنية احرية ل (۸)۷ إلى مجموعة المصفوفات الى 


عناصر ها .F ٤‏ 
أولا وقبل كل شيء» يكون 5-17 إذا وفقط إذا كان ۷۹-۷۲ لأي ۷٤۷‏ ومن ثم 
فان 5-7 إذا وفقط إذا كان 5-01,؟ لأي متجهات ,۷,,...,۷تکون أساسا ل ۷ على ۴. 


بعبارة آخر ی 5-1 إذا وفقط إذا كان ٥=‏ لكل اولکل ز. 
إذا كان (ن»)-(5)5 و (:)-(5)1 فهل من الممكن تعيين (5)5+7 ؟ با أن 
m)5( =);‏ فان 0۷ ۷:92 و بالمثل ۷1-2۷ وبناء عليه فإن 
Tv; =E(O; +);‏ + ۷1-20 +۷5 (9+71) ۱ 
ولکن استنادا إلى تعریف مصفوفة التخويل الخطي بالنسية لاساس معطی يكرن 
()<(1 +08 حیث ا + زر رب لكل ¡ ولکل | بط نا مانله نشت آنه ادا كان 
۴ فان (ر)=(۳)۷8 » حیٹ :۷9زا > لكل ذ ولكل ز. 


التحويلات الخطية {oY‏ 


إن الحساب اق تعدا هو حسات (۲)8۲ . 
الآن 
v;(ST)=(v;S)T= (Zo; ¥ JT= Zo; (vT)‏ 
و لکن : 
v1 = 27j»;‏ 
بالتعريض 5 الصيغة الواردة اعلاه نحصل على : 


»0 )2 > (رلان )يرت - (7,)51 


(أثبت ذلك . ولذلك فان ر.(-(70)51 حيث 20 =۷ لكل ذ ولكل ز. 


من أول نظرة يبدو أن حساب مصفوفة حاصل ضرب تحویلین خطيين بالنسبة 
لأساس ما معقد. ومع ذلك نلاحظ أن العنصر في الوضم (ز,ذ) في (0)57: یمکن 
الحصول عليه كا يلى. اعتبر صفوف 5 على أنها متجهات وكذلك أعمدة ۲. عندئذ 
يكون العنصر في الموضع ([,1) من المصفوفة (51) هو حاصل الضرب الداخلی للصف 
رقم في 5 بالعمود رقم زف 27 


ولنوضح هذا بال مثال الآتي . لنفرض أن 
1 ; )-(« وأن . n=;‏ 

عندئذ يكون حاصل الضرب الداخلی للصف الأول من 58 بالعمود الأول من 7 هو 
3 -(2()2)+(1-)(1) لذلك فإن العنصر في الموضع (1,1) من المصفوفة (72)51 هو 3. 
کا أن حاصل الضرب الداخلي للصف الأول من 5 بالعمود الثاني من ۲ هو 
6-(2()3)+(1()0) وبالتالى فان العنصر في الموضع (1,2) من المصفوفة (72)51 هو 6. 
أيضا إن حاصل الضرب الداخلى للصف الثاني من 5 بالعمود الأول من 7 هو 
4()2(>5)+(1-)(3) وعليه فان العنصر في الموضع (2,1) من المصفوفة (70)51 هو 5. 
وأخيرا فان حاصل الضرب الداخلی للصف الثاني من 5 بالعمود الثاني من 1 هو 
2 > (4()3)+(3()0) وعليه فإن العنصر في الموضع (2,2) من المصفوفة (72)51 هو 12. 
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وهكذا فإن : 


۱ 3 ٩ 
00)51(-( ود‎ 
إن ادف من الناقشة السابقة هو تهيئة الطریق للإنشاءات التي نحن على وشك‎ 
البدء با‎ 


لیکن ۴ حقلا. إن الصفوفه من النوع ۸× على ۴ هي الصفيف (2۲۲۵۷) المربع 
من العناصر في ۴ ۰ أي 


۴۱ Eee 


n2 ۰-۰ an‏ ولا 
(والتى سنكتبها على الشكل (ربه)). لتكن : 
€F}‏ يبه |(زیه)) < ,۳ 
سنقدم في ,۴ فكرة التساوي بين عناصرهاء المع والضرب بعناصر من ۴ وکذلك 
الضرب بحیث نجعل منها جرا على ۳ كما سنستخدم خواص (1): حيث (16۸)۷ 
وذلك کمرشد لنا. 
0 نصرف (:6)-(ه) وذلك لأية مصفوفتين من ,۴ |ذا وفقط إذا كان .8- رنه 
لكل ذو ز. 
۲ نعرف (:)-(:8)+(نزه) حيث 8+ وه رن لكل ذو ز. 
۳ نعرف» من أجل ۳ (:۷)0:(<)۳ ۰ حیت زره ۷ رس لكل او [. 
)٤‏ نعرف (ر۷)=(ر6)(ر») حيث 6= ز۷ لكل 1و [. 
لیکن ۷ فضاء متجهات بعده « على ۴ وليكن ۷...۷ هو أساس ۷ على ۴. 
إن المصفوفة (2)1 بالنسبة للأساس ,ل.,...,, تربط (16۸6۷ بعنصر (2)1 في ۴. 
إننا ندعي أن التطبيق من (۸)۷ إلى ,5 الذی يطبق على (2)1 هو تماثل جيري من 
(۸)۷ عل ,5. ووفقا لهذا التهائل يكون ,۴ جرا تجميعيًا على ۴ (ويمكن التحقق من ذلك 
مباشرة) . نطلق على ,آجبر جميع المصفوفات من النوع 1 على .F‏ 


إن كل أساس ل ۷ يزودنا بتهاثل جبري من (۸)۷ على ,5. هذا ومن الممكن 
البرهان على أن كل تمائل جبرى من (۸)۷ على ,1 يمكن الحصول عليه ذه الطريقة . 


وعلى ضوء الطبيعية الخاصة لكل تمائل بين (۸)۷ و ,7 . فإننا سنطابق أحيانا 
التحويل الخطي بمصفوفته وذلك بالنسبة لأساس ماء كما سنطابق بين (/9)ه و ,5. في 
الحقيقة » يمكن اعتبار ,۴ على أنه (۸)۷ الذي يؤثر على فضاء التجهات 7-7569 المكون 
من جميع النونيات المرتبة على ۴ » حيث تؤثر م6 (:») على الأساس المكون من 
(0:0,...:۵,1) م۷ ,... و(0,1,0,...,۵) = ,(1:0,۰.,0) ۷ 
بالقاعدة : (وه):2۷< الصف رقم في (نه). 


نلخص ما ورد سابقا بالمرهنة التالية : 


ميرهئة (۱-۳-۲) 

إن جموعة جميع الصفوفات من النوع 267 تشکل جرا على ۴ یرمز له بالرمز ,۴. 
وإذا كان ۷ فضاء متجهات على ۴ بعده ۸ فان (۸)۷ و ,متئلان باعتبار کل منبیا جر 
علی ۴. واذا كان ,۷,,..,۷ اساسا ل ۷ على ۴ وکانت (7) هی مصفوفة (76۸)۷ بالنسبة 
لا ساس ,۷....,, ۷ فان التطبیق (7):-1 هو اثل جبري من (۸)۷ على ,۴. 


إن العنصر الصفري في ,۳ بالنسبة لعملية الجمع هو الصفوفة الصفرية وهي التي 
جميع عناصرها أصفار وغالبا ما سنکتبها على الشکل 0. إن مصفوفة الوحدة. التي هي 
عنصر الوحدة في ,۳ بالنسبة للضرب هي الصفوفة التي عناصرها القطرية 1 وأصفار في 
سوی ذلك وسنکتبها على الشکل ١‏ أو ,1 روذلك عندما نريد التأكيد على سعتها) أو حتى 
على الشکل 1. وإذا كان ۰6۳ فان الصفوفة 


ا 


(الفراغات ا خالية تدل على أنها عناصر صفرية) تدعى بالمصفوفة القياسية 


(تنتاهم ععامعع) بالنظر إلى التهاثل بين (۸)۷ و ,]فان من الواضح أن ل االمع1 
معكوس إذا وفقط إذا كان للمصفوفة (7)1 معكوس في ,*5. 

إذا كان لدینا حویل خطى واخترنا الاساسین ,۷,,...,۷ و Soo‏ ۷ عل ۴ 
فإنه ينشأ عن كل أساس مصفوفة هما (0,)7 و (7), وهما مصفوفتا 7 بالنسبة للاساسین 
المذكورين على الترتيب. ما هي العلاقة بين (5,)1 و (0,)1 وذلك باعتبارهما مصفوفتين 
أو باعتبارهما عنصرین من سم تفی تفت ,F؟‏ 


مرهنة (۲-۳-۲) 

إذا كان ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو 7 وکانت مصفوفه (1>۸۵)۷ بالنسية 
للاً ساس ,۷,,...,۷ 1 ۷ على ۴ هي (7,)1 ومصفوفته بالنسبة للا ساس ,1۷,,....۷ ۷ 
على ۴ هي (7)ر« فإنه یوجد عنصر ٥٤۴,‏ بحیث یکون 7 ©(0:0,)1 -(77:)1. وف 
ا حقيقة ذا كان 5 تحویلا ولا على ۷ د بالقاعدة ,75-1 » ١,...,1=1,2فإنه‏ یمکن 
اختيار © لتكون (11,)5. 


البرهان 
لنفرض أن (رم)-(1), و (و8)- )يفا عند ل زازع < ۷:۲ رازن 2 - ۷1 


,۷۱۰۰۰ آساسین ل ۷ على ۴ ولا كان 5 يطبق ۷ على نفسه فانه وفقا لمرهنة )4-١-5(‏ 
يوجد معکوس ل 5 في (۸)۷. 


الآن :۷:۲2 وحيث إن ۷:5 = ,۷ ۰ فإنه بالتعويض عن ۷:1 نحصل على 
(95) 12۵ (۷,5). ولكن > عندئد 


۷:)51 (2 5 


ز ij‏ 
وحيث إنه يوجد معكوس ل 5 فإنه يمكن تسیط هذا إلى ۶8۷( ۷:)515. و اتتادا 
إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأساس مفروض يكون 


التحویلات الخطية أ ۶ 


)T(رm,(STS"')=(6;)=m‏ 
ومع دلك. فإن التطبيق (7),-1 هو تماثئل من (۸)۷ على ,۳. ولذلك فان 
(1(,)6) رس(ة) بس(" ك)رسم(1) رسرة)رم ع( -515),م 
وبضم هذه المعلومات مع بعضها نحصل على 
(5)بم(1) ,رسرك)رم>-(1)يم 

وهذا هو تماما ما تدعيه المرهنة. 

نوضح المبرهنة الأخيرة بمثال وهو مصفوفة التحويل ظ الذي سبق وان درسناه 
وذلك بالنسبة للاسس المختلفة . لاختصار الحسابات سنفرض أن ۷ هو فضاء كثيرات 
اخدود على ۴ من الدرجة الثالثة أو أقل . وأن 2 هو مؤثر التفاضل المعرف بالقاعدة 

+ و 2 )D =a,‏ كارن + “كاين +07 مه ) 

وكا رأيناء سابقا. فان مصفوفة (1 بالنسبة للأساس “يرح رلا “يع و > رلا, 1 ع را 
ي 
0 0 
m,(D)= 2 :‏ 


۱ 


9 3 


0 


0 0 
0 1 
0 0 
0 0 
كي أن مصفوفه (1 بالنسة للأساس + u‏ ,1+4 لا u=1+x,‏ ,1= اهي 

0 0 0 0 
۱ 0 0 1 
»(D)= f‏ 
و 2 و ار 

/ 0 3 0 - 
ليكة 5 هو التحویل اخطی العرف بالقاعدة : 
و10 37> + 1 حر لاع ذيلا , ( 1ح ) ۷۱-۷ 

عندئذ تكون مصفوفة 5 بالنسبة للأساس ور ولا,رلا,/ هی : 


1 0 Û ÛÎ 
1 
1 
1 


تا تڪ نس 


1 0 
. 0 1 
0 Û 


1۲{ مواضيع في ابر 


وبحساب بسيط يتضح لنا أن 





1 0 0 0 
a 1 0 0 
1 بت‎ 
واس م ات‎ 8 
i ê ۵ 4 
: وعندئد‎ 
1 00 316 Zû Û0 0 0k 21 FO 5 
۱ 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 ۱ ۲ 
Cm,(D)C'= 
Ae) 1 0 1 0 1102 00 |] =1 0 1 0 
1 0 0۵17 ۵05 22 با‎ FEV 
û 8-6 Û7 
1 0 0 û 
a a للفلا از يو و‎ 
ف‎ 0 3 û 


إن المرهنة تؤكد على أن معرفة مصفوفة التحويل الخطي بالنسبة لأي أساس 
تسمح لنا بحسابها لأي أساس اخر ما دمنا نعرف التحويل الخطي (أو الصفوفة) الذي 
إننا لى نجب بعد على السؤال: إذا كان لدينا حويل خطي فكيف يمكن حساب 
جذوره المميزة؟ إن هذا سيأتي فيا بعد. وسنرى أنه بمعرفة مصفوفة التحويل الخطي 


كيف يمكن تكوين كثيرة حدود جذورها هى بالضبط الجذور المميزة للتحويل الخطي . 


مسائل 


: احسب حاصل ضرب المصفوفات الآثمة‎ ١ 


۲ Z2 لا 1 اد إلى‎ TS 
۱ -1 ۰ 2 1 4 
3 4 3 1 -1 -1 


ب ع واه 


ج) 


3 
3 
1 
3 


د | دن | دن مب | دي 


۰ ]۱ 
ف ۱ 1 0 
۲ - محقق من جميع الحسابات الواردة في المثال الموضح فرهنة (5--7) . 
- برهن باستخدام تعريف الجمع والضرب في ,۳ أن 
A(B+C)=AB+AC )١‏ 
ب) (AB)C= A(BC)‏ 
حیث ,6۳ ), A,B‏ 
٤‏ - أثبت أنه لای عنصرین ,۳ ۸,۲ تکون (۸8-8۸) مصفوفة قياسية . 
ه) لیکن ۷ هو فضاء كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة أو آقل على ۴ ولنعرف ۲ كما 
بل : 
(1 )وه + (1 +) ره + (1+ع) حل aX (T= ag‏ + ادا +0 ) 
احسب مصفوفة 1 بالنسبة لكل من الأساسين : 
Û‏ ین ۱ 
ب) ۷2,1۲۷ +7,1 + 1,1 
ج) ادا كانت الصفوفء في الفقرة (ا) هي ۸ وفي الفقرة (ب) هي 8 فاوجد 
مصفوفة ٣‏ بحيث يكون .B=CAC'‏ ` | 
1- زذا كان ۷-۳۳ وکانت : 
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Ff 2‏ 1 
3 1 0 
هي مصفوفة (16۸)۷ بالنسبة للأساس 
v= )0,0,1(‏ ,(0,1,0) و۷ ,(1,0,0) v‏ 
فأوجد مصفوفة 1 بالنسبة لكل من الأساسين 
1( (0,0,1)>ونا , )0,1,1(=رu‏ , u=(1,1,1)‏ 


(ب) (1,2,1)حولا , (1,2,0)تين , (2)1,1,0 ,دا 


(حيث میز 27۳) فان 
)ا( 0-<6۸2+11۸-6-(۸ 
(ب) یوجد مصفوفة :6۳ بحيث یکون 


81 8 ۷ : 
| 2 ° )دعب 


0 0 3 


۸ - أثبت أنه من غير الممكن إيجاد مصفوفة ,66۳ بحيث يكون 


© )01(>-)0( 


وذلك لأى ٤۴‏ 6,». 

فد يقال إن الست ,۳ هي مصفوفة قطرية (21480021) إذا كانت جميع عناصرها 
الواقعة خارج القطر الرئيس أصفاراء أي أنه إذا كانت (ربه)-۸ فإن 0-,» عندما 
[1. فإذا كانت 4 مصفوفة قطرية وكانت العناصر في القطر الرئيس مختلفة . فأوجد 
جميع المصفوفات 8615 التي تتبادل مع ۸ . أي جميع المصفوفات 8 بحيث يكون 


.AB= BA 


التحویلات الخطية ٤۵‏ 


الصفوفات في ,۳ هي فقط الصفوفات القياسية . 
نت لتکن ۸6۳۰ حيث 


2 2 ا تب 


0 
0 
0 


1 الل ع 
Û‏ 0 ... 


حيث جميع عناصر ۸ أصفار عدا القطر فوق الرئيس الذي عناصره هي 1. أثبت 
أن ۸۲-0 ولكن ۸۳1+0 
۲ - إذا كانت ۸ كما في مسألة (۱۱). فأوجد جميع المصفوفات في ,التي تتبادل مح 
۸ ثم أثبت أن هذه الصفوفات يجب أن تأخذ الصيغة 
+A +... +,‏ هرب جيه » حيث ۴ € ز_ي0,...روه 
۳ - لتكن €۴ هو (84۸= ۴|۸8 € .C)۸(=){B‏ ولتكن : 
( لكل C(C(A))={G€F|GX=XG , C(4) dX‏ 
أثبت أنه إذا كانت ((ه)©)©» 6 فان © تأخذ الصيغة ۸ره+مه حيث ۳ 0,ن0. 
4 - حل المسألة (۱۳) وذلك فى حالة کون :۸6۳ مثبتا أنه إذا كانت ((6)©)8» © 
فان 6 تأخذ الصيغة #هيه+ فر»+مه. 
۵ - لنعرف المصفوفات ;۴ في ,كا یل : رز هى المصفوفات التى عنصرها الوحيد 
غير الصفري في الموضع (,1) هو 1. أثبت أن : 
(۱) و#تشكل اساسا ل ,على 5. 





(ج) يوجد مصفوفة © بحيث يكون 0807-18 » حيث ا¡ . ز عددان 
مفروضان . 
(د) إذا كان زا فإنه يوجد مصفوفة ) بحيث يكون ور 6180 
(ه) أوجد جميع الصفوفات ,861 التي تتبادل مع €. 
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(و) أوجد جميع المصفوفات ,6۴ التي تتبادل مع E‏ 

1 - ليكن ۳ هو حقل الأعداد احقيقية و ) هو حقل الأعداد المركبة ولنفرض أن ۰60 
وأن ©6ج2:ى 1 معرف بالقاعدة 1-0« لكل 6):. باستخدام الأساس :,1. 
أوجد مصفوفة التحویل الخطي ,1 ثم آوجد صورة مماثلة للاعداد الرکبة على 
هيئه مصعوفات من النوع 2 على حقل الأعداد الحقيقية . 

۷ - لتكن 0 هي حلقة فسمة الرباعيات على حقل الأعداد الحقيقية. باستخدام 
الأساس ط!,ز,ة,1 ل © على ۴. أوجد (كما في المسألة ))٠١(‏ صورة ممائلة ل 0 على 
هيئة مصفوفات من النوع 4×4 على حقل الأعداد الحقيقية . 

2۸ استخدم نتيجتي المسألتين .)١17(‏ (۱۷) لاجاد صورة ممائلة ل © على هيئة 
مصفوفات من النوع 22 على حقل الأعداد المركبة . 

5 كن 834 هي مجموعة المصفوفات من النوع 22 والتي عناصرها 0 أو 1 بحيث 

يوجد 1 فقط في كل صف وكل عمود (مثل هذه المصفوفات تدعى المصفوفات 
التبديلية (permutation matrix‏ 
(ا) إذا كانت 146/4 فصف ۸۷ بدلالة صفوف وأعمدة ۸. 
(ب) إذا كانت ۷6/۷ فصف ۷۸ بدلالة صفوف وأعمدة ۸. 
٠‏ - لتكن ۸ كما في المسألة .)۱٩(‏ أثبت أن : 
)١(‏ ۸۸ تحتوی على عناصر عددها !0 
(ب) إذا كانت 1846/11 فإنه يوجد ل × معكوس فى 2۷. 
(ج) أوجد صيغة صريحة للمعكوس في 14/. 
(د) ۸۸ زمرة مع عملية ضرب المصفوفات . 
(ه) M‏ تمائل . باعتبارها زمرة» م5ء زمرة التناظر من الدرجة .١‏ 

۱ - لتكن (:ه)-ه بحيث أنه لكل ایکون 1=»<. أثبت أن 1 جذر مميز ل ۸ (أي 
أن 1-۸ لا يوجد لها معكوس) . 

۲ - لتكن (ه)<۸ بحيث أنه لكل زيكون 28-1. أثبت أن 1 جذر میز ل ۸. 

۳ - أوجد الشروط اللازمة والكافية على 8:۷,8,» لكي يكون للمصفوفة )8 باه A‏ 
معكوس وعندما يوجد ما معكوس فاكتب ۸۱ صريحة . 


ات 


8 اه 


2-7 


TY 


التحويلات الخطية ۶:۷ 


إذا كانت ,8615 بحيث أن 20د852-8. فأثبت أنه يوجد مصفوفة ,61© بحيث 


CEC = 





النوع ۲<۲ > حيث 1 هي رتبة 5. 

إذا كان ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية . فأثبت أنه من غير الممكن إيجاد مصفوفتين 
A,B 6۲,‏ بحيث يكون AB-BA=1‏ 

إذا كان مميز 2-7. فأثبت أنه من غير الممكن فى ر۴ إيجاد مصفوفتين ر4,861ههم 
بحيث يكون 1= 8-84 .A‏ 

يقال إن المصفوفة ۸ هي مصفوفة مثلثة إذا كانت جميع عناصرها فوق القطر 
الرئيس أصفارًا (کا تکون, أيضاء مثلثة فيها لو كانت جميع عناصرها تحت القطر 
الرئيس آصفارا) . 


(۱) ادا كانت ۸ مثلثه وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس لا تساوي أصفارا 


فأثبت أنه یوجد ل ۸ معكوس . 


(ب) إذا كانت ۸ مثلثة وكان أحد العناصر في القطر الرئیس صفرا فأثبت أن ۸ 


شادة . 


۸ - اذا كانت ۸ مثلثة . فأثبت أن جذورها الميزة هی بالضبط تلك العناصر الواقعة 


۹ ت 


2 القطر الرئیس . 
إذا ازنك 0-“همج حيث ,7161. فأثبت أنه يوجد معكوس ل (+1 ثم أوجده على 
هيه كثيرة حدود 8 .N‏ 


۰ |ذا كانت ,465 مثلثة وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس أصفارًا. فاثبت أن 


A"=0 
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۱ - ادا كانت ,۸۳ مثلثة وكانت جميع العناصر في القطر الرئيس تساوي » حيث 
0۶0۲ فأوجد !-لم. 

۲- لیکن ۲ و 5 محويلين خطيين على ۷ بحيث أن مصفوفة 5 بالنسبة لأساس ما 
تساوي مصفوفة 1 بالنسبة لأساس اخر. أثبت أنه يوجد تحويل خطى ۸ على ۷ 
بحيث يكون 1-۸5۸ ۱ 


(4-5) الصيغ القانونية : الصيغة المثلثة 
ليكن ۷ فضاء متجهات بعده « على الحقل ۳. 


تعر يف 
يقال إن التحويلين ال خطيين (5,1>۸)۷ متشامهان إذا وجد عنصر (64)17© له 


يكن ترجمة هذا التعريف إلى المصفوفات وذلك بالنظر إلى نتائج البند 
(5-”7). وفي الحقيقة. لما كان ,۳ یژثر تماما مثل (۸)۷ على (۳۲۳ فان التعريف الوارد انفا 
يعرف تشابه المصفوفات وعليه فان ,6۳ 8,ى متشامتان إذا وجد مصفوفة ,۳ لما 
معکوس بحيث يكون 3-0۸0 


إن علاقة التشابه المعرفة انفا على (۸)۷ هی علاقة تکافژ, كا يدعى فصل 
التكافؤ بفصل التشابه. إذا كان لدينا تحويلان خطيان فكيف نقرر ما إذا كانا 
متشابهين؟ بالطبع » علينا أن نفحص فصل التشابه لأحدهما لنرى ما إذا كان الآخر 
ينتمى إليه . ولكن هذا الاجراء ليس عمليا وبدلا من ذلك نحاول إيجاد علامة معينة 
لكل فصل تشابه وطريقة للانتقال من أي عنصر فى هذا الفصل إلى هذه العلامة. كما 
سنثبت وجود تحويلات خطية في كل فصل تشابه التى تأخذ مصفرفاتها شکلا مقبولاً 
وذلك بالنسبة لأساس معين. سيطلق على مثل هذه الصفوفات الصيغ القانونية . وعلى 


التحويلات الخطية ٤۹‏ 


هذا لكى نقرر ما إذا كان تحويلان خطيان متشامین يجب علينا أن نحسب الصيغة 
القانونية لكل منهها ونتأكد من أنهها متساويتان . 


إنه يوجد عدد من الصيغ القانونية الممكنة وسندرس ثلانًا منها وذلك في هذا البند 
والبنود الثلاثة اللاحقة هذه الصيغ هي الصيغ المثلثية. صيغة جوردان والصيغة 
القانونية النسبية . 
تعر يف 

يقال إن الفضاء ا جزئى ۷ من ۷ غير متغير نحت تأثير (764)17 إذا كان 
.WTCW‏ ۱ 


تمهيدية )١-5-5(‏ 
إذا كان ۷/۷ غير متغير تحت تأثير 1 فان 7 يحدث تويلا خطيا 7 على ۷/۱۷ 
معرفا بالقاعدة 
۲-۷۷ (۷۷ + ۷) 
وإذا كان 7 یحقق كثيرة ا حدود [×] ۴ > () و فان 7 کدلك . واذا كانت () ,هي 
كثيرة ا حد ود الدنيا ل 7 على ۴ وکانت () م ه يكثيرة ا حدود الدنيا ل 1 فان ()2 |(<), ط . 


الرهان 

ليكن ۷=۷/۷. إن عناصر 7 . بالطبع» هي المجموعات المشاركة ۷+ ءل ۷ 
في ۷. لنفرض أن ۷ 7-۷+۱۷. ولنعرف 71-۷1+۷۷. إن التحقق من أن 
7 تحويل خطى على ۷ هو أمر سيط متى ما أئبتنا أن 7 حسن التعريف على 
شا سنحصر اهتامنا لرهان هذا الأمر. 


لنفرض أن ۷٤ر۷۷‏ وان ۷+۷۷ ۱۷+,۲-۷. وجب أن نشبت أن 
W =v, T+ W‏ +۲ ۰۷ لما كان ۷۷ + ۷v, + ۷ =v,‏ لذا فان 6۷۷ رب ۲ وحیث إن ۷ غير متغير 


3572 مواضیع في الخير 


نحت تأثير 1 » لذلك نجد أن ۷ (۷۳۷) ومن لم فان ۷۷ ] ,1-۷ ۷ الأمر الذى ينتج 
عنه أن 1۱۷-۷ ,۷ کا هو مطلوب . ومن هنا نعلم أن 5 یعرف تحویلا خطيا على 
۷2۷ .. إذا كان ۷ W€‏ +۲-۷. فان 
(VT)T+W= (vT+W) T=((v+ W)T)T=V(T)‏ > رت ۲2 

اي أن (1)-(۳). وبالمثل نجد أن *(1)-(*1) لأي 0<«. وبالتالى فإنه لأى كثيرة 
حدود ]۳ (*96 یکون (۹)7-(9)7 ولا كان © هو التحویل الصفري على ¥ لذا فانه 
ای كثيرة حدود [*]۴> («)0 مع کون 0-(9)7 نجد أن ()9-(0-9)1. 

لنفرض الآن أن («),0 هي كثيرة اخدود الدنیا على ۴ الذي يحققه ۲. إذا كان 
٨(0‏ )ې حيث [<]1) (2)و فان (×)|(×),م. فإذا كانت (×)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل 1 
على ۴ فان 0-(1)م ومن ثم فإن 0-(1)م وبالتالی فان (×)م|(×), م. 


لقد رأينا في مبرهنة )۲-۲-٩(‏ أن جميع الجذور المميزة ل ۲ التي تقع في ۴ هي 
جدور لكثيرة اخدود الدنيا ل 1 على ۴ . نقول : إن جمیع ا جدور ا مميزة ل 1تقع ی ۳ 
إذا كانت جميع جذور كثيرة ا حدود الدنیا ل 1 على ۴ تقم في ۴ ۰ 


لقد عرفنا في مسألة (۲۷) فى نهاية البند السابق الصفوفة المثلثة بأنها تلك 
المصفوفة التي جميع عناصرها التي فوف القطر الرئیس آصفارا . وبعبارة أخرى . إذا كان 


7 تحويلا خطيًا ل لاعلى ۴ فان مصفوفة 7 بالنسبة للأساس ,,...,,«تکون مثلئة إذا كان 
2۱ 1م 
۷ + / را > 1 رلا 


TF... Aij‏ ولاو ,)0 ۷۱ < ] :با 
00,۷۱ ]م۷ 
أى (دا كان ۲:۲ ترکیبا خطیا ل :۷ والتجهات السابقة له فى الأساس فقط . 


التحويلات الخطية 4۷1 


ميرهنة )١-5-6(‏ 
إذا كانت جذور (۲6۸)۷ تقم في ۴ فإنه يوجد أساس ۷-1 بحيث تكون مصفوفة 
1 مثلثة . 


الرهان 
باستخدام الاستقراء الرياضى على ۷ء« ك. إذا كان 1 4:۳۷ فان كل عنصر 
٤‏ ( ۱۷ )۸۸ هو ععصر قياسي ومن نم فالرهنة صححه 8 هذه الحالة . 


لنفرض أن المرهنة صحيحة حمیم فضاءات المتجهات على ۴ التى أبعادها هي 

7-1 ولیکن بعد ۷ على ۴ هو «. إن جميع الجذور المميزة للتحویل الخطي 1۲ ۷ تقع في 

۴ لیکن ۸6۴ جذرا میزا ل ۰۲ عندئذ يوج متجه غير صفری ۷,6۷ بحیث 

یکون ,۷,-۷,۲. لیکن (۴ €| ])v,‏ -18. إن ۷ فضاء جزئی من ۷ بعده يساوي 1 کا 

أنه غير متغير تحت تأثير 1. لیکن ۰۷۷/۷ ۰ عندئذ وفقا لتمهيدية (5-7-4) 

dimV =dimV-dimW=n-1 

ومن تمهيدية )١-4-5(‏ نجد أن ۲ يحدث تحويلا خطيا 7 على ۷ الذی كثيرة حدوده الدنيا 

على تقسم كثيرة الحدود الدنيا ل 7 على ۴. وهكذا فان جميع جذور كثيرة الحدود 

الدنيا ل 7 والتي هي جذور لكثيرة الحدود الدنيا ل 7 يجب أن تقع في ۴. إن 

التحويل الخطي بتأثيره على ۷ يحقق فرضية البرهنة. ولا كان بعد ۷ على ۴ يساوي 

2-1 . لذا فانه من فرضية الاستقراء يوجد أساس ,۷,,7,,...,7. ل ۷ على ۴ بحيث يكون 
T=‏ 


=a ۳۷7‏ 1 ۷.. 
لا + .لاور + ولاو ,0 < 1 ۷ .. 


لاما ل ...و0 0۷ < ۰۷,1 : 


فد مواضيع في ابر 


تكن ۾۷,..., ۷2 هي العناصر من ۷ الى تصور أل و غل ال عذال 
فاه وات ولف اماه ل ۷ (انظر مسألة” في نهاية هذا البند). 
وبا أن و[ ريا لذا فان 0<ر۷ریه-]ر۲. و بالتالي فان ۷1-0۷۷۷ وهک ذا| 
فان وارره-۷,1 مضاعف ل ,۷. أي أن ۲۷ر۷ مما ينتج عنه أن 
2۷ 1 ۷ وبا لل فإن: E WY‏ ...۷و رلاوی0-]:۷ ومن كلم فاد : 
+۰۰ ولاجز0 + لا :0 ۰۷۲ إن الااساس ۷۱۱.۰[ ۷ علی ۳یزودنا باساس 
يكون فيه ۷:1 تركيبًا خطیا ل ,۷ وسوابقه وبالتالى فان مصفوفة 7 بالسبة لهذا 
الأساس مثلثة ما ينهي الاستقراء ومن ثم ينتهى البرهان . 


الآن نود صياغة المرهنة )١1-4-5(‏ في حالة المصفوفات . لنفرض الآن أن جميع 
الجذور المميزة للمصفوفة ,۸6۳ تقع في ۴. إن تعرف تحویلا خطيًا 7 على "54 الذي 
مصفوفته بالنسبة للأساس 

(1و0,...و0) كتولا ,... و(0,1,0,..,0) و۷ ,(1,0,۰..0) v‏ 

هي ۸ ثماما. إن الحذور المميزة ل 1 التي تساوي الحذور المميزة د ۸ جميعها تقع في ۴ 
> ومن ثم فإنه وفقا لمبرهنة )١1-4-57(‏ يؤجد أساس ل ۴۳ بحيث تكون مصفوفة 1 مثلثة . 
ورغم ذلك واستنادا إلى مبرهنة (۲-۳-۹) فان تغيير الأساس هذا بدوره يغير مصفوفة 1 
> أي ۸ ء بالنسبة للأساس الأول إلى ۰0۸7 حيث ,65©. وهکذا نحصل على 
صيغة بديلة لمبرهنة )١1-4-5(‏ كا يل : 


صيغة بديلة لمبرهنة )١-4-5(‏ 


إذا كانت جميع ا لحذور ا مميزة للمصفوفة 6۳ ۸ تع قي ۴ فإنه توجد مصفوفة 
>) بحيث تكون CK۸٣‏ مصفوفة مثلثة . 


يمكن وصف مبرهنة )١-4-5(‏ (في أي من صيغتيها) بالقول بأنه يمكن 
تحويل 1 (أو 4) إلى الصيغة المثلثة على . إذا نظرنا إلى المسألة (۲۸) في نباية البند 
(5-). فإننا نرى أنه بعد تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة أن العناصر في القطر الرئیس من 


التحويلات الخطية (V۳‏ 


مصفوفته تلعب القاعدة المهمة الاتية وهي أن هذه العناصر هي بالفعل الجذور المميزة 
1 

ونختتم هذا البند بالمبرهنة الاتية: 
مبرهنه (۲-4-۲) 

إذا كان بعد ۷ على ۴ هو« واذا كانت جميع ا جذور ا مميزة ل (۲>۸)۷تقع في 
۴ » فان 7 حقق کشرة حدود درجتها ۸ على ۳. 


البرهان 
وفقا لمبرهنة )١-4-5(‏ نستطيع إيجاد أساس ,1۷,,...,۲ ۷ على ۴ بحيث يكون 
بارع 1 ؟ 
2۷+ 05۱۷ < ۷1 
rH‏ لا ع GTA‏ 
عحمسث (],...,2, 21 | 
وبعبارة أخرى 
0<(,-),۷ 
0۷۱ <(-1)ر۷ 
v(T4)= 00۱۷۱۳۳۰۰۰۳ ۱۷-1‏ 
عع ارت و 11 


الآن ما هو العنصر (,۷,)۲-۸9()1-۸؟ لما كان ,۷ریه-(م۷,)12 و ۷,)1-2,(0 
فإننا نحصل على 0-(,(-۷2)1-7()1. ولا كان (ي1-1()1-1)-(1-22()1-1) فاد 
0>-(يج-1)( ج11 ),؟ -(-1)(يذ-]1)؟. 
وبالاستمرار بهذا النوع من الحسابات نحصل على : 


{V4‏ مواضيع في ال حبر 


۷ (T-A;(T-A,_,)...(T-A,)=0 
v(T-A;(T-A_,)...(T-A,)=0 


v.(T-A;J(T-A,_,)...(T-A,)=0 
: وإذا كانت 1-2 فان المصفوفة‎ 

S=(T-A,)(T-A,-) ... (TA) 

نحقق العلاقة 
۰.۰2۷0 < 8-۷۹ ۷ 

وعندئذ لما كانت 5 تفتی أساس ۷ لذلك فإنها يجب أن تفنی جميع ۷. وبالتالي فان 5-0 
وبناء عليه فان 7 تحقق كثيرة احدود [:] »6 (م (-)...((-)( (-) من الدرجة 0 مشتتين 
بذلك المرهنة . 


ومن طبيعة الأمور. ولسوء الحظ ) لا يشترط أن تقع جميع الجذور المميزة لأي 
تحويل خطى على فضاء متجهات على حقل ۴ في ذلك الحقل 5. إن هذا يعتمد تماما على 
الحقل .F‏ وعلى سبيل المغال 1 إدا كان ۲ هو حقل الأعداد الحقيقية فإن كثيرة الحدود الدنيا 
للمصفوفة 
1 0 
) 


على ۴ هي 1-0+*: التي ليست لما جذور في ۴. وعلی ذلك فإنه لیس من حقنا أن نفترض 
أن الجذور الميزة تقع دائا في الحقل الفروض في السؤال. ومع ذلك. نسأل هل 
بإمكاننا تمديد الحقل ۴ إلى حقل جديد × بحيث أن × يحوي جميع الجذور المميزة 
للمصفوفة أو التحويل الخطى ؟ 


سنناقش هذا في حالة المصفوفات. ويمكن عمل شىء مشابه تماما بالنسبة 
للتحويلات الخطية. إن ما نحتاجه هو الآتي : إذا كان لدينا فضاء متجهات ۷ بعده 
على حقل ۴ هو « وكان × امتدادا ل ۴ فإننا نستطيع إدخال ۷ في فضاء متجهات 


التحويلات الخقطية {Vo‏ 


۷عل كا ک| أن بعده على × هو . إن إحدى الطرق لانجاز هذا هي أن ناخذ الأساس 
JEV [۷۱,۰۰۷‏ ۳ ثم نعتر ,۷ على أنه مجموعة الترکیبات الخطية ,مه +... +0۱۷۱ 
حيث 0.6416 معتمرین أن 7 مستقلة خطيا على >1. إن هذا الاستعیال الکثف للاساس 
غير ضروري إذ يمكن عمل الشىء نفسه وذلك بإدخال مفهوم الضرب الممتد 
لفضاءات المتجهات بيد أننا لن نستعمله هنا. وبدلا من ذلك فإننا سنستعين 
بالصفوفات (وهی بالفعل» الشىء الذي اتبعناه انفا باستخدام أساس ثابت ل ۷). 


لنعتبر ابر ,۳. إذا كان × هي أي امتداد ل ۴ فان ,ك1 ,7 حيث ,× هو 
مجموعة الصفوفات من النوع دكات على × وبالتالی فان أية مصفوفة على ۲ يكن 
اعتبارها مصفوفة على . فإذا كانت (*) م هي كثيرة الحدود الدنیا ل ,۲ 1 على ۴ 
وباعتبار 7 عنصرا من ,۸ فان من الممكن أن يحقق 7 كثيرة حدود مختلفة 2,00 على 
×. وعندئذ فإن (×)م|(×)رم لأن («)مم يقسم جميع كثيرات الحدود على × (ومن ثم جميع 
كثيرات الحدود على ۴) التى يحققها ۲. الآن نعين 1 » فاستنادا إلى مبرهنة (۲-۳-۵) 
بوجد امتداد منته 1۸ ۴ بحیث توجد فيه جيع جذور كثيرة الحدود 
الدنيا («)م ل 7 على . باعتبار ۲ عنصرا من × (ومن أجل × نفسه) هل توجد 
جميع جذور ۲ الميزة في × ؟ والجواب على ذلك. وباعتبار 7 عنصرا من × فان 
كثيرة الحدود الدنیا («),۲ ل ۲ على > تقسم (×)م وبالتالي فان جميع جذور (×)ن P‏ 
هي جذور ل (۲)0 ومن ثم فإنها تقع في 16. وبالتالي وباعتبار 1 عنصرا من ,× فإن 
میم جذوره الميزة تقع في . 


وهكذاء إذا كان ,76۳ فإن بالرجوع إلى حقل الانشطار × لكثيرة الحدود الدنيا 
يمكن التحقق من فرضيات مبرهنتي )١1-4-5(‏ و )7١-4-5(‏ ليس فقط على ۴ بل أيضا 
على ×. ومن أجل ذلك. وعلى سبيل الثال فإنه يمكن تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة 
على ۰1 كما أنها تحقق كثيرة حدود درجتها « على 1 . آحیانا» وعندما يحالفنا الحظ . 
فان معرفة نتيجة صحيحة على × تجعلنا نستنتح أن تلك النتيجة صحيحة بالنسبة ل ۴. 
ورغم ذلك فإن استخدام ‏ ليس هو العلاج الأمثل إذ أنه توجد حالات كثيرة تكون 


£۷٦‏ مواضيع في ابر 


فيها النتائج في × غير مفيدة فى ۴. وهدا هو السبب فى وجود نوعين من 
مبرهنات الصيغ القانونية: أحدهما هو الذي نفترض فيه أن جميع احذور المميزة 
ل 1 تقع في ۴ » والآخر هو ذلك الذي لا يحقق هذا الشرط . 


كلمة أخيرة. إذا كانت م161 فإننا نعني بالعبارة «الجذر المميز ل 5 » العنصر × 
في حقل الانشطار × لكثيرة الحدود الدنيا («)م ل ۲ على ۳ بحيث لا يوجد ل 7( 
معكوس في ,۴. وفي الحقيقة إن كل جذر لكثيرة الحدود الدنيا ل7 على ۴ هو جذر 
يي ل 7 (انظر مسألة ه 31 


مسائل 


۱- برهن عل آن علاقة التشابه هى علاقة تکافو على (۸)۷. 

۲- إدا کانت ,16175 وکان .K5F‏ فایت آنه یوجد معکوس ل 1 وذلك باعتبارها عنصا 
من ,> ادا وفقط (دا كان ها معکوس في ,۳. 

۳- آثبت آن التجهات ,۷,,...,۷ الواردة في برهان مبرهنة )١-4-5(‏ هی أساس ل ۷. 

0<0 برهن باستخدام الصفوفات على أنه إذا كانت ۸ مصفوفة مثلثة مره النوع‎ - ٤ 
وکانت العناصر في القطر الرئیس هي ,,...,,۸ فان‎ 

0<(م(7ه) ...(یبه)(,(ته) 
ه* ‏ إذا كانت كثيرة الحدود الدنیا ل ۲ في ,۴هي (5)م. فأثبت أن أي جذر في حقل 
انشطاره × هو جذر میز ل 1. ۰ 

5 إذا كان (۲6۸)۷ وكان 67( جذرا نميزا ل 1 في ۴ واذا كان 
(۷6۷۱۷۲-۸۷) -,۷ وكان (/5680 يتبادل مع 7. فأثبت أن ,۷ غير متغير تحت 
تأثير 5. 

۷ إذا کانت ۷/ مجموعة إبدالية من العناصر فى (۸)۷ بحيث تكون جميع جذور 

604 المميزة في . فأثبت أنه یوجد (6۸0۷» بحیث یکون‎ Me M 
./ في الصيغة المثلثة وذلك لكل 14 في‎ 4 


التحويلات الخطية £7۷ 


۸- لیکن ۷ فضاء جزئیا غير عتغير تحت تأثر (۲۸)۷ . وبقصر ۲ عل ۷ فان 7 
حدث تویلا خطيًا 1.. (معرفا بالقاعدة ۷7-۷۲ لكل ۷6۱۷) ولتکن 8.. 
هي كثير اخدود الدنیا ل ۲" على 5. 
(!) أثبت أن («)م|(»)م. حيث («)م هی کشرة الحدود الدنيا ل على ۴. 
(ب) اذا کان ۲ عدت ۲ على ۷ وكان 1 محقفق كثيرة حدود دنیا 

()8. على ۳ فاثبت أن (×)6(×) ۶ |(×)م. 
(ج)* إذا كان (5)8. و (×)5. أوليين نسبیا فبرهن على أن 
.p(x)= p(x)p(x)‏ 

(د)* أورد مثالا ل ۲ يكون فيه (×)5(×) 5 7()م. 

٩‏ - لتكن 1 مجموعة غير خالية من العناصر فى (4)۷. يقال عن الفضاء الجزئى 
للا من ۷ إنه غير متغير تحت تأثير ۷ إذا كان ۷۷۰۷۷ لكل ۷/۷. إذا كان 
۷ غير متخ تحت تأثير ۷1 وكان بعده على ۳ هو :. فأثبت أنه يوجد أساس 
ل ۷ على ۴ بحيث يكون لكل ۷6/۷ مصفوفة بالنسبة لهذا الأساس من الصيغة 


0 ,۷ / 
5 7 ۱ 
حيث ,۷ مصفوفة من النوع ۲ ۱ مصفوفة من النوع .(n-r)X(n-r)‏ 
۰- في السألة .)٩(‏ أثبت أن ,هی مصفوفة التحویل الخطى ۷ المحدث بوساطة 
على ۷ ک| أن × هی س التحویل الخطى قا الحدث بواسطة ۷ على 
.VIW‏ ۱ ۱ 
١‏ - يقال عن المجموعة غير الخالية ۸1 من التحويلات الخطية في (۸)۷ إنها مجموعة 
غير حتزلة إذا كانت الفضاءات الحزئية غير المتغيرة تحت تأثير ۸ في ۷ هي (0) 
و ۷ فقط . إذا كانت ۷/ موعة غير محتزلة من التحويلات الخطية على ۷ وکان 
( لكل D={TE€A(V)|TM=MT ۰ MEM‏ 
فاثت أن 2 حلقة قسمة. 
۳۲ حل المسألة (۱۱) بالاستعانة بمسألة (۱6) (غهيدية شور) الواردة في نهاية 
لفصل الرابع . 


EYA‏ مواضيع في الجر 


۳ ذا كان ۳ يحقق الخاصة التي تنص على أن جميع الجذور المميزة لجميع العناصر 
ف (۸)۷ تقع في ۴. فأثبت أن ظ الواردة في المسألة (۱۱) تتكون فقط من 
القیاسیات . 


9 لیکن ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية ولتکن 
1 0 
38 ج 

(۱) برهن على أن المجموعة الكونة فقط من | | " ) هي مجموعة غير ختزلة. 


۱ 3 ا ف Sê [VF E‏ 
رب ) أوجد جموعه المصفوفات ¬ التى تتباال مع | أ ]تم ات أن (] 





عمائل حقل الأعداد المركبة . 
6 لیکن ۳ هو حقل الأعداد الحقيقية . 
() برهن على أن المجموعة 
1 0 0 0 0100 
0 1 0 0 0 0 0 1- 
M-= 0 0 0 1 0 -1 0 0‏ 
0 0 0 1- 0-10 0 
هي مجموعة غير ختزلة 


(ب) أوجد جميع الصفوفات ,۸6۳ بحیث أن ۱۸-۸۷4 لكل ۱6۷ 
(ج) برهن على أن مجموعة الصفوفات ۸ الواردة في (ب) هي حلقة قسمة تمائل 
حلقه قسمة الرباعیات على حقل الأعداد الحقيقية . 

١‏ - يقال عن مجموعة التحويلات الخطية (۲۸۵۸)۷ ۷۸ إلا أنها قابلة للتفریق إذا كان 
يوجد فضاء جزئي ۱۷۷ بحيث يكون ,۷-۷۷۱۷ حیث W0‏ و ۷۷ ک| أن 
كلا من ۷ أو ,۷ غبر متغير تحت تأثير M1‏ . وإذا لم یتحقق الشرط السابق فانه 
يقال عنها إنها غير قابلة للتفریق . 

() إذا كانت ۸۸ مجموعة قابلة للتفریق من التحویلات الخطية على ۷. فاثبت 
أنه يوجد اساس ل ۷ بحیث تکون مصفوفة كل عنصر × من 76 من الشکل 


ا و 34 


حيث ,۰1۷ :۷ مصموفات مربعة . 
(ب) إذا كان ۷ فضاء متجهات بعده على ۴ هو 2 وكان (۲6۸)۷ مقن العلاقة 
۲-0 وكذلك ۲:0 ”1. فأثبت أن المجموعة (1) (المكونة من 1 فقط) غير 
قابلة للتفریق . 
لآلا میک (۸)۷ 16 ولتکن (×)م هی كثيرة حدود ۲ الدنیا على ۳ 
(ا) إذا كانت (×)م تقبل القسمة على كثيرتي حدود غير مختزلتون («)رم و (×)رم في 
[×]۴ فاثبت أن (1) قابلة للتفریق . 
(ب) إذا كانت (۲) غير قابلة للتفریق» حيث (۲>۸)۷. فأثبت أن كثيرة الحدود 
الدنيا د على ۴ هي قوة لكثيرة حدود غير محتزلة . 
۸ - إذا كان (/8)9 16 معدوم القوى. فأثبت أنه يمكن تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة 
على ۴ . كما أن جميع العناصر في القطر الرئيس في تلك الصيغة أصفارًا . 
۹ - إذا كانت جذور (164)7 المميزة تتكون فقط من الصفر. فاثبت أن ۲ معدوم 
القوى . 


)٥-٦(‏ الصيغ القانونية : التحویلات معدومة القوى 

إن أحد أنواع التحويلات الخطية التي جميع جذورها المميزة تقع في ۴ هو نوع 
التحويلات الخطية المعدومة القوى لأن جميع جذورها المميزة أصفار ومن ثم فإنها تقم 
في ۴ وبناء عل ذلكه». فانه وفقا لنتائج البند السابق یمکن تحویل أي تحویل تخطى 
معدوم القوی إلى الصيغة الثلثة على ۴ دائا. إن هذا لیس دقیقا بصورة كافية ولکننا 
سنتحدث عنه على نطاق آوسم ۱ 

وعلی الرغم من أن التحویلات الخطية معدومة القوى محدودة بعض الشیء إلا 
آنها تستحق الدراسة . وا حقيقة أنه متی ما وجدنا صيغة قانونية مناسبة لهذه التحویلات 
فإننا نستطیع ایجاد صیغه قانونية مناسبه لجميع التحویلات الخطية التي جذورها المیزة 
تقع في 5 . 


fA ۰‏ مواضيع في ابر 


الان نبحث الطريقة التي سنتبعها لمعالجة الوضوع . إننا نستطیم دراسة هذه 
الأمور من منطلق أولى أو بامکاننا استغلال نتائج تفریق الفضاءات الحلقية التى حصلنا 
عليها في الفصل الرابع ولقد قررنا أن نسلك طریقا وسطا بين الأمرین» وسنعالج الادة 
في هذا البند والذي يليه (صيغ جوردان) دون التطرق إلى الفضاءات الحلقية ونتائجها 
المطورة في الفصل الرابع . ومع ذلك فإننا سنغير وجهة النظر تماما وذلك في البند الذي 
يعالج الصيغ القانونية النسبية وسنقدم عبر التحويل الخطي بناء فضاء حلقي على 
فضاءات المتجهات التى نحت الدراسة مستخدمين بذلك ميرهنة (۱-۵-4) وسنحصل 
على تفريق لفضاء المتجهات والصيغة القانونية الناغجة وذلك بالنسبة لتحويل خطى 


وعلى الرغم من أننا لن نستخدم المنطلق النظري للفضاء الحلقى الآن إلا أن 
على القارىء ملاحظة التشابه في المناقشة الواردة في برهان (۱-۵-4) وتلك الواردة في 
تمهيدية (1-0-1) . 

وقبل أن نرکز جهودنا على التحویلات الخطية العدومة القوی فننا نبرهن نتيجة 
مهمة وسارية الفعول لتحویلات خطية عامة . 


مهیدیه (۱-۵-۷) 

|دا كان ۷ ...۷۷,۷ حیث إن بعد کل من :۷ هو ;۸کم أن ,۷ غير متغير 
نحت تأثبر ۲٤۸)۷(‏ » لكل . عندئذ يمكن إيجاد أساس ل ۷ بحيث تأخذ مصفوفة 7 
یال لته مدا الأساس | لكا ۱ 


كر 
م 


A, 


حيث :4 مصفوفة من النوع ,كار كا أن ;4 هى مصفوفة التحويل ا خطى المحدث من 
قبل 7 على :۰۷ 


الرهان 

لنختار أساسن ۷ هيا يل : ...,( )۷ هو آساس ۷ و ۷,..., )۷ هو أساس دلا 
وهكذا. ولا كان كل من ,۷ غبر متغير تحت تأثير 7 . لذا فإن ,۷۳۲6۷ وبالتالى فإنه 
تركيب خطي للاساس (۷)(,۷5(,...,۷ وبالتای فإنه يمكن اختيار مصفوفة 7 بالنسبة 
هذا الأساس لتأخذ الصيغة المطلوبة. إن کون :۸ هی مصفوفة :۲ الذي هو التحويل 
الخطى المحدث بواسطة 1 على :۷ واضح من تعريف مصفوفة التحويل الخطي . 

الآن نحصر اهت‌امنا على التحويلات الخطية المعدومة القوى . 


تمهيدية (5-5-؟) 


معكوس إدا كان 0و » حیت 6 ھ. 


الرهان 
إدا كان 5 معدوم القوی و مهد( فان حسانا نظا بشت أن 


۲-۲ 2 ۱ 
=( رک بای 
هل 0 05 90 


وذلك ادا كان 0-:5. لحن ادا کان ۲-0" فان 
T+ .. . + 1"‏ بن + 0,1 - 5 
يجب أن محمق الشرط ٩-0‏ (أثبت ذلك). وبالتالى إذا كان ۴٤ر٦0‏ فان ل 5+مه 


معکوس . 


اصطلاح 
سنرمز ب 1 للمصفوفة من النوع ۲×٤‏ من الشکل 
0 0 0 1 0 / 
0 0 1 0 0 
1 0 . 0 0 
O Û‏ 0 0 


A1‏ مواضيع في ابحبر 


والتي میم عناصرها أصفار سوى تلك العناصر في القطر فوق الرئيس حيث كل منها 
يساوي 1. 
تعر يف 

إذا كان (764)17 معدوم القوى فان العدد م يسمى دليل انعدام القوى 
)index of nilpotence)‏ ل 7 إِذا كان 0-*1 ولكن 7۳۶0 . 

إن النتيجة الرئيسة للتحويلات الخطية المعدومة القوى هي المبرهنة التالية . 


ميرهئة (۱-۵-۲) 

إذا كان (764)17 معدوم القوى وكان دليل انعدام قوی ۲ هوا فإنه يمكن إيجاد 
أساس ل ۷ بحيث تأخذ مصفوفة 7 بالنسية لهذا الأساس الصيغة الآتية : 

3 
ا 
5 

حيث ,22...<يه2 رم كما أن nı +n+...+n,=dim,V‏ 
الرهان 

سيكون البرهان مفصلا إلى حد ماء وكلما تقدمنا فيه فإننا سنجعل بعض فقراته 
على شکل تمهيديات . 

لما كان 1"=0 وكان 1۳1770 لذا فإنه يمكن إيجاد متجه ۷٤۷‏ بحيث يكون 
0 ان التجهات "*۷۲,....۷7۳,«مستقلة خطيا على ۴. ولإثبات ذلك» لنفرض 
أن 0=" ۵,۲۳۲ +... +آ/ايه + لار» حيث 061 وليكن په هو أول عنصر لا يساوي 
صفراء لذلك فان 

0( + ...+ يو بين ) ]تن 


ولا كان ۶0جبه . لذا فان للتحويل “0,,1”1+...1,,.» + معكوسا وذلك وفقا لتمهيدية 


التحويلات الخطية {AY‏ 


5-6-59؟). وبناء عليه فان 1*1-0؟ > ومع دلك. لما كان ,«>ءفإن هذا يناقض کون 
0 وبالتالي فانه لا بوجد مثل هذا العدد. أي یه » ومن فٍن "۷,۷۲,...,۷۲۳۲ 
مستقلة خطیا على ۴. 

لیکن ,۷ هو الفضاء الجزئى من ۷ الولد بالعناصر ۷۲۳۱ ,,۷7,....۷ سول ,۷ 
عندئذ ,۷ غبر متغیر تحت تأثبر 1. وعندئذ فان مصفوفة التحویل الخطى الحدث بواسطة 
1 على ,۷ بالنسبة للأساس المذكور انفا هي .M‏ | 

لقد حصلنا حتى الآن على الجزء الأيسر الأعلى من المصفوفة الواردة في المرهنة 
ويجب أن نحصل على بقية هذه المصفوفة . 


تمهيدية (-8-0) 
إذا كان ,۷ u٤‏ يحقق الشرط 0=“ !”1ن حيث ,۸> 0>۸ فان *1رنا-باحيث ولا عنصر 
من ,۷: 
الرهان 
لما كان 1٤۷,‏ لذا فان : 
vT Fi FO E‏ +0 + .0 + ... + 0/1 +020۷ 
وعليه فان 


0= T"K=a vT... +a TT 


و 5 ۱ TE TE‏ مستمقلة خطيا عل lJ F‏ 0= =... == ,0 وعليه فان 


“ونع VT +... +a, VT"‏ ريه نا ۾ سحت TI EV;‏ مسد ان = ۰.10 


إن الناقشة حتی هذه اللحظة كانت مباشرة إلى حد ما بيد أنها ستصسح الآن 
آکثر تعقیدا. 


مهیدیه (1*-1-0) 
بوحجك فضاء جزئى ۷ من ۷ غير متغير نحت تأر 7 بحیث یکون ۵۱۷ ۷ ۷ . 


{Af‏ مواضيع في احبر 


الرهان 

ليكن ۷ هو الفضاء الحزئي من ۷ الذي بعده أكبر ما يمكن بحيث يكون : 
VıNW=(0) )۱(‏ 
(ب) ۷ غير متغير تحت تأثير 7. 

ونريد اثبات أن ۷+ ۷=۷. لنفرض خلاف ذلك عندئذ يوجد عنصر 76۷ 
بحيث يكون ۷۷+,2۷. وبا أن 1۳-0 ۰ لذلك فإنه يوجد عدد صحيح ۲ . ,«>>0 
بحيث يكون ۷۷+,271*6۷ ک| أن ۷۷+ 21147 حيث 1>1. وهفكذا نجد أن 
۷+ داع “21 » حيث ,۷6۷و ۷6۱۷ ولكن عندئذ 

0=zT"!= )2۲۳()۲۳۲( ۱۷۱۲۳ 

ومع ذلك. ولکون کل من ,۰۷ ۷ غبر متغير تحت تأثم 5 . فان “٤۷,‏ ۲ں 
و لاع .wTT‏ وبا أن (0)= ۷,۱۷۷ ۰ فان هذا یقتضی أن (۷7۳**6۷,۲۱۷۷)0«--* لكان 
الامر الذي ينتج عنه أن 0=* !"1ن ووفقا لتمهيدية (5-ه-؟) فإن *آمدا< دا حیث 6۷ ونا 
ا س أجل ذلك 2۲۳-0۳0۲۷ ليكن مسععرت عندن1د 
w€ W‏ = 1*1 جع" 1 2. ولا كان ۷ غير متغير تحت تأثير 7 زا فإن هذا يقتضى أن 
2/۳۷ لكل عا<م. ومن ناحية أخرى» إذا كان ۲>: فإن 4۷,۱۷ م2۲2۲ 
لأنه حلاف ذلك. يجب أن يكون 2۲ في ۷۷+,۷ ما يناقض اختيار ». 

ليكن ,۷ هو الفضاء الحزئى من ۷ المولد ب ¥ والمتجهات ١‏ “1....,2,1 2,2 
وحيث إن 2,6۷ و ۷,21 لذلك فان بعد ,۷ يجب أن يكون أكبر من بعد ۷. وفضلا 
عن ذلك با أن /ا»*2,1 وبا أن ۷۷ غير متغير تحت تأثير ۲ لذلك فان ,۷ يجب أن 
يكون غير متغير تحت تأثبر 1. ووفقا لطبيعة ۷ الاعظمية. فإنه يجب أن يوجد عنصر في 
۷۱ من الصيغة ۲۳0 جيه + ...+1 يه + ۷+۹2 » حيث 806197. إن العناصر 
ارس ليت كلها ضارا لأنه حلاف ذلك يكون لدینا (0) = W۷0۷,‏ ٤س0‏ وهذا 
تناقض . لیکن په هو أول عنصر في ,0,...0 الذي لا يساوي صفرا عندئذ 

۷+2 TT (a ]0ج ]یه‎ (۷ 

وحيث إن ۶0جبه . لذا فانه وفقا لتمهيدية (-۲-۵) يجب أن بوجد ل 
a+, +...‏ معکوس ۰ كا أن معكوسه ؛ +1 » هي كثيرة حدود في 1. وھکذا 


التحويلات الخطية {Ao‏ 


فان كلا من ۷,۷ غير متغير تحت تأثير ۸ » ومع ذلك. فإننا نجد ما ورد انفا أن 
wR + TV RCV,‏ مما يقتضى أن W‏ + ۷۷۸۷+ ۲۳۱6۱۷ ,2. ولا كان 1>1-و 
فإن هذا مستحيل ومن أجل ذلك فإن ۷۷۷+ ۰۷ وحيث إن (0)-1/,21 لذلك فان 
۷-۷ وبهذا ينتهي برهان التمهيدية . 

إن احهد الاکبر قد انتهی إلى حد الکن. والان نکمل برهان مبرهنة 
ES‏ 

استنادا إلى تمهيدية (5-5-5) فان ۷W‏ ©,۷=۷ , حيث ۷۷ غير متغير حت 

تأثير1. باستخدام الأساس »...۷ل ,۷ وأي أساس ل ¥ ليكون أساسا ل ۷ ووفقا 
لتمهيدية (5-ه-١)‏ فان مصفوفة ۲ تأخذ الشكل 


My, 0 
۴ 39 


حيث ,۸ هی مصفوفة ر1 التحويل الخطى المحدث على ۷ بواسطة 1. وبا أن 1-0 
لذا فان 735-0 حیث ,وكيم وبتکرار الناقشة الستخدمة حول 7 عل لامن اجل 
1 على ۷ یمکننا تفریق ۷ ۰ كما فعلنا من أجل ۷ (آو باستخدام الاستقراء على بعد 
فضاء التجهات الدروس) والاستمرار پذه الطريقة نحصل على أساس ل ۷ بحیث 
تأخذ مصفوفة 7 الشکل 


۰0 


۱ رجالا‎ 0 
0 Mn» 


38 <k 


إن المساواة ۷عصال=,١+...+رn+ ١,‏ واضحة ذلك أن سعة المصفوفة هو 1×١‏ حيث 


.n=dimpV 


تعر بف 
يطلق على الأعداد الصحيحة ارده متغرات ۲. 


۸۹ مواضيع في الجبر 

تعریف 
إذا كان (1>2۸)۷ معدوم القوة فان الفضاء ا جزئى من ۷ الذي بعده 17 وغير 

ا متغير نحت تأثبر 7 یسمی دوريا بالنسبة إلى 7 إذا كان 

۷۲۲۳ 190 , MT™=(0) (| 

۲) يو جد عنصر آلا © 2 بحیث يكون وا alal‏ ل قا 

(ملاحظة : إن الشرط الثاني یقتضی الشرط الأول) . 


تمهيدية (9-۵-7) 
إذا كان بعد 1 هو 7 وكان ۷ دوريا بالنسبة ل 7 فان بعد "۸/۲ هو م لكل 


>31 


البرهان 

یمکن الحصول على أساس ۷۲۲۳ وذلك بأخذ صورة أي ساس ۷1 تحت تأثير 
كل لذلك باستخدام ساس M‏ الذي هو 2157 0 1۲ نحصل على أساس ل MT*‏ 
هو 21*,21*"",:..,2۲۳. وحيث إن هذا الأساس يحتوى على جص عنصراء لذلك فإننا 
قد برهنا التمهيدية . 


إن مبرهنة (-۱-۵) تفيذ بأنه إذا كان لدينا تحويل خطي معدوم القوى 7 في 
 ۸)۷(‏ فإئنا نستطيع امجاد آعداد صحیحه ,1<... 1212 وفضاءات جزثية ,۷ ,...,, ۷ 
من ۷ دورية بالنسبة إلى ۲ أبعادها هي 27,12,...,2 على الترتيب بحیث يكون 

7-7977 

هل بالامکان إيجاد أعداد صحيحة أخرى و2 . .. 10112 وفضاءات جزئية 
بلا....,,11 من ۷ دورية بالنسبة ال 7 وأبعادها عل الترتیب هي کيو اریت 
يكون ,[]+...+/ ۷ ؟ إننا نذعى أن هذا غير مکن أو ا أخرى» r=s‏ 
و ,= ,..., .n =n‏ لنفرض أن ۹ سيت هي اخالف. عندئد یوجد عدد صحیح أ 
بحيث يكون 1 1. یمکن آن نفرص أن زال> 1۳0 . 


التحويلات الخطية {AY‏ 


لنعتبر ""1ل. با آنه » من ناحية» ,۷,۵...۷ ۷ فان 
۳ ۷... © 19 5/7 © ...۲۳6 باد :۷۲۳ 
وبا أن ,۲۳۱۸ ۷ dim‏ و nm;‏ = ۲و۷ dim‏ ...و۲۳ ۷ dim‏ (وفقا 
لتمهيدية 0-5-5) لذلك فان 
dim ۷۲۳2) (ng-m;)+...+(n7m;)‏ 
ومن ناحية أخرى. با أن ,ا ©...9 ,=۷ و (0)-"1,ن1 لکل :<ز. لذا فان 
T™@®U,T™®...@U, ۳‏ لاع نهرب 


وبالتالي : 
dim VT™=(m,~m;)+(mر-m;)+ ...+(m;_m;)‏ 
ووفمًا لااختيار ¡ فإن : 


بت الى . .رول > وی 2111 nı‏ 
ومن ثم فان : 
رس dim VT™=(n,-m,)+(ny-m;)+...+(n;_‏ 
بيد أن هذا يناقض الحقيقة المثبة أعلاه وهي أن : 
...+(n_ ~m; +)‏ +( )نري dim‏ 
لأن 0< :2-00 
هذا فانه توجد محموعة وحيدة من الأعداد الصحيحة ,0<...<ر<ره بحیث 
یکون ۷ هو الجموع الباشر للفضاءات الحزئية الدورية بالنسبة إلى ۲ التى آبعادها هي 
...2 على الترتیب «وبعبارة آنحری » لقد برهنا على أن لا متغیرات 7 
وحكه) . 
وباستخدام لغة الصفوفات , فان الناقشة التى اند نتهت الان فرت لنا أنه اذا كان 
n Zn 2< ۰.۰21,‏ 


۳ 
۲۱ ۰ 211 ۳ 


فان الصفوفتین 
i. us 3 EM see ¥ 1‏ 


1 1 


0 


اسب 


11۳ 5 يا لا ل ۳ 5 


EAA‏ مواضيع في الجبر 


تکونان متشامبتين فقط إذا کان 1-5 و ,2۳-,12,...,, ۱1۳ 
هذا نكون قد برهنا على الحزء الأصعب من الرهنة. 


مرهنة (۲-۵-۲) 
یکون التحو پلان الخطيان العدو ما القوی متشابهین ادا وفقط إذا كان لهما نفس 
اللامتغیرات . 


الرهان 
إن المناقشة الواردة قبل المرهنة تثبت لنا أنه إذا كان للتحويلين الخطيين المعدومى 
القوى لا متغيرات مختلفة فإنه لا يمكن أن يكونا متشابهين لأن مصفوفتيه) 
r 4 My ... 0‏ سا 


۴1 11 





0 .. . Mi 


۲۱۳ 


لا يمكن أن تکونا متشاپتن. 


أما بالنسبة للاتجاه الاخر فانه إذا كان للتحویلین الخطيين العدومي القوی 
7 و 5 اللا متغيرات ,«<...<,« نفسها. فانه وفقا لمرهنة )۱-۵-٩(‏ پوجد آساسان 
ل ۷ هما ..., ولاو ,...,,۷ بحيث إن مصفوفة 5 بالنسبة إلى ,۷.۰.۰۲ ومصفوفة 1 
بالنسبة إلى ,۳,...,," کل منیا تساوي 
M am 0‏ 


11 


0 


ML:‏ بت 
فاذا كان ۸ تحویلا خطيا معرفا على ۷ بالقاعدة ۷w,‏ = ,۷ فان 9-۸1۲۸ (أثبت ذلك. 
ثم قارن بين هذه المسألة ومسالة (۳۲) الواردة في نهاية البند (۳-۲)) ومن ثم فان 5 


التحويلات الخطية 4 


EEL 
T= 0 0 0 5 
0 0 0 
الذي أساسه هو‎ ٩ تؤثر على‎ 
ولا ,(0,1,0) تيتا ,(1,0,0) دا‎ )0,0,1( 


وليكن : 
ونا > ولا رولا + ونا > 1 لاعت يلا ,,لا< ‏ ۷ 


ان مصموفه 1 بالتسية لهذا الأساس هی 


0 
0 





وعلیه فان لا متغیرات 1 هی 2و 1. إذا كانت ۸ هی مصفوفة تغيير الأساس. أي 
YU‏ ۷0 1 
1 1 0 
U GF 1 4‏ 


۳ 7 0 
0 0 متم 


۱, 0 )0 Û 


فان حسابا بسیطا شت أن : 


ملاحظة أخرة 
إن لا متغيرات ۲ تعين مجزیتا للعدد ه الذي هو بعد ۷ . وبالعکس إن أى 
نجزیی ء للعدد ۱ أي ,211 . . . 2112 17 ۰ ...+107 + 21 یعس 1 متغيرات التحويل 


' ۷ عمج‎ Û 


Mir 


27 مواضيع في احبر 


وهكذا فان عدد فصول التشابه الختلفة للمصفوفات العدومة القوى من النوع 
7 هو تماما (2)0 » أي عدد جز یئات 11. 


(5-5) الصیغ القانونية : تفریق ۷ (صيغة جوردان) 


لیکن ۷ فضاء متجهات منتهی البعد على ۴ ولیکن ۲ عنصرا ما من (۸)۷. 
ولنفرض أن ,۷ فضاء جزئی غير متغير تحت تأثير آ . عندئذ فان ۲ محدث نحويلا 
خطيا ,1 على ,۷ معرفا كما يل u۲, =u‏ لكل ,۷». فإذا كان لدینا أي كثيرة حدود 
[×]6۴(×)و فان التحويل الخطي المحدث بواسطة (0)5 على ,۷ هو (0)1 (إن 
برهان هذا متروك كتمرين). وبصورة خاصة إذا کان 0-(0)5 فان 0-(,0)1 وعليه 
فان ,1 يحقق أي كثيرة حدود محققة من قبل 7 على ۴. ماذا نستطيع آن نقول عن الاتجاه 
الآخر؟ 
تمهيدية (1-7-5) 

لنفرض أن ۰۷۷,9۷ حيث ان ,۷ و ,۷ فضاءان جزئيان غير متغيرين تحت 
تأثير 1. وليكن ,1و ر1 هما التحويلان ا خطيان المحدثان بواسطة 7 على كل من ,۷ و ۷ 
على الترتيب إذا كانت (×) هی كثيرة حدود ,7 الدنیا على ۴ وكانت (),ه ی کثیرة حدود 
:1 الدنيا على ۴ فإن كثيرة حدود 7 الدنيا على ۴ هى ا مضاعف الشترك الأصغر لكل من 
P(x)‏ و ()و. 


الرهان 

إذا كانت («)م هي كثيرة حدود ۲ الدنيا على ۴ ۰ فان كلا من (,0)۲ و (ر٣)م‏ 
تساوي صفرا وذلك كا رأينا أعلاه ولذلك فان (×)م|(×)رم و (×)م|(×)رم وعندئذ 
فإن المضاعف اش لك الأصغر لكل من (*),2 و (<)رم») يجب أن يقسم p)×(‏ . 

ومن ناحية أخرى, لنفرض أن (8)؟ هي المضاعف المشترك الأصغر ل (*),م 
و P(X)‏ ولنعتير (4)1. با أن (<)0|(<)رم فان ۷,۹)](<۷,۹)۲۱(<0 حيث 7617 وبالمثل 


التحويلات الخطية ۶۱ 


720)1(>0 » حيث ر۷٤‏ ر۷. فادا كان 7677 فانه يمكن كتابته على الصيغة ر۷+ ۷-۷ 
حيث ,767و ۷:6۷ الامر الذى يترتب عليه أن : 
0 >-(0)1؟+ vq(T)=(v, + v,)q(T)=v,q(T)‏ 

وهكذا فان ٩)۲(=0‏ آي آن ۲ يحقق .٩)×(‏ وبضم هذا مع الفقرة الأولى يتم البرهان . 

دا كان ۷ ©...©,7-/17 حيث ۷ غبر متغبر تحت تأثي ر 7 لكل :.واذا كانت (8,0 
هي كثيرة حدود :1 الدنيا على ۴ » حيث :1 هو التحويل ا خطى المحدث بواسطة 7 عق 
۷ » عندئذ فان كثيرة حدود ۲ الدنيا عل ۴ هي ا مضاعف المشترك الأصغر لكثيرات 
ا حدود (),9,..,(),و. 

إن برهان هذه الننيجة مترولك للقاریء . 


لیکن (۸,)۷ 76 ولنفرض أن كثيرة حدود ۲ الدنیا على هي [×]۴٤(×)م ‏ عندئذ 
استنادا إلى تمهيدية (۵-۹-۳) نستطیع أن نفرق [×]۴٤(×)م‏ بطريقة وحيدة على الشکل 
.۱9,۳ (),9-()0 ۰ حیث (:4 كثيرة حدود غير محتزلة في ]۰۲ 
كما أن با,...,را,,ا آعداد صحيحة موجبة . إن هدفنا هو تفریق ۷ على هيئة جموع مباشر 
لفضاء ات جزئية غير متغيرة نحت تأثیر 1 بحيث یکون لكل تحویل خطي من التحویلات 
الخطية الحدنة بواسطة 1 كثيرة حدود دنيا هی قوة لکثرة حدود قير خا ادا كان 
1= فان ۷ يحقق ما نتطلبه ولذلك نفرضص أن k<1‏ 

لیکن : 

.۷ ۷ 6۷ ۷9, )1(۷-<-0( ۳ و (۷9,)۲(۶-0| 6۷ ۷) درم‎ V,= {v€ V|vq,(T)"=0} 
إن من الواضح أن :۷ فضاء جزئي من ۰۷ لكل ذء وبالاضافة إلى ذلك. فان ,۷ غير‎ 
۰ متغير نحت تأثر ۲" > لأنه إذا كان ,۷٤ں وعا أن یتىادل مع ).و فاننا غيل أن‎ 
01-0-:1(5(1)رود) -"(1)رو(1ن)‎ 

ومن تعريف ۷ نجد أن ۷ لیکن ,1 هو التحويل الخطى المحدث بواسطة 1 
عل ‏ ۷. 


۹۳ مواضيع في الجبر 


مرهنه ( (۱-٦-٦‏ 
(۷,)0 لكل ذ » 1=1,2,...,k‏ » أيضا +17 ©...©,/17-1. كا أن كثيرة حدود 
,1 الدنيا هی .٩,)×(“‏ 


البرهان 
إذا كان 1= فان ,۷-۷ ۰ ومن ثم فإنه لا يوجد شىء يستدعى البرهان . لذلك 
نفرض أن 1<]. 
نرید أن نثبت آولا أن (0)#;۷ ۰ ولانجاز هذا نقدم كثيرات الحدود التي 
عددها : 
*)x)'*q(x)"...q,(x(رh,(x)=q‏ 
*)x)®...q„(x(يx)=q,(x)"q(ٍh‏ 
hj (x)= ]19 (۲ 5‏ 
از 


]0)( =q,(x)"qر(x).. و9‎ ,)x( 
و («)مع2(»)رط ۰ لذلك فان 1(320):ط. عليه فإنه لكل 1 . يوجد ۷۷ بحيث‎ k<1 با أن‎ 
أن ۲(۶0);طw=۷ » بيد أنه عندئذ‎ 
wq;(T)î=v(h;(T)q;(T))=vp(T)=0 

وبالتالی فان ,0۳:6۷ ومن ثم فان (0)#;۷. في الحقيقية لقد أثبتنا أكثر من ذلك وهو أن 
.0#V, (TCV;‏ هناك ملاحظة أخرى فى هذا السياق حول (×);1 هي أنه إذا كان 
۷۷ حيث زز ولا کان (),ط|ن()رو » لذا فان 1(<0)پطر۷. 

إن كثيرات الحدود ()ط,...,(×)رط,(×),ط أولية نسبیا (أثبت ذلك) و بالتالی فإنه 
استنادا إلى تمهيدية (4-4-۳) يكون بإمكاننا إيجاد كثيرات حدود [<]61 (:),©,...,()© 
ببحيث يكو ن 1= a)x)h, (x<)‏ + ...+(<)رط(<)ره ومن هنا نجد أن 

ظ (Th, (T)=1‏ یه +... +(1) رط( ) به. 
ومن ثم. ادا كان ۷۷ فان : 
)ع ط(1) vor‏ + ... + (1) رط(؟) (Th, )1(+...+ Cx (Th )1( = vat,‏ رم) 12۷ ۷<۷ 


التحويلات الخطية ۹۳ 


الان (۲) ;۷8 €(۳ va);‏ لکل i‏ ولا كنا قد أثبتنا أعلاه أن ۷1.)۳(C۷,‏ لذا 
فإننا قد كتبنا ۷ على الصيغة ,۷+...+,۰۷<۷ حيث» ;۷ €(7(;)۲),» ۷= ۷ وبعمارة 
أخرى فإن 

...+ ماديا 

يجب عليناء الان. أن نتحقق من أن هذا الجمع هو جمع مباشر» ولإيضاح ذلك 
یکفی أن نثبت أنه إذا كان 0= ں+ ...+ بن حيث ٤۷;‏ بنا فان 0> بن لكل :. لهذا نفرض أن 
0= +...+ ,س وأن 0>ئنا » لبعض قيم 1. بضرب هذه العلاقة ب (1),ط نحصل على : 

u,h,(T)+...+u,h,(T)=0Oh,(T)=0 

ومع ذلك فان ۳(=0),طر » #1ز ولا كان ,لا 6ن لذا فان المعادلة تتقلص إلى 
۳(=0),ط,u‏ ۰ ولكن عندئذ 0-'(1)رورن. وبا أن (*)بط و (*)رو أوليتان نسبيا فان هذا 
يقتضى أن 20 ,دا (أثبت ذلك) الأمر الذي لا يتفق مع افتراض أن #0,د. وهکذا نكون 


,۷... 0 - 
لإتمام البرهان. يجب علینا [ثبات أن كثيرة حدود :1 الدنیا العرف على ۷ هي 
'(»)رو. 


من تعريف ;۷ وبا أن 0-:(77,,05 ۰ لذلك فان 0-*(1),ه وهذا فإن معادلة ,1 الدنيا 
يجب أن تكون قاسما ل "'(*«)رو » أي من الصيغة 9,00 ,اک 

ومن نتيجة التمهيدية )١-5-7(‏ فإن كثيرة حدود 7 الدنيا على هي المضاعف 
المشترك الأصغر ل ر رو..... *'(»)ي,روء أي يجب أن يكون *(×)ي..."(×)و ولا كانت 
كثيرة الحدود الدنيا هذه هي في الحقيقة '(*)يو...!'(*)رو . لذلك فإن ,اح ,...,را<در,را<. 
وبمقارنة هذه مع المتباينة الواردة أعلاه نحصل على 6ح را لكل ذ كل,...,121,2. وپذا 
يتم إثبات المبرهنة . 

إذا حدث وكانت جميع الجذور المميزة ل 1 تنتمي إلى فان كثيرة الحدود الدنيا ل 
1 تأخذ صيغة أفضل هي *(,-)...۳(,-6-(90 حيث ية,....يذهى الجذور المميزة 
المختلفة ل ۲. إن ااا الغير مختزلة (×)إ الواردة أعلاه هی و لاحظ هنا 
أن للتحویل الخطي :۲ على ,۷ جذرا میا واحذا هو ۸ فقط . ۱ 


ء £۹4 مواضيع في ابر 


إذا كانت جميع جذور 7 الميزة الختلفة ذ.....بتتتمي ال ۴ فانه یمکن 
كتابة ۷ على الصيغة ,۷ ...۷۷,9 حيث (0-*(-۷6۷/)۲)-۷ كبا أن التحویل 
1على ;۷ له جدر یز واحد فقط هو بة. 


الآن نعود قليلا إلى البرهنة» سنستخدم الا صطلاحات نفسها الواردة في الرهنة 
مثل :۰1 ۷.ا كان ,۷۷۱۵.۰.۵۷ وإذا كان ;=۷ صنل فانه وفقا لتمهيدية )١-6-5(‏ 
نستطیع إيجاد أساس ل ۷ بحیث تأخذ مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس الصيغة 


۸ 
۸ 


۸ 


حيث كل من :۸ مصفوفه من النوع 1 والتى هي في الواقع مصموفه :1. 


ولكن ما الذي نبحث عنه بالضبط؟ إننا نريد عنصرا في فصل تشابه ۲ الذي 
نستطيع تمييزه بطريقة ما. يكن صياغة هذا على ضوء المبرهنة (1-7-7) وذلك 
كما يلي : إننا نبحث عن أساس ل ۷ لكي تأخذ مصفوفة 1 صيغة بسيطة بالنسبة 
لهذا الأساس . استناداً إلى المناقشة الاد آنفا فإنه يكن حصر هذا البحث عن 
التحول الخنطى .7. من هنا يكن اختصار المسألة العامة من مناقشة تحويلات 
تمد سامت إلى البو اورت خا دا ترود آنف سک وفها الفا لوي 
لکثیرات حدود غير مختزلة . وسنناقش بعد قلیل احخالة الخاصة التی تنتمی فیها 
جوز ۲ الم ة إلى8 . سنناقش في البند القادم احالة العامة والتي لن نضع فیها أية 
قبود على الحذور المميزة ل 1 . 

نحن الآن في وضع افضل. ذلك أن جميع العلومات متوفرة لدينا وما علينا سوی 
أن نضعها في قالب واحد. إن هذا يؤدى إلى الرهنة المهمة والمفيدة والتى فيها نعرض 
لما يدعى بصيغة جوران القانونية (دم] امء‌نجمصی مدل:10) وقبل أن تعرش المرهنة 


نعطي التعريف الآتي . 


التحويلات الخطية ۹٥‏ 


إن المصفوفة 





بط لوعن جد Es‏ 


حيث الأعداد 1 في القطر الرئيس والأعداد 1 في القطر فوق الرئيس وأصفار فيا سوى 
ذلك » تدعى قالب جوردان الأساسي الذي يتبع ۸. 


مرهنه (6-56-؟) 
لتکن جميع جذور (7>۸,)۷ ا مميزة الختلفة بف,...,,تنتمي ال ۴. عندئذ یمکن 
إيجاد اساس ل ۷ بحيث تکون مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس على الميئة 


1 J, 
۳ 





ىق آن برظ,. ا8 هي فوالب جوردان الا ساسية التي نتبع بذ. 


الرهان 
أولا. وقبل أن تیدا ان قالب جو ردان الا ساسی من النوع 0 111 الذى يتبع 
۸ هو ,11+( حيث م1 هي المصفوفة المعرفة بعد برهان تمهيدية (۲-۵-۲). 


٤۹٦‏ مواضيع في اير 


من تمهيدية (۱-۵-۲) ونتيجة مبرهنة )١1-5-5(‏ يمكن أن نختصر الوضع إلى 
احالة التي يكون فيها جذر مميز واحد ل ۲ . أى عندما يكون *-1 معدوم القوى. 
وهكذا فان (1-7)+(-1۲ وحیث إن 1-۸ معدوم القوی لذا فإنه وفقا لمرهنة (5-ه-١)‏ 
یوجد أساس بحیث تأخذ مصفوفة 1۸ بالنسبة إليه الصيغة : 
M‏ 


11 


۷ 


د 





حيث إننا استخدمنا الملاحظة الواردة في أول البرهان حول العلاقة بين قوالب جوردان 
الأساسية والمصفوفات ,31 وذا ينتهى الم‌هان . 
باستخدام مبرهنة )١-0-5(‏ نستطيع ترتيب الأمور بحيث يكون سعة ,8> سعة 
,9 >... وذلك في كل ر1. وعندما يتم عمل هذا فان المصفوفة 


ا 


تسمی صيغة جوردان للتحويل 7. لاحظ أن مرهنة (7-5-5) فى حالة المصفوفات 
معدومة القوى مختزل إلى مبرهنة )١1-8-5(‏ . 

نترك برهان العبارة التالية كتمرين : يكون التحويلان اخطیان في (۸:)۷ والتی 
تنتمي جذورهما ا مميزة إلى ۴ متشابهين إذا وفقط إذا أمكن نحويلهها إلى صيغة جوردان 
واحنق. 

وهكذا فإن صيغة جوردان تعمل. گن لفصول التشابه هذا النوع من 
التحویلات الخطية . 


التحويللات الخطية £4۷ 


ويمكن إعادة صياغة المرهنة (75-5-5) بدلالة المصفوفات وذلك كما یل : لتكن 
,۴ ولنفرض أن × هو حقل انشطار كثيرة ا لحدود الدنيا ل ۸ على ۴ ês‏ يمكن 
إيجاد مصفوفة ,0616 ما معكوس بحيث تاخذ المصفوفة ' C۸٣‏ صيغة جوردان . 

سنترك بعض الأمور البسيطة والمتعلقة بالانتقال من ميرهنة (7-5-5) إلى الصيغة 
المصفوفية» المعطاة آنفاء للقارىء 


ملاحظة 
إذا كانت ,> ۸ وإذا كان في ,× » حيث × هو حقل انشطار كثيرة ا حدود الدنيا 
ل 4ه على ۳ 3 


1 
CAC‏ 
/ ۸ 
حيث يقابل کل ,1 جذرا مميرًا ختلفا ,۸ للمصفوفة ۸ فإن تکرار (انهنامذا!ن):2 باعتباره 
جذرا مرا ل ۸ » یعرف بأنه ;ه » حيث راهی الصفوفة من النوع ,م«:«. لاحظ هنا أن 
مجموع التکرارات پساوی ‏ . 


ومن الواضح أنه یمکن أن نعرف تکرار الجذر المیز للتحویل الخطي بصورة 


مشامة لما قدم أعلاه . 


واک 
١‏ - إذا کان 5و1 تحويلين خطيين معدومی القوى وكان 51-715. فأثبت أن 1؟ و ٩+7‏ 
۲- أثبت باستخدام حسابات مصفوفية مباشرة أن المصفوفتين 
0 0 1 0 0 0 1 0, 

ظ , 

1 
0 





0 
0 
0 


جر :هه به 
ه مات ه 


0 0 
0 0 ۷ و 
)( 0 


۹۸ مواضيم في ابر 


۳- إذا کان ر« <۸ و ر۳ <,«. فأثبت باستخدام حسابات مصفوفية مباشرة أن 
Mn 7‏ 
و أ و Mn)‏ أ 
متشاستان إدا وفقط إذا كان ,22> ,م و يمد يم. 


£* 5 إدا كان 221 11 و 211 ج2111 Mm‏ « فأثبست باستخدام حسابات مصعوفية 
مباشرة أن : 


Mn Mn, 
Mr و‎ Mr 
Mn Mn; 


متشامپتان ادا وفقط إذا كان رہ = ,۸و يدح ره و پ٥‏ =ږہ 


ه -(۱) أثبت أن الصفوفة: 
13 +1 1" 
| 1- 6 
0 1 1 


معدومة القوی ثم أوجد لا متغیراتها وصيغة جوردان ا. 
(ب) آثبت أن الصفوفة في الفقرة (ا) ليست مشامبة للمصفوفة 


1 1 1 
1 0 0 

1- برهن على تمهيدية (-۱-۱) ونتیجتها حتی ولو كان الجمع الوارد فیها لیس جمعا 
مباشر. 

۷- برهن عل العبارة الاتية؛ یکون التحویلان الخطيان في (۸۲)۷ واللذان تنتمي 
جميع جذورهما الميزة إلى ۴ متشابهين إذا وفقط إذا كان ما صيغة جوردان نفسها 
(بغض النظر عن ترتیب الحذور المیزة) . 

۸ - أثبت الصيغة المصفوفية لبرهنة (۲-۲-۲) والواردة قبل هذه السائل . 

گے برهن عل آن المصفوفة من النوع .nXn‏ 


2 حر بت 
اب كح غم 
2 اسب تثب 
3 تثح 
ت © 2 


:0 1 ... 0 0 0 
حيث العدد 1 في القطر تحت الرئيس وصفر فیما سوى ذلك. متشايهة مع المصفوفة ,20 
٠‏ ادا كان ثميز ۲۳ هو م>0. فأئست أن مستا 1 A=‏ قق ۸=1. 
۱ - إذا كان میز ۴ يساوي صفرًا . فاثبت أن الصفوفة (1 ن]-۸ تحقق ۸-1 فقط 
عندما 04-0 » حيث 11۲1<0. 
۲- أوجد جميع صيغ جوران الممكنة لما يلي : 
(ا) جميع المصفوفات من النوع 8*8 التي كثيرة حدودها الدنيا هي ”(1-×)×. 
(ب) جميع المصفوفات من النوع 10610 على حقل ميزه لا يساوي 2 والتي كثيرة 
حدودها الدنيا هی 3-+1(2)2-:)2. 
۳- ات أن الق م النوع 0 » حیث 
1 عبد 32 2 ۱ 
TE ae‏ 


حم 





تشابه المصفوفة 


تت 
ود 
ه 0 
2 : 





0 0 0 ... 0 


وذلك إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا أو يساوي م حيث 5/م. وما هو تكرار الصفر 
كجذر میز ل ۸ ؟ 


96 مواضيع في الجبر 


يقال عن المصفوفة (زره)-۸ إنها مصفوفة قطرية إذا كان 0-ره لكل زج أي إذا 

كانت العناصر خارج القطر الرئيس أصفارًا. ويقال عن الصفوفة (أو التحويل اخطی) 

إنه قابل للاستقطار (01380:811226016) وذلك إذا كانت مشاة لمصفوفة قطرية (وبالنسية 

للتحويل الخطي يوجد له مصفوفة بالنسبة لأساس معين بحيث تكون هذه المصفوفة 

قطرية) . 

٤‏ - إذا كان ۲٤۲۸)۷(‏ فإنه يكون قابلا للاستقطار (إذا كانت جميع جذوره المميزة 
تنتمى إلى ۴) إذا وفقط إذا كان ۷)۲-۸('"=0 حيث ۷6۷و 26۳ فان ۷)1-2(<0. 

۵ - أثبت باستخدام المسألة )١4(‏ أنه إذا كان 52-8 فان ع قابل للاستقطار. 

5 - إذا كان ۴= E”‏ و ۳-۳ فإن ۴ و ۴ متشامان إذا وفقط إذا كان ما المرتبة نفسها. 

۷ - إذا كان تكرار کل جذر میز ل ۲ يساوي 2 وكانت جميع الجذور المميزة ل 1 تنتمي 
إلى ۴ ۰ فأثبت أنه يمكن استقطار 1. 

۸- إذا كان مميز ‏ بساوی صفرا وكان (/9)مم 76 يحقق 7۳-1 فأثبت أنه إذا كانت 
الحذور المميزة ل 1 تنتمی إلى فان 7 قابل للاستقطار (إرشاد: استخدم صيغة 
جوردان ل 1). 

4 إذا كانت ,۸,8۳ قابلتين للاستقطار وكان 48-88. فأثبت أنه يوجد عنصر 
,06۳ بحيث أن كلا من ۸ و 08 قطرية . 

. غير صحيحة وذلك في حالة كون 8ع 8 يخ‎ )١9( أثبت أن نتيجة المسألة‎ - ٠ 


(5-/) الصيغ القانونية : الصيغة القانونية النسبية 


إن صيغة جوردان هي الأكثر استعالا لإثبات مرهنات حول التحويلات 
الخطية والمصفوفات. ولسوء الحظ. هناك عقبة معضلة هي أنها تضع شروطا على 
موقع الحذور المميزة. صحيح أنه إذا كانت جذور (/9)ج764 (أو ,61 4) المميزة ليست 
في ۴ فإننا نضطر إلى استخدام الامتداد المنتهى × د۳ بحيث يحوي × على جميع الجذور 
المميزة ل 7 وبعد ذلك نحول 7 إلى صيغة جوردان على 1. إن هذاء في الواقع » إجراء 
قیاسی ومع ذلك فإنه يرهن النتيجة في ,× وليس في ,5. ولكنه يوجد مناسبات عديدة 


التحویلات الخطية ۱ ۰ ۵ 


تکون فیها النتيجة مبرهنة من أجل ,۸6۳ باعتبارها عنصرا فى ,16 ولا یمکن 
الرجوع من ,> لنحصل على العلومات الطلوبة في ۴. 

هذا اانا تمزع ل ا و ری ی ی 
تست یدصت لو اي إن هذه الصيغة 
القانونية تتمثل لنا بها یسمی الصيغة القانونية النسبية (0۲70] لمعتصمصة 1۵008۵1) والي 
سترد في المبرهنة ("-۱-۷) ونتيجتها . 

لیکن (7)م 164. إننا نقترح أن نجعل من ۷ فضاءً حلقيا على [×]۴ حيث 
[×]۴ هي حلقة كثيرات الحدود في × على ۴ وذلك باستخدام 1. ونبدأ ذلك بتعريف لأي 
كثيرة حدود ٤)×(‏ في [×]۴ وأي قيمة ۲6۷ يكون (4)*(7-71)1. ونترك للقارىء التحقق 
من أنه بهذا التعریف أي بضرب عناصر ۷ بعناصر (۴)۸ » يصبح ۷ فضاءً حلقيًا 
على (×)۴. 

وحيث إن ۷ منتهی البعد على ۴ لذلك فانه يكون منتهى التوليد علی۳ وهذا بدوره 
يجملد متهي نید على با التى تحوي ۴: (وفضلا عن ذلك فإن [×]۴ حلقية إقليدية 
وباعتبار ۷ فضاء منتهى التوليد على [×]۴ فإنه وفقا لمبرهنة (-۱-۵) يكون ۷ مجموعا 
مباشرا لعند سه عرد الفقيادات الحزئية الحلقية الدورية. واستنادا إلى الطريقة التي 
قدمنا مها بناء الفضاء الحلقى على ۴ ۰ فان كل واحد من هذه الفضاءات الحزئية الحلقية 
غير متغير تحت تأثير ۲. وبالإضافة إلى ذلك فإنه يوجد عنصر م" في الفضاء الحزئي 
احلقی 1 بحيث يكون كل عنصر 82611 من الصيغة (1)گہرہ =" . حيث [×]۴ ) («)1. 

لكي نعين طبيعة تأثير 7 على ۷ فإنه. من أجل ذلك. یکفی أن نعرف تأثير ۳ 
على الفضاء الجزئي الحلقي » وهذا هوما نريد تعيينه تماما. ٠‏ 

أولا: نفرق ۷ مبدئياء كا فعلنا في مبرهنة »)١-5-5(‏ وذلك وفق تفريق كثيرة 
حدود ۲ الدنيا إلى حاصل ضرب كثيرات حدود غير ختزلة . 

لنفرض آن كثيرة حدود ۲ الدنيا على ۴ هي “(2),و...!"(«),و-(*)م حيث 
٩:)«(‏ كثيرات حدود غير مختزلة فی [*]5 كما أن 0< لكل ذ. عندئذ وكا رأينا في مرهنة 
(احا-۱) : 


o۲‏ مواضيع في احبر 


۷-۷۷ 
حیث کل من ۷ غبر متخم باللسبة ل ۰7۲ كا أن ٩:)(*‏ هي كثيرة حدود 7 الدنیا 
على :۷ . ولعرفة طبيعة الفضاء الحزئي الحلقى . من أجل تحویل خطي ۲ فاننا نرى» من 
هله المناقشة . أنه یکفی أن نعلم طبيعة ۲ الذي کشرة حدوده الدنیا هی قوة لكثيرة حدود 
غير مختزلة. ۱ 
نبدأ برهان التمهيدية الاتية . 


تهيدية (1-07-5) 

لنفرض أن كثيرة حدود (/1)بر4 1 الدنیا على هي + رم( ...+ع ,جوز( 
ولنفرض أن ۷ باعتباره فضاء حلقيا ركا هو موصوف أعلاه) هو فضاء حلقي دوري (أي 
دوري بالسبة ل 7 عندثذ جد آساس 1 ۷ عل ۴ بحیث کون مصفوفة 7 بالنسجة هذا 


0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 6 1 
VIE E © e “e-1 


المرهان 

لا كان ۷ کر یا بالنسبة ل ۲ فانه يوجد متجه ۷6۷ بحيث يكون كل عنصر 
۷ من الصيغة (8-1971)1 حیٹ [×]۴ €٤‏ (×)؟. 

فإدا حدث وأن حقق كثيرة حدود (*): حيث [×]۴ ٤‏ (×)ء العلاقة 0->(75)1. فإنه 
لأى ۷ يكون 

75)1(>-)1)1(501((>-175)1(1)1(> 10 

وهكذا فان (1)ء يفني جميع عناصر 7 لذلك فان 1(=0)ء . وعندئذ (»)ءا(»)م لأن 
(<)م هی كثيرة حدود 1 الدنيا. إن هذه الملاحظة تقتضى أن ...آ۷ مستقلة 
خطيًا على ۴ لأنه لو كان الأمر حلاف ذلك فان | 


التحویلات الخطية #۳ 


agY+ajvT+...+a,_ vT =0‏ 
حي 61 رة وعندئد فان 
0( ۲۳ ۵ ...+ ۷)2+3 
واستنادا إلى الناقشة الواردة اعلاه یکون : 
x)‏ ۵+ ...2 +و2) | (*)2 
ومن الواضح أن هذا غير مکن إذ أن درجة (×)م هي ۲ما نم يكن 0= ۵<..<رةعمة. 
وحیث اد 
1 .]مرمع[ 
فانه یکون لدینا *1۳ حيث 0 < » تر کيب خطي د...., 1,7 على CF‏ وکدلك فان (۲)1 
لأى 0 ۴ > (10 ۰ هو ترکیب خطي ل ....:1 ,۱ على ۴ ولا كان أي ۷ ع هو من 
الصبغة (15- . لذا فاننا نجد أن " ت ركيب خطي ل ۷,۷۲,...,۷۲ ۰ 
لقد برهنا أعلاه على أن العناصر 1,...,#1>1,لاهي أساس ل /اعلى ۴ ويمكن 
التحقق مباشرة من أن مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس هي المصفوفة الواردة في التمهيدية . 
إذا كان [10(6۳ » حیث "×+ × ,+ ...+× +=( فإن المصموفة 


0 1 0 ei 0 
0 0 1 و‎ 0 


1 ن 0 0 0 





ا ف : وس 0- 
من النوع ۲ تدعى با لمصفوفة ا مصاحية (:1: 1132 «وزضةم:00)) ل ()1 وسنكتبها على الشکل 


0/0 


لاحظ أن عهيدية )۱-۷-٩(‏ تنص على أنه 
إذا كان ۷ دوريا بالنسبة ل 7 وكانت كثيرة حدود 7الدنیا فى ۴×1 هی («)م فان 
مصفوفة 1 بالنسبة لأساس مال ۷هى ((<)م) © . 


6٠4‏ مواضيع في ابر 


۴7ء تحقق («۰ كما أن كثيرة حدودها الدنيا هي( (انظر مسألة )٤(‏ الواردة فى 
نهاية هذا البند وعسالة (۲۹) الواردة فی نهاية البند (-۱). 


الآن نأتي إلى [ثبات المرهنة الهمة الآتية . 


مر‌هنه (۱-۷-۱) 
إذا كالخ کی ةه حدود 7 الدنيا» حيث (76۸)۷ , ه ي*0(۴)<() * بحیث 
٩)×(‏ كثيرة حدود واحدية غير حتزلة في [×]۴ » فإنه يمكن إيجاد أساس ۷1 على ۴ بحيث 


6200000 
C(q(x)”) 





البرهان 

لا كان ۷ ۰ باعتباره فضاءً حلقیامنتهی‌التولید على [×]۴ » ولا كانت [×]۴ حلقة 
إقليدية فإننا نستطيع تعريق ۷ على الصيغة 6...6۷ ۷< ۰۷ حبث إن ۷ فضاء حلقى 
دورى وغير متغبر تحت تأثير ۲" فإذا كان :1 هو التحويل الخطى المحدث بواسطة 1 على 
۷۰ فإن كثيرة حدوده الدنيا يجب أن تكون قاس ل “(*)9-(*)م. وبالتالي فهو من 
الصيغة “(×)و و باستطاعتنا ترقيم الفضاءات بحيث يكون ,6<...<ر<,ه. 

الآن *(1)و يفنى ۷ لكل ذ وبالتالي فهو يفنى ۷ ومن ثم فان ۲(۲-0)و. وهكذا 
فان e<‏ ولا كان من الواضح أن e‏ هو على الأكثر ع لذا نجد أن عع 6. 


التحويلاات ا لخطية ۵ ۰ ت 


استنادا إلى تمهيدية (5-/ا-١)‏ وحيث إن ,۷ دوري بالنسبة إلى ۰۲ فإننا نستطيع 
إيجاد أساس بحيث تكون مصفوفة التحويل الخطي :1 على :۷ هي "((0)1)©. وهكذا 
واستنادا إلى مبرفةتة 1555 سكن ]خاد اساس ل ۷ بحیث تکون 
مصفوفة 7 بالنسبة لهذا الأساس هي 


C(q(x)°) 
C(q(x)*) 


C(q(x)") / 


إذا كانت كثرة حدود (۷ )م۸٤۲‏ الدنيا على ۴ ه ی '(:).ب...'():) رو -(<)م حيث 
(),9,)(,...,9 كشرات حدود غتلفة وغ حتزلة ف [×]۴ فإنه يمكن إيجاد أساس ل ۷ 


1 


C(x) 


C(q;(x)“r) 





کا أن 2 Ze...‏ ;€= 6 

الرهان 

۷ - ۰۷ حيث کل من ,۷ غر متغير تحت تأثير 1. کا أن كثيرة الحدود الدنيا 
للتحویل الخطى :1 الحدث بواسطة ۲ على :۷ هي (0:)8. وباستخدام تمهيدية 


9 مواضيع في الجبر 


(۱-۵-۷) البرهنة انفا نحصل على الطلوب . فإذا كانت درجة (),ه هی ,ل فإننا نلاحظ 
أن 7-رع,24 حیث « هو بعد ۷ على ۴. 


تعر يف 

إن مصضوفة 7 الواردة في النتيجة الآنفة الذك ر تدعی بالصيغة القانونية النسبية 
۲ 
تعر يف 


يطلق على کثرات ا خدود 
)۰۰.9 )...رک( رو ,... (x),‏ رو( )رو 
في ۲۱ القواسم الا بتدائية ل '1. 


تعر يف 
ادا كان 3:۷۰ فان كثيرة ا حدود الميزة 7 ونرمز ما ب ()م هی حاصل 


. سنطابق بين كثيرة الحدود الميزة العرفة آنفا وكثيرة حدود آخری سنکونها في البند 
(4-5). إن كثرة حدود ۲ المميزة هى كثيرة حدود من الدرجة « وتنتمي إلى ۰۳۲ كما 
أن ها خواص مهمة إحداها هي الواردة في الملاحظة الائية . 


ملاحظة 
كل نحويل خطي (1>۸)۷ يحقق كثيرة حدوده ا مميزة» کا أن كل جذر مميز ل 
7 هو جدر ل (×)ہم۔ 


ملحوظة )١(‏ 
إن العبارة الأولى من هذه الملا حهلة هي نص مرهنه مشهورة وهي مرهنه ات 
هاملتون ومع ذلك فإن تسميتها بالصيغة التي أوردناها ليس عدلاً . إن فحوى مبرهنة 


التحویلات الخطية ۰۷ 6 


كيل هاملتون هي ی الحقيقة أن ۲ نحقق ()۲ عندما تعطی (*)0 بصيغة محددة 55 
وإذا أمكن تكوينها بسهولة من ۲. ومع ذلك فإن الملاحظة بصيغتها الواردة نحوي على 
شىء ذي قيمة . ذلك أنه لما كانت كثيرة الحدود المميزة هي كثيرة حدود من الدرجة " 
فإننا قد أثبتنا أن كل عنصر في (۸,)۷ يحقق بالفعل كثيرة حدود من درجة « واقعة في 
[×]۴. وحتی الان. لقد برهنا هنا الحالة للتحويلات الخطية التي تقع جذورها المميزة 
فى .F‏ 


ملحوظة (۲) 

إن العبارة الثانية من الملاحظة کا وردت لا تحوي أي شیء لأنه متى ما كان ۲ 
محقق كثيرة حدود فان كل جذر مميز ل ۲ يحقق كثيرة الحدود هذه وبالتالي فإنه لن يكون 
ل »)بم أي خصوصية إذا كان ما ورد فى المرهنة صحيحا بالنسبة شا. بيد أن الواقع 
هو کا یی : كل جذر مميز ل 7 هو جذر مميز ل (*)بم » وبالعکس فان أي جذر ل ()بم 
هو جذر میز ل 7. وفضلا عن ذلك فان تكرار أي جذر ل (),م باعتباره جذرا لكثيرة 
احدود يساوي تكراره باعتباره جذرا مميزا ل ۲. وباستطاعتنا برهان ذلك الان لكننا 
سنؤجله إلى وقت لاحق وذلك عندما نستطيع برهانه بصورة طبيعية أكثر. 


برهان الملاحظة 
يجب إثبات أن ۲ تحقق (,۰0 ولكن هذا بسيط إلى حد كبير» ذلك أنه ا أن (:),م 
هى حاصل ضرب 
یک را ا ربو ارو 
وبما أن : 


Cj Ej, C2 2 وية‎ ۰۰.۰ 1 =e, 
لهذا فان (),2 تقبل القسمه على‎ 
p(x)=q,(x)°"...q„(x)* 
.۲٣)۳(=0 والتى هي كثيرة حدود ۲ الدنيا. ولا کان 0-(1)م لذا فان‎ 
^ لقد أطلقنا على مجموعة كثيرات الحدود الواردة في الصيغة القانونية النسبية ل‎ 
القواسم الابتدائية ل ۲. إنه لمرغوب إلى درجة كبيرة توضيح ما إذا كانت القواسم‎ 


9.۸ مواضيع في الجر 


الا بتدائيه تعنى التشابه في (۸۲)۷ إذ أن فصول التشابه, عندئد. ستکون في تقابل مع 
مجموعة کثبرات الحدود في [×]۴. ولکن قبل أن نثبت هذا فاننا سنثبت النتيجة التي 
تقتضي أن يكون لتحويلين خطيين القواسم الابتدائية نفسها. 


مسرهنة (7-0-5) 

لیکن ۷ و ۷ فضائي متجهات على ۴ وليكن ۷ هو تائل فضاء متجهات من ۷ 
على ۷. ولنفرض أن (5>۸,)۷ و (7۸)۷۷ بحيث أن ۰۷(7)-5(۷) لكل ۷6۷ 
عندئذ يكون ل 5 و ۲ القواسم الابتدائية نفسها . 
البرهان 

إذا كان ۷6۷ فان 

۲۲ <۷۷۷(۲(۲)) >۷5(۷۷(۲)) ع با (5(5)) = (vS)‏ 

ومن الواضح أنه بالاستمرار على هذا النحو فاننا نجد أن : 


)۷۹۳ (۰۲ < (vyp)T™ 
۷ ۷ ولای متحه‎ f(x) 6۳۱۶| وذلك لآأى عدد صحيح 20 لذلك فإنه اي كثيرة حدو د‎ 
یکون‎ 
(vf(S))y=(vy)f(T) 


إذا كان ۴)5(=0 فان 0<-()۲۷۷(2) لأي ۷6۷. ولا کان به يطبق ۷ على ۷ لذا 
يكون لدينا ۷٤)۳(=0‏ ومن ثم فان 0-(8)1. وبالعکس إذا كانت [×]۴٤(×)ع‏ تحقق 
العلاقة 0-(1)ع. فإنه لاي ۲6۷ يكون 0-((28)5). ولا كان س تماثلاء» لذلك فان 
0-(5)ع۷ وهذاء. بالطبع » يقتضى أن 0-(65)ع وعليه فإن 7 و 5 يحققان نفس مجموعة 
كثيرات ال حدود في [×]۴ ومن ثم فإنه يجب أن يكون هيا نفس کثمة ا حدود الدنيا 

“7 ۰۰ )۲۵۵ () رو دام 

حيث (),,0,)*(.....,0 کشرات حدود مختلفة وعير ختزلة .F[x| ٤‏ 

إذا كان 1ا فضاء متجهات جزئيا من ۷ غير متغمر بالنسبة ل 5 فان انا فضاء 
متجهات جزئي من ۷ غير متغير بالنسبة ل ۲ ذلك لأن 

(Uy)T=(US)JyCUY 


التحویلات الخطية 6۰۹ 


ولا کان € و U‏ متاثلين لذا فان كثيرة الحدود الدنيا 5 5ع حیت ٩,‏ هو التحویل 
الخطى المحدث بواسطة 5 على لا » هی نفسها كثيرة الحدود الدنيا ل ,۲ الذي هو 
التحويل الخطى المحدث بواسطة 7 على نا وذلك وفقا للملاحظة الواردة انفا. 


الآن با أن کثرة الحدود الدنيا ل 5 على ۷ هي (×) ...° (×) ربو >-(<«ام كما دايا 
ذلك في المرهنة (5-/0ا-١)‏ ونتیجتها. فإننا نستطيع أحذ (),و ليكون أول قاسم 
ابتدائي ل 5 كما نستطيع إيجاد فضاء متجهات جزئي ,۷ من ۷ غير متغير بالنسبة ل 5 
بحيث إل : 
)١‏ +۷۷۱ حيث ۷ غير متغير بالنسبة ل 5. 
۲) القاسم الابتدائي الوحيد للتحويل الخطى ,5 المحدث بواسطة 5 على ,۷ هو 9,)1(۲. 
*) القواسم الابتدائية الأخرى ل 5 هي تلك القواسم الابتدائية للتحويل اخطي ,5 

المحدث بواسطة 5 على ۷۲. 





ومن هذا ندعى أن : 
)١‏ ,۷۷-۷۷ حيث ۷۷۱-۷۱۷ و N=‏ غير متغيرين بالنسبة ل 1. 
۲ إن القاسم الابتدائي الوحيد للتحويل الخطى ,ا المحدث بواسطة ۲ على ,۷ هو 
١؟(*)‏ رو (الذي هو قاسم ابتدائی ل 7 لأن كثيرة الحدود الدنيا ل 7 هي 
۲۰۰۰ (),0)(<۵). 
۳ إن القواسم الابتدائية الأخرى ل ۲ هي تلك القواسم الابتدائية للتحویل الخطي 
ر1 الحدث بواسطة ۲ على .N‏ 
لا كان 8-340 لذا فان ۷ و × فضاءا متجهات مت‌ائلان على ۴ وذلك بالنسبة 
للتاثل رب المحدث بواسطة «. وفضلا عن ذلك» فإنه إذا كان 60 فإن 
و1 (و۱۹۲) (uS)y = (up )T=‏ > ربا (ر5نا) 
لذلك فان ر5و :1 عل علاقة ببعضه إزاء رل ک| كان ل 5و 7 علاقة ببعضهی إزاء ۷ 
وباستخدام الاستقراء الریاضی على البعد (أو بتکرار الناقشة) نجد أن ,5و ر1 هما 
القواسم الابتدائية نفسها. ولکن لما كانت القواسم الابتدائية ل 5 هی !*(),وبالا صافة 
إلى القواسم الابتدائية ل م۲. بینا القواسم الابتدائية ل 1 هي *۴(,و بالإضافة إلى 


+ ۱ © مواضيع في احبر 


القواسم الابتدائية ل ر۲ لذا فإننا نجد أنه يجب أن یکون ل 5 و ۲ نفس القواسم 
الابتدائية وهذا يتم البرهان . 


إن مبرهنة )١-/-5(‏ ونتيجتها تعطينا الصيغة القانونية النسبية ىا تنشأ تبعًا ها 
القواسم الابتدائية والآن نأي إلى إثبات خاصة الوحدانية . 


مرهنه )==( 
یکون التحویلان اخطیان (5,>۸)۷ متشامبين إذا وفقط إذا كان ما القواسم 
/۷ داه تيه نتفسها . 


المرهان 

إن أحد الاتجاهین بسيط لأنه إذا فرضنا أن ل 5و ۲ القواسم الابتدائية نفسها 
فإنه ينتج عن ذلك وجود أساسين ل ۷ على ۴ بحيث تكون مصفوفة 5 بالنسبة للأساس 
الأول تساوي مصفوفة ۲ بالنسبة للاساس الثاني (وكل منهها تساوی مصفوفة الصيغة 
القانونية النسبیة) . ولکن وفق ما رأينا سابقا في مناسبات عديدة. فان هذا یقتضی 
تشابه 5 و 1. 


والآن إلى برهان الاتجاه العاکس . إن المناقشة هنا تشبه إلى حد كبير تلك المناقشة 
الواردة ف بند (0-16) عند إثبات مبرهنة ("-۲-۵). وحيث إننا قد أوردنا ذلك الرهان 
مفصلا لذا وساي يه باختصار. 

أولا نلاحظ أنه بالنظر إلى مبرهنة )١-5-5(‏ فإنه يمكننا تقليص المسألة من الحالة 
العامة إلى حالة التحويل الخطي الذي كثيرة حدوده الدنيا قوة لكثيرة حدود غير محتزلة . 
وبالتالي فإنه. بدون المساس بالحالة العامق يمكننا أن نفرض أن كثيرة الحدود الدنيا ل 
1 هي (×)ې حيث (×) غير متزلة من الدرجة 4 في [×]۴. 

إن الصيغة القانونية النسبية تفيد بإمكانية تفريق ۷ عل الصيغة 

V=V,©...@V, 


وحيث كل فضاء متجهات جزئي ,/اغير متغير بالنسبة ل 7 كما أن مصفوفة التحويل 
الخطي المحدث بواسطة 1 على :۷ هي 0)(5)© أي المصفوفة المصاحبة ل ۰۹0(۴ إننا 
نحاول. في الحقيقة » برهان الاق : إذا كان 
V=U,®U,®...@U,‏ 
حيث كل من زلا غير متغير بالنسبة ل 1 وكانت مصفوفة التحويل الخطي المحدث 
بواسطة 1 على زلا هي (0)0)8(1 ۰ حيث ,)<...<ر6</. فان 
25 و 621 .... روث ,راع رع 
(أثبت أن برهان هذه العبارة مكافىء لرهان المرهنة) . 
لنفرض أنه لدينا التفريقين المذكورين أعلاه. أي 
OU,‏ ...© ۱ ۷ , /1©... ©7217 
وأن ااا فم ل سل يوجد عدد صحيح 7 بحيث يكون ا۶ء بینس| 
اس واد کا سكن | د نفرص آن ,]<< م 
الآن أن 1 )وتف ونا,....بمنآ,م نآ ومن ثم فان : 

1(۳۳)ور من ۲۳۳۵۰۰۰۵ )و ۱۲ ۷9)۲(۳۳ 
ومع ذلك. فانه یمکن إثبات أن بعد 1(۳)ورنا > هو (,ک)4 (برهن ذلك!) 
ولذلك فان 

dim(V ,(T)™)=d(fı-fn) +... + 001 fm) 
. ومن ناحية أخرى‎ 

Vq(T™"2V,q(T)"@®...©V q(T) 

ولا كان بعد "'(0)1,/ هو (ے ۵)٤٤‏ » صك » لذا فإننا نحصل على : 

dim (Vq(T)™)zd(e,—f,)+...+d(e qf) 


وحيث إن ریا ,]6 ,ا .لذا فإن هذا يناقض المساواة الواردة أعلاه . 
ومبذا ر يتم البرهان . 
5 


إذا كانت الصفوفتان ,۳ ۸,8 متشاءبتين فى × حيث × امتداد ل ۴ عندئذ فان 
الصفوفتین 4 و 8 متشاءبتان في ,۴. 


o۱۲‏ مواضيع في ابر 


الرهان 

لنفرض أن ,۸,86۳ بحيث أن »8-0۸ حيث ,061. نعتير هنا أن مک يؤثر 
على 1617 الذي هو فضاء المتجهات للعديدات من رتبة «. عندئذ يكون FP CK”‏ ومع 
أن ۴ هو فضاء متجهات على ۳ فإنه ليس فضاء متجهات على ×. إنه ليس ضروريًا 
أن تقع صورة ۴۳ فی "× نحت تاٹیر © مرة أخرى في ۴. ولكن, على أى حال. ۴٣۳٤٥‏ 
مجموعة جزئية من "× الذي هو فضاء متجهات على ۴ (برهن ذلك) . لیکن ۷ هو فضاء 
التجهات ۴ على ۴ و ۷ هو فضاء المتجهات 770 على ۴ ولنفرض أن ۷۱۲-۷6 حيث 
۷ الآن (۸6۸۵)۷ و ()86۸ کا أنه لأي ۷6۷ يكون : 

(vA)y=vAC=vCB= (vy )B 

وهذا فان شروط مبرهنة )۲-۷-١(‏ محققة. وعليه فإن ل ۸ و 8 القواسم الابتدائية 
نفسهاء ووفقا لمبرهنة )۳-۷-٦(‏ فان ۸ و 8 يجب أن تکونا متشاہتین فی ۾۴. 





إن النتيجة الانفة الذكر لا تنص على آنه إذا کانت ,۸,8۳ وکانت 
8-0807 و ,0616 فان من الضروري أن تكون ,0615 إن هذا غير صحيح . إن ما 
تنص عليه هو أنه إذا كانت ,۴ ,۸ بحيث أن 8-0140 حيث 0616 فإنه توجد 
مصفوفة 2 في ,۴ (قد تكون غتلفة عن ©) بحيث أن «1م!-8-2. ظ 


E 
. تحقق من أن ۷ هو فضاء حلقى على [×]۴ وفق التعريف العطی‎ - ١ 
برهن على أن جميع النقاط المشار إليها ب «برهن على ذلك» والواردة في برهان مبرهنة‎ -۲ 
N 
۲ (ا) آثبت أن كل جذر لكثيرة اطندوة الميزة ل ۲ هو جذر میز د‎ -۳ 
.۲ (ب) برهن على أن تکرار أي جذر ل (×)م يساوي تکراره کجذر میز ل‎ 
أثست أنه إذا كانت [«]1)*(61 فان ((0)1)8 تحقق (<)1 کا أن كثيرة الحدود الدنيا ل‎ - 4 
هي (:)) وما هي كثيرة الحدود المميزة ل (0)600 ؟‎ ©)1)(( 


التحويلات الخطية o1‏ 


- دا كان ۴ هو حقل الأعداد النسبية. فأوجد جميع الصيغ القانونية النسبية الممكنة 
وكذلك القواسم الابتدائية لكل مما يأتي : 
(ا) المصفوفات من النوع 66 في 16 التي كثيرة حدودها الدنيا هى2-1()22+1(2). 
(ب) المصفوفات من النوع 5 في ,۳ التي كثيرة حدودها الدنيا هي 


2(۳ + ذير)*(1 جيرج .)x‏ 
(ج) الصفوفات من النوع 0 في ,۳ التى کثرة حدودها الدنیا هی 
.)x +17)» +1(‏ 


5 - (ا) ادا کان × هو امتداد ۴ وكانت ٤۸,‏ ۸. فأثبت أنه يمكن كتابة ۸ عل 
العسيكسة .ا وة ۽ خی ,۵.۸6 کما آن 
۸...6 مستقلة خطیا على ۳. 

(ب) على افتراض أن الترميز الوارد هنا هو كما فى الفقرة (ا) . أثبت أنه إذا كانت 
,86۳ بحيث أن 48-0 فان 8-0 -... - 8رم - 8 ۸۵ 
(ج) دا كانت © تتبادل مع ۸ فأثبت أنها تتبادل مع كل من ,ش.....,ه. 

هت ادا كانت ع €۴ يكو مق وذلك لبعض قيم 1,,...,8.6[16 » حيث × هو 
امتداد ۴ وکان ل ,هي( +... + ره معكوس في ,۰16 فاثبت أنه إذا كان ۴ يحتوى 
على عدد غير منته من العناصر فان باستطاعتنا إيجاد 8)ي»,...,,» بحيث يكون 
ل ,ره + ... + ره ره معكوس في ۴. 

۸- إذا كان ۴ حقلا منتهيا فأثبت أن نتيجة المسألة (۷) غر صحيحة . 

٩‏ - باستخدام نتيجتي المسألتين 5(أ) و(۷). أثبت أنه إذا كان ۴ يحمتوي على عدد غير 
منته من العناصر فإنه إذا كانت ,۳> ۸,8 متشاہتین فى ,× حيث × هو امتداد ۳ 
فإنما متشابهتان في ,۳. (إن هذا يزودنا ببرهان مستقل عن الصيغة القانونية 
للنتيجة الأولى لمبرهنة (5-/ا-”) وذلك في الحالة التى يكون فيها ۳ حقلا غير 
منته ) . ۱ 

۰ - باستخدام حسابات مصفوفية (ولكن باتباع ما ورد في مسألة ))٩(‏ . آثبت أنه إذا 
كان ۴ هو حقل الأعداد الحقيقية و ×هو حقل الا عداد المركبة فان أي عنصرین من 
و5 اللذین هما متشامهان في × یکونان بالفعل متشامین في ر۳. 


1ه مواضيع في اجر 
(كعم) الات والنشول 


إن الطبيعة غير المعقدة للادة التى ستتناوها في هذا البند يمكن اعتبارها راحة 
ذهنية بعد الدراسة المكثفة الواردة في البنود القليلة السابقة . 


لیکن ۳ حقلا و ۸ مصفوفة ٤‏ لآ 

تعریف 
نعرف أثر (17266) ا مصفوفة ۸ بانه جموع العناصر ف القطر الرئیس فیها 
سنرمز لأثر المصفوفة ۸ بالرمز ۳۸ » فإذا كانت (به)<۸ 

فان 


]۲ ۸ < 0 


إن الخواص الأساسية لدالة الاثر تتلخص فيا يلى : 


| )١-48-5( تمهيدية‎ 

إذا كانت ,€۴ A,B‏ و 161 فإن : 
را مره 
+trB (۳)‏ فراع (8 + tr(A‏ 
tr(AB)=tr(BA) (۳)‏ 
الرهان 


إن برهان (۰)۱ (۲) [والذي يؤكد على أن الأثر عبارة عن دالي خطي على ۴] 
بسيط لذلك نتركه للقارىء ومن ثم فإننا نرهن القسم الثالث من التمهيدية . 
إذا كانت (.ن»ه)-ه و (ن8) -8 فان (ن۸۳<)۷ حيث 
Yi 2 Cik Êk;‏ 


:كما أن () = 8۸ حيث 


التحويلات الخطية ۵ ۵۱ 
Bik kj‏ 2 ۳ 
وهکذا فان 
بور tr(AB)=Zy;= Z(ZCx Ê‏ 
وبمبادلة ترتيب الجمع في علاقة الجمع الأخيرة نحصل على 


i ` n ۱1 O ۳‏ 
زخ8) ناح ر بح > Bg)‏ ب) سك < :00 بح tr(AB)= 2Z‏ 


>1 121 
2 وحه 
إذا كان يوجد للمصفوفة ۸ معکوس فان 9۳)۸)۸۲۲(<۱۳. 
البرهان 


لنفرض أن '-8-0848 عندئذ 
ما ۱۳/۵۸۵۸( ۱۲/۳۸( )۱۲ ( ۸0۸۵ )۲) 
إن لهذه النتيجة أهميتين : أولاهما آنها تسمح لنا بتعریف الاثر لأي تحويل خطی . 
والثانية أنها تمكننا من إيجاد صيغة بديلة لأثر ۸. 


تعر يف 
إذا كان ۲٤۸)۷(‏ فان ۲۲ أى أثر 7 يعرف بأنه أثر (7,)7 حيث (۳,)7 هی 
مصفوفة 7 بالنسية لأساس ما ل ۷. 


إن آثر 7 یعتمد علی 7 ولیس على آی آساس معیّن د ۷. ذلك أنه إذا كانت 
(1) ,7 و (1),« هما مصفوفتا 7 بالنسبة لأساسين مختلفی ل ۰۷ فانه وفقا لبرهنة (5- 
۲-۳) تکون الصفوفتان (2,)1: و (1) ر" متشابهتین ووفقا لنتيجة التمهيدية (-۱-۸) 
یک و لی الا نقسته: 


مهیدیه (۲-۸-۲) 
إذا كان (1>۸)۷ فان 7 هو جموع احذور ا مميزة ل 7 رودلك باستخدام کل 
جذر میز بمقدار تکراره) . 


9۱۹ مواضيع في ابر 


البرهان 

هنا یمکن أن نفرض أن 1 مصفوفة في ,۰۳ وإذا كان 1 هو حقل انشطار كثيرة 
الحدود الدنيا ل على ۳ فإنه يمكن محویل 1 في ,>1 وفقا لمرهنة )7١-5-5(‏ إلى صيغة 
جوردان [. إن [ هی المصفوفة التي تظهر على قطرها الجذور المميزة ل 5 . كا أن كل 
جذر يظهر متكررا بمقدار تكراره. وهكذا فان ۱71 يساوي مجموع الجذور المميزة ل 7 
> ومع ذلك فان من الصيغة ۸۲۸ ولهذا فان 11-11 ما يثبت التمهيدية . 


ادا كان 1 معدوم القوی فان جميع جدوره المميزة آصفار . ومن 32 فانه وفقًا 
لتمهيدية AD‏ یکون 20م ولکن ادا كان 1 معدوم القوى فعذلكث یکون 


...1*1 وهكذا فان ۲۲-0 لكل 1 1<ز. 
والآن. مادا عن الاجاه الآخر؟ أي إذا كان 17۲-0 حيث ...:121,2فهل 


نستنتج من ذلك أن معدوم القوى؟ كلاء لأنه إذا کان میز الحقل يساوي 2 فإن أثر 
مصفوفة الوحدة في ,۳ التي عي 

1 0 

1 


يساوي الصفر (لأن 1+1-0) وهكذا بالنسبة لجميع قواها. ومن الواضح » أن مصفوفة 
الوحدة ليست معدومة القوی. ومع ذلك. فإنه إذا كان مميز الحقل يساوي صفرًا فان 


تمهيدية (۳-۸-۲) 
إذا كان ميز ا حقل ۴ يساوي صفرا وكان (7>۸)۷ بحيث أن 7۷-0 لكل 1< 
فان 1 معدوم القوى : 


الرهان 
لا كان (16۸)۷ ۰ فان ۲"یحقق كثيرة حدود دنيا »+ ...+ "يرن +( )0 


التحویلات الخطية ۷ 


T"+aT™'+...+a,_ 1T +a =0‏ 
لا 1۲]۲۱۳۱0: ...+ از + trT™‏ 
ولکن ۱۳۲-0 لكل 1<: . لهذا نتوصل إلى أن 0<م» فإذا كان «=۷صنل . فان 
,1۳0 . ومن ثم فإن 0-0ه. ولکن یز ۴ يساوي صفرًا. لذلك فان ۸۶0 ومنه ينتج 
أن 0بره. ولا كان الحد الثابت فى كثيرة الحدود الدنیا یساوی صفرا. لذا فانه استنادا 
إلى مرهنة (۲-۱-۲) یکون ۲ شاذا وبناء عليه فان الصفر یکون جذرا میزا ل 1. 


الآن ننظر إلى ۲ باعتباره مصفوفة في ,۴. ومن ثم فإنه مصفوفة في ,× حيث × هو 
امتداد ۴ الذي بدوره يحتوي على جميع احذور المميزة ل ۲. وفقا لمبرهنة )١-4-5(‏ 
نستطيع تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة في ,>1. ولا كان الصفر جذرا میزا ل ۰1 فإننا في 
لواقع نستطيع تحويل 7 إلى الصيغة 





هي مصعوفه من النوع )n-1(‏ <(2-1) (إن ۰ هي عبارة عن العناصر ي المصفوفة والتی 
ليست طا آهمية بالسية لنا) . الان 


0 


ولذلك فان “.1*1 -0. وهکذا فان ر1 مصفوفة من النوع (1-١)×(1-ه)‏ والتي تحقق 
۱۲1,۳0 لكل حیث 1<«. باستخدام الاستقراء على " أو بتکرار الناقشة نفسها التي 








۱۸ ۵ مواضيع في احير 


استخدمت في 7 على ر۲. نجد أن 0م >... يه لأن مه,....به هي الحذور المیزة ل 
.1٫‏ وهكذا فإنه دما يتم تحويل 7 إلى الصيغة المثلثة فان جميع عناصره التى في القطر 
الرئیس أصفار مما جبر على أن يكون معدوم القوى. (أثبت ذلك) . 

إن هذه التمهيدية » على الرغم من أنها تبدو كحالة خاصة . استعالات عديدة 
وسنوظفها مباشرة في إثبات النتيجة التالية المعروفة عادة بتمهيدية جيكوبسون 


.(Jacobson) 


تمهيدية (4-۸-1) 
إذا كان میز 7 يساوي صفرا وکان (7,5>۸)۷ بحیث آن 51-5 يتبادل مع 5 
فان 51-75 معدوم القوی . 


الرهان 

بحساب “(51-15) لای ۲ ۰ 1< نجد 

(ST-TS)*= (ST-TS)*(ST-TS) =(ST-TS)ST-(ST-TS)TS 
ولا كان 5115 يتبادل مع 5 . فانه يمحن كتابة الحد 151 “(51-15) على الصيغة‎ 
(ST-TS)*=SB-BS لنفرض الآن أن “(8=)51-18 عندئذ نجد أن‎ .5))51-15(* ۳1( 
لذلك فإن‎ 
tr((ST-TS)*)=tr(SB-BS)=tr(SB)-tr(BS) =0 

وذلك وفقا لتمهيدية (-۱-۸). واستنادا إلى التمهيدية السابقة فان 51-15 يجب أن 
يكون معدوم القوى . 

إن الاثر هو دالي خطي بالغ الفائدة من ,۳ (ومن ثم من (۷)ع۸) إلى ۴. ننتقل 
الآن إلى تقديم تطبيق مهم من ,إلى نفسها. 


تعر يف 
إذا كانت ,> (ر»)=۸ » فان منقول (1:2050056) 4 ويكتب '4 هو ا مصفوفة 


(1) = ۸ حيث © > رلا لکل ولكل ز. 


التحو پلات الخطية ۹ 6۵ 


إن منقول ۸ هو الصفوفة الناتجة من مبادلة صفوف وأعمدة الصفوفة ۸. إن 
الخواص الاساسية للمنقول تتضمنبا التمهيدية الآتية . 


مهیدیه (0-8-56) 

لكل بل 4,8 یکون : 
(A )'=A (۱)‏ 
E‏ +۲ مح '(8 + م ) 
(AB)'=B'’A' (۳‏ 
الرهان 


إن برهان الفقرتين الأولى والثانية بسيط ولذلك فهو متروك للقارىء . والآن نشت 
الفقرة الثالئة . 
لنفرض أن (يه)-ه و (:8)-8 ۰ عندئد (۸8=)۸ » حيث 


n 
Ai k= | o 


ولذلك فانه وفقا لتعريف المنقول يكون. (.ه)-'(828) » حيث 


یرنه بت > رمح ربلا 
وس ناحية أخرى . ()ع A‏ حیت 0 نو (رج)< '8 حيث زا ر5. ولهذا فان العنصر 
ف اليقم () من "۰۸ هو 0 
=i‏ نام 2O‏ = »زان‌ثارر = ۲۵ )ازجا ر2 
1 دكا ادم ۲۶۲ 


أي أن 8/۸۰ (۸) وهذا نکون قد برهنا الفقرة الثالثة من التمهيدية . 

بوضع 9-۸ في الفقرة الثالثة نحصل على (۸)-(*۸). بالاستمرار على هذا 
النحو نحصل على *(۸*('=)۸) وذلك لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة ا. وعندما 
يوجد معكوس ل ۸ فان ۸۱(<)۸(۲). هناك خاصة إضافية أخرى للمنقول وهی أنه 
إذا كان 26۳۴ فان ۸4('=24۲) لكل ,۸۳ الآن إذا كانت ,67م قق كشيرة 


0۲۰ مواضيع في الجبر 


اخدود 0<,مه+...+"هره+ "همه » فاننا نحصل على 20"<0<(,به+...+"شمه) 
وبحساب '(ي0+...+"هره) باستع‌ال خواص النقول نحصل على 
a(A')"+a, (AJ + ...+a =0‏ 

ما يعنى أن ۸۰ تحقق أي كثيرة حدود محققة بواسطة 4. ولا كان ۸-)4٠('‏ فإنه بالطريقة 
ها تسد أن ۸ تحقق أي كثيرة حدود محققة بواسطة '۸. وبصورة خاصة فان ه و ۸۱ 
يحققان كثيرة الحدود الدنيا نفسها على . ومن ثم فان لما الجذور المميزة نفسها. إن 
بإمكاننا إثبات أن كل جذر له التكرار نفسه في ۸ و ۸. إن هذا واضح » ذلك لانه 
يمكن [ثبات أن هرو ۸۰ متشامهتان (انظر مسألة و . 
دعر يت 

يقال إن الصفوفه 4 هي مصفوفة متناظرة (11غ)5[/11111:1111112) إذا كان .A =A‏ 
نعر يف 

يقال عن الصفوفة ۸ ابا مصفوفة متناظرة خالفیا (ع607«ره-«ع۱6ع) إذا كان 
همه فم 


إنه لن يكون باستطاعتنا التمييز بين المصفوفات المتناظرة والمتناظرة تخالفيًا وذلك 
في حالة کون مميز الحقل ‏ يساوي 2 ذلك لأن 1--1. وهذا فاننا سنفترض فیا تبقى من 
هذا البند آن میز ۲ لا بساوي 2 

إن لدينا طرقا للحصول على مصفوفات متناظرة ومتناظرة تخالفيا. فعل سبيل 
الخال إذا كانت ۸ مصفوفة ما فان ۸+۸۰ مصفوفة متناظرة کا أن ۸-۸۵۰ متناظرة 
تخالفيا. لاحظ أن (2)۸-۸۲/'+('2)۸+۸/'=ھ. إن أية مصفوفة هي عبارة عن مجموع 
مصفوفتين إحداها متناظرة والأخرى متناظرة تخالفيا. إن هذا التفريق وحيد (انظر 
مسألة .)١4‏ طريقة أخرى للحصول على المصفوفات المتناظرة يمكن وصفها كما يلي : 
إذا كانت ۸ مصفوفة معينة» فان ۸۸ و ۸۸ متناظرتان. (لاحظ أنه ليس من 
الضروري تساوییا) . 

إن من طبيعة المشتغل بالرياضيات هي أنه متى ما واجه مفهومًا مهما ناشئًا من 


التحويلات الخطية ۱ ۵8 


لهذا المفهوم كوسائل لتجريده. والآن نتبع هذه الطريقة مع المنقول. لذلك ناخذ 
الخواص الأساسية للمنقول الواردة في نص تمهيدية (2-8-57) والتى تؤكد على أن المنقول 
يعرف ائلا ذاتيا مضادا automorphism)‏ -21) دورته تساوي 2 على ,5. إن هذا يقود 


لى التعريف الا . 
تعريف 
إن التطبيق ٭ من ,إلى ,۳ يدعى تطبيقا قر ینا (ام(20(0) على ,1 إذا كان 
(A) =A (1)‏ 
(A+B) =A +B (۳)‏ 
۳( م :8د (AB)‏ 


لاحظ هنا أننا لا نصر على أن یکون ۸4('=۸4) » حيث ۸6۴. وفي الحقيقة فان 
هل هذه ليست هي الحالة في معظم القرائن المستخدمة ولننافش الان واحدا منها . یک "۲ 

م الأعداد 2 ی ان ات تا ۵ . سا اا هو 
کو ge (Hermitian‏ 3 وف بنود لاحقة سندرس بالتفصيل بعض المصفوفات 
بالنسبة للقرين اهرميتي . 

إن كل شیء ذكرناه حول المنقول. مثل التناظرى التناظر لتخالفي ینسحب على 
القرائن , العامة . ونتحدث عن العناصر المتناظرة تحت تأثير * (فمثلا ه - ۸) والعناصر 
المتناظرة تخالفيا تحت تأثير * الخ . . . وقي نهاية هذا اند توجد أمثلة ومسائل عديدة 
متعلقة بالقرائن العامة . 
لیس هذا بسبب آنا لا تستحق هذا العنوان ولکن لاا سنعید عمل ذلك (وسنمیزه 
عاما) من وجهة نظر مركزية . 

لنغفرض أن هو حقل الأعداد المركبة وآن القرین .على ,هو القرین الهرميتي . 
يقال عن المصفوفة ۸ إنها هرميتية إذا كان ۸= ۸ 


فد مواضيع في الجبر 


الملاحظة الأولى هى أنه إذا كان ٤۴,‏ 0۸ فإن ۲)۸۸(<0). والملاحظة الثانية 
هی أنه نتيجة للملاحظة الأول إذا كان ,۸,....,۵,6۳ وإذا كان 
9 وخر ...+ 2م + ۸۱۸۱ فان ۸,<0<... -ره <,۸. والملاحظة الثالثة هى أنه إذا 
كانت ۸ مصفوفة فياسية فان ۸= 2 الرافق الرکب ل 2. ۱ 
لنفرض أن ,۸۳ هرميتية وأن العدد الرکب +۰0 حیث » و 8 حقيقيان ‏ 
و 1--*:. هو جذر مميز ل ۸. عندئذ لیس للمصفوفة (0+81)-4 معکوس . وعندئذ فانه 
لا بوجد للمصفوفة ((0-81)-0+81()8)-8) معکوس . بيد أنه إذا كانت هناك مصفوفة 
شاذة فإنها يجب أن تفني مصفوفة غير صفرية (مبرهنة ۲-۱-5 ونتیجتها رقم ۲) . ولذلك 
فانه يجب أن توجد مصفوفة 7340© بحیث أن 0-(0(2+82-ه))0. بالضرب من اليمين 
ب © نحصل على : 
0- 8200+ 0۵-0 )۱( 
لتكن (مه0)۵- و ©5-8. با أن ۸= ۸ وب أن » عدد حقیقی فان 
=D‏ 20(-0)۵۸. وبا أن 8 عدد حقیقی فان 8700"<۳۲. وهکذا فان العادلة ۱( 
تصبح 0= EE‏ + 122. ومن اللاحظات الواردة اعلاه فان هذا یستلزم أن تکون ۲-0 
و5-0. الآن ندرس العلاقة 5-0. با أن 0-2-86 وبا أن 020 فانه يجب أن یکون 
لدينا 8-0. ترى ما هو الشىء الذي آثبتناه؟ في الحقيقة لقد برهنا النتيجة (الهمة) التى 
تنص عل أنه إذاخان العدد الرکب جذرا عا لصفوفة هرميتية فان ۸ » عندئذ» ب 
أن يكون عددًا حقیقیا . وباستخدام خواص الأعداد الرکبة یمکن کتابة نص هذه 
النتيجة كا يلي : إن ا جذور ا مميزة للمصفوفه افرمیتیه جیعها حقیقیه . 
الآن يسلا نقاشنا على هذا النهج . لتکن "8-۸۸ حيث ,۸6۳ إن 8 
مصفوفة هرميتية . إذا كان العدد الحقيقى » جذرا میزا ل 8 فهل يمكن أن يكون » أي 
عدد حقيقى أو أنه يجب أن يكون مقيدا بطريقة ما؟ إننا ندعي » بالفعل. أن » يجب 
أن يكون فر نالي لانه إذا كان 4 سالبا فان *0--< حيث 8 عدد حقيقي . ولکن» 
عندئذء. لا يوجد معكوس للمصفوفة ”8+ هم -*8-8+8 ومن هنا فإنه يوجد 
مصفوفة 70© بحيث يكون 862(<0+ ۸۸)). بالضرب ب © من اليمين وتكرار الناقشة 
السابقة نحصل على 8-0 وهذا تناقض . بهذا نكون قد برهنا على أن أي جذر مميز 


التحويلات الخطية o‏ 


حقيقي للمصفوفة 'هه يجب أن يكون غير سالب وفي الحقيقة أن كلمة «حقيقى» في 
هذه العبارة غير ضرورية إذ أنه يمكن أن نكتب العبارة كما يلي : إن جميع الجذور المميزة 
للمصفوفة ۸۸ غير سالبة وذلك لأية مصفوفة ۸۲ 


مساتل 
ان التناظر والتناظر التخالفي سیکون بالنسبة للمنقول مالم ينص على غير ذلك . 
۱- برهن عل آن 8+ B)=trA‏ + ق)ن وأن r) A (=A‏ حيث 26۴ 
۲-(۱) أثبت باستخدام الاثر أنه إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا فان من غير الممكن إيجاد 
مصفوفتون ,۳ ۸,8 بحیث إن ۸8-8۸-1. 
(ب) في الفقرة () برهن » في الحقيقة. على أن (۸8-8۸)-1 لا یمکن أن تکون 


معدومة القوی . 
۳-(۱) لتکن ] دالة معرفه على ,۴ بحيث تکون قیمها فی ۴ تحقق ما یل : 
f(A+B)=f(A)+f(B) )1١‏ ۱ 
f(AA)=Af(A) (۲‏ 
f(AB)=f(BA) ۳‏ 


لكل ,۸,۴ ولکل ۸6۳. برهن على أنه یوجد عنصر »مه بحيث 
یکون ۸امه-(4)۵ لكل ,€۴ ۸. 
(ب)إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا وإذا كانت ؟ الواردة في (ا) تحقق خاصة إضافية 
هي -(1)1. فأثبت أن ٤)۸(=1۲۸‏ لكل ,۲ هر 
لاحظ أن المسألة (۳) تميز دالة الأثر. 
“ام إذا كان الحقل ۴ يحتوى على عدد عير منته من العناصر. فأثبت أنه يمكن 
كتابة كل عنصر في ,تاعلى هيئة مجموع مصفوفات منتظمة. ظ 
(ب) إذا كان ۴ يحتوي على عدد غير منته من العناصر وكانت الدالة ؛ العرفة على 
۴۳ بقيم في ۴ تحقق الخواص الآتية . 
f(A+B)=f(A)+f(B) (۱)‏ 


4ه مواضيع في ابر 


fAA)=Af(A) (۳۱‏ 
(۳( (۶)۸۵<( 18۸8 
لكل ,۸6۴ ولكل 267 ولكل عنصر 8 له معکوس فی ,5. فأثبت أن 
(4)نامه -(1)8 وذلك لعنصر معين 61مه ولكل ,> ۸. 
۵ - برهن تمهيدية جيكوبسون للعنصرين ,6۳ ۵,8 إذا كان « أقل من مميز ۴. 
٦‏ ۔ (ا) لنعرف التطبيق ۵ حيث ,06۳ . على ,۳ بالقاعدة 7)60-017-(00)3 حيث 
XEF‏ ات أن 
de(XY)=(de(X))Y-X(dc(Y))‏ 
(هل يذكرك هذا بالمشتق)؟ 
(ب) باستخدام .)١(‏ أثبت أنه إذا كانت 8-84ه تتبادل مع ه فإنه لأي كثيرة 
حدود []۳) (*96 يكون ٩)۸(8-8٩)4(=٩')4۸()۸8-84(‏ حيث ()'ن هو 
مشتق (<)0. 
۷ - استخدم فقرة (ب) في مسألة (5) لتبرهن تمهيدية جیکوبسون. (إرشاد: لتكن 
(<)م هي كثيرة الحدود الدنيا ل ۸ ثم اعتر: (4)م8-8(ه)م-0). 
-() إذا كانت ۸ مصفوفة مثلثة. فأثبت أن العناصر في القطر الرئيس في ۸ هي 


الحذور المميزة ل ۸. 
(ب) إذا كانت ۸ مثلثة وكانت العناصر فى القطر الرئيس أصفارًا. فأثبت أن ۸ 
معدومة القوی . 
8- برهن على أنه لأي ,۸,86۴ ولأى 26۳ يكون ۸= '('۸) و '8+'۸+8('=۸) و 
۵( '(هذ). 
۰- إذا كان يوجد معكوس للمصفوفة ۸. فأثبت أن "(/۸7"('=)۸). 
-١‏ إذا كانت ۸ متناظرة تخالفیا . فأثبت أن جميع العناصر في قطرها الرئيس أصفارًا . 
۲ - إذا كانت كل من ه و 8 متناظرة. فأثبت أن 8ه متناظرة إذا وفقط إذا كان 
.AB=BA‏ 


۳ - أورد مثالا لمصفوفة ۸ بحيث تكون ۸۲۸+ '۸۸. 
و“ انبتك أن راان 


التحویلات الخطية 8۲ 


65 إن العناصر التناظرة في ,۳ تشکل فضاء متجهات . أوجد اساسا له ثم أوجد 
بعده . 

5 . للفرفن أن 5 ترمز إلى مجموعة العناصر التناظرة في ۴. أثبت أن الحلقة الحزئية 
من ,۲ والولدة ب 5 هي جميع ,5. 

۷ ذا کان فيز ۴ صف.ا وكان ۲)۸(=0) حيث ,۸)۳. فأثبت أنه يوجد 
,> بحيث تکون العناصر في القطر الرئیس نی ۰۸0۱ أصفارًا فقط . 

۸ - إذا كان مميز ۴ يساوي صفرا وکان أثر ,۸6۳ يساوي صفرا. فاثبت أنه توجد 
,۴ بحیث یکون ۸-3-3 (إرشاد: الخطوة الأول : افرض وفقا 
لنتيجة السالة (۱۷) أن جميع العناصر في القطر الرئیس للمصفوفة ۸ هي 
أصفار) . 

E )۱(- ۹‏ كان عد ۲ لا يساوي 2 وإذا كان * أي قرين على ,۳ وإذا كانت 

لد ۸6۴,۸)-9 و (ه-- ۸6۳,|۵۸)-4 فاثت أن : .S+K=F‏ 
(ب) إذا كانت ,۸6۳ وكانت »+۰۸28 865 و 0616 فأثبت أن كلا من 8 
و © وحيدة ثم عينهما. 
۰-(۱) إذاكانت 4,865. فاشت أن AB+BA€S‏ 
(ب) إذا كانت 616 ظ,۸. فأثبت أن ۸9-8۸16 
(ج) ادا كانت ۸65 و € 8. فأثبت أن ۸8-8۸65 وأن .AB+BACK‏ 
۱ - إذا كان ۵ تمائالٌ ذاتيًا على الحقل ۴ وعرفنا التطبيق © على ,۴ كا يلى: إذا 
كانت (به)-۸ فإن ((به)۵)-(۵)۵. آثبت أن 
(8)© +(۸)-(ظ1 +ه)ه وأن P(AB)=%(4A)%(B)‏ لكل .A,B€F,‏ 

۲ - إذا کان ٭ و ©يعرفان قرينين على ,5. فأثبت أن التطبيق ®( ۸)به:ب لكل 
۸ في ,۲ يحقق العلاقة (8)ن+ره)ب-(8+ه)ب وأن (8)بد(ه)ب- (ظم)ن 
لكل ۸و 8 في ,5. 

۳ - إذا كان ۾ هو أي قرين على ,۳و ۸ مصفوفة قياسية في ,5. فاثبت أن ۸ جب أن 
تكون مصفوفة قياسية . 


68۲۹ مواضيع في الجر 


-٤‏ لنفرض معرفة البرهنة الآتية : إذا كان ب تمائلاً ذائيًا على ,۳ (أي أن ب 
يطبق ,على نفسها بطريقة يكون فيها (8)ل+(ه)ب-(8+ه)س 
و ()1۲)۸(<۰()۸(۰۷) بحيث يكون ۸-<()1۷ لكل مصفوفة قياسية ۸ » عندئذ 
يوجد عنصر ,۲6۴ بحيث يكون ۳۸۳۲-(۷)۸ لكل ,-۸. أثبت». استنادا 
إلى هذه البرهنة أنه إذا كان * قرينا على ,۳ بحيث يكون 2-2 لكل مصفوفة 
فياسية ۸ فإنه, عندئذ. يوجد مصفوفة ,261 بحيث يكون ۸-۳۸۳۲ لكل 
مصفوفة ,61 ۸ وفضلا عن ذلك فان "۳۱۳ يجب أن تكون قياسية . 

۵ - إذا كان ,261 بحيث أن 0۳۱۳۰ مصفوفة قياسية . فأثبت أن التطبيق العرف 

بالقاعدة 2۳۸۲۳۲ ۸ هو قرين على ,۳. 

٠‏ - بافتراض معرفة الممرهنة الواردة حول التاثل الذای في مسالة (۲6). آثبت ما 
يلي: إذا كان » قرینا على ,۳ فانه یوجد تمائل ذاتي + على ۴ دورته تساوي 2 
وعنصر ,261 بحيث يكون لكل ,۰۸۳ ۳)۵)۸((۳۲- ۵ (راجع مسألة 
(۲۱) من أجل الاصطلاح). وفضلا عن ذلك آثبت أن "(۲۵)۳ ۳ هي 
مصفوفة قياسية . 

إن المسألتين (۲4) و (55) تدلان على أن القرين العام على ,۴ ليس منفصلا 

عن المنقول وذلك كا يتضح من أول نظرة . 

۷- إذا کانت۷تشاکلا ذاتیا ل ,۴ بحيث أن +-(0)0 لجميع القياسات ۰۸ برهن 
على أنه يوجد ۳ في ,۳ بحيث إن 87م -(ه)ب لكل ى فی ,5. 

فيا تبقی من المسائل سيكون 7 هو حقل الأعداد المركبة كما أن * هو القرین 
۸ - إذا كانت ,۸6۳ فأثبت أنه يوجد مصفوفتان هرميتيتان وحيدتان 8 و © بحيث 
يكون :+ <۸ (1--12). 

۹ - أثبت أنه إذا كانت ۸0 فان 0< ۱۳۸۸۵ 

۰ - باستخدام حساب عناصر المصفوفة مباشرة . أثبت أنه إذا كان 0-يشيخ +...+ ۸,۸ 

فان 


A= ...= ۸=‏ ع ھ. 


۱- إذاكانت ,۸۳ وكانت 0= 8۸۸. فأثبت أن 0= .8B۸‏ 
۲ إذا كانت المصفوفة ,61 ۸ هرميتية وكان ۱۸۲-0 فأثبت أن 8۸=0. 
۳- إذا كانت ,۸۳ هرميتية وكان ۸م جذرين مميزين مختلفين (حقيقيين) ل ۸ وكان 
0 (0)۸-7 و 0-(2)8-2 ۰ فأثيت أن 6-0-'0©. 
 **4‏ (۱) على افتراض أن جميع الجذور المميزة للمصفوفة افرميتية ۸ تقع في حقل 
الأعداد المركبة ومن نتائج المسألتين (۳۲) و(۳۳) وحقيقة أن الجذور, 
عندئذ. يجب أن تكون حقيقية وبالاستعانة بنتيجة المبرهنة .)١1-5-5(‏ 
أثبت أنه يمكن تحويل ۸ إلى الصيغة القطرية» بمعنى أنه توجد 
مصفوفة 2 بحيث تكون ۳۸۲۲ قطرية . 
(ب) ف الفقرة (۱). أثبت أنه يمكن اختيار ۴ بحيث تكون 1= ۴۴. 
۵ لتكن (1-'هه|,6)5ه)-,ل. أثبت أن ,لامع عملية ضرب الصفوفات هي 
زمره . 
۹ ۔ إذا كانت ۸ تتبادل مع ۸ ۸ ه۸. فأثبت أن 'ه - هم 


۹-٦ ۱‏ ( المحددات 


إن الاثر یعرف دالة مفيدة من حلقة الصفوفات (ومن (۷)ع4) إلى . إن 
خواص هذه الدالة تتعلق في معظمها بخواص جع الصفوفات . الآن نقدم دالة أكثر 
أهمية وهی معروفة باسم الحددة (06]677013386) وهي تطبیق من ,۲ إلى ۳. ان خواص 
هذه الدالة تتعلق بخواص ضرب المصفوفات . 


بالاضافة إلى فاعلية المحددة في برهان بعض الب‌هنات فإنها تعتير مهمة من 
الناحية «العملية» . فإذا كان لدينا مصفوفة ۲ فبإمكاننا باستخدام المحدّدات أن ننشىء 
كثيرة حدود معيّنة جذورها هى الجذور المميزة ل7. وعلاوة على ذلك فان تكراراي 
جنر لکشبة ادود عله يقابل تکراره کجذر يز ل .وق اللقيقة آن كتيرة احدود 
المیزة ل 1ء والتى عرفناها سابقاء یمکن أن نحصل علیها عن طریق الحذدات . 


۸ ۲ ۵ مواصیع في الحر 


إن المحددات تلعب دورا مه في حل آنظمة العادلات اخطیة. إن هذا هو 
الاتجاه الذي سنسلكه لبيان أصل المحدّدات . 


إن هناك عدة طرق لتقدیم نظرية الحدّدات بعضها هين ومشوق والبعض الأخر 
ممل وسقیم . وهنا اخترنا طريقة وسطی بين النوعین السابقین. وهي مناسبة لنا لأنها 
تمكننا من الوصول إلى النتائج التى نحتاجها في دراسة التحویلات الخطية بأسر ع ما 
یمکن . 

فیا سيأق سنعتبر ۴ حقلا اختیاریا و ,5 حلقة الصفوفات من النوع "×١‏ 
على ۴ و ۴۳ فضاء المتجهات الحاوي على العدیدات من نوع « على ۴. إذا ذکرنا 
المصفوفة فنفهم ضمنا أنها عنصر في ,5. كالعادة سنستعمل الحروف الاغريقية 
للدلالة على عناصر ۴ (إلا إذا ذكر خلاف ذلك) . 


لنعتير نظام المعادلتين 
> يتوه + ركاه 
وذ > يكريه + »ريه 
ونسال: ت اي شروط على .0 يمكننا أن نجد قيم دلو × لایة قيم ل يذا,ء8 ؟ 
بصورة مكافئة إذا كانت لدینا الصفوفة 


Cî ۵‏ 
ا کے 
يو بتك 


فمتی تكون ۸ تطبيقا من ۴ على نفسه؟ 


باستخدام الطريقة الى تعلمناها في المدرسة الثانوية » نحذف ,× باستعمال 
المعادلتين. ونجد أن معيار قابلية الحل هو أن 0 حور وم .0 . 


الآن نجرب النظام المكون من ثلاث معادلات خطية 


> وكتج )0 + ركني )0 + aX;‏ 


التحویلات اخطه ۲۹ 6۵ 


1X1 + 22X2 + ,و وومه‎ 

و > 03X1 + 32X2 + CX‏ 
ومرة أخرى نسال عن شروط قابلية الحل لقيم اختيارية ل و6,,6:,6 إذا استخدمنا 
معادلتين من العادلات الثلاث فیمکننا حذف ,۰ ومن ثم نحذف ر× من المعادلتين 
الناتجتين مما يؤدي بنا إلى معيار قابلية ال وهو کون 


0 روا رولا ور جوا وولا )© حجوة ريا0ج 0 وولا رجا0 ور 0 ۳ روا وملا ور O33‏ 22 رب 


سرف نقفز قفزة عريضة لنصل إلى الخالة العامة فنعرف محددة مصفوفة اختيارية من 
نوع ۳× على ۴ ۰ ولکن قبل هذا نتخرض لبعض الترميزات . 


لتکن ,5 زمرة التناظر من الدرجة «. نعتر أن عناصر ,5 تعمل على الجموعة 
(م,...,1,2). لكل عنصر ‏ فی ,5 سنعنی ب (0)1 صورة 1 تحت تأثير ه. (لقد غبرنا ترمیزنا 
هنا فکتبنا التبدیل على أنه يعمل من الیسار ولیس من اليمين كما كان سابقا . إن السبب 
وراء ذلك هو تسهیل كتابة الرموز أسفل الحروف . إن الرمز ”(1-) لعنصر 0 في ,5 سيعني 
عددا يساوى 1+ إذا كان التبدیل زوجیا و 1- إذا كان البدیل فرديا. 
تعر يف 

إدا كانت A۸=(aj)‏ فان مدده (determinant)‏ کب ۸ 1 هي العنصر 


Ê ف‎ (-1) Cio 1) 2002): ۰۰ non) 


في بعض الأحيان سنستخدم الرمز 


1 


9۳۰ مواضيع في الجر 


للدلالة على محددة المصفوفة 


ذا لا 2 عم i‏ 


مم9 ٠ ٠ ٠‏ م8 
لاحظ أن محددة المصفوفة ۸ هي حاصل جع (إذا أهملنا الإشارات مؤقتا) لحميع 
حواصل الضرب الممكنة من العناصر الوجودة داخل ۸ بحيث نأخذ عنصرا واحدا من 
كل صف وعمود في . بصورة عامة إن عملية فك محددة مصفوفة هي عملية شائكة ‏ 
حيث إن هناك !من الحدود ٤‏ المفكوك ‏ ولكن يمكن فك محددة نوع واحد من 
المصفوفات على الأقل بنظرة واحدة وهذا هو فحوى التمهيدية التالية : 


مهيدية (1-4-5) 

حددة المصفوفة الك تساوي حاصل صرب العناصر الموجودة ف القطر 
الرئيسي . 
العرهان 


هناك حالتان للمصفوفة المثلثة فى أوها تكون جميع العناصر الواقعة أعلى القطر 
الرئيسي مساوية للصفر وفي ثانيها تكون جميع العناصر الواقعة أسفل القطر الرئيسي 
مساوية للصفر . 
نبرهن على النتيجة للمصفوفة ۸ التى على الصيغة 


69 :۰ UO 





وننوه إلى التغییر الواجب إجراؤه على البرهان من أجل النوع الآخر من الصفوفات 
المثلثة . 


التحويلات الخطية 


لا كان 0-,ب» عدا الحالة 1-: لذا فعند فك محددة المصفوفة ۸ نحصل على 
حدود تساوی الصفر إلا عندما 1-(0)1. وبناءٌ على ذلك يكون 0)2(261 لأن © تبديل . 
بيد أنه إذا كان 0)2(<2 يكون 0 روميه وعليه من أجل أن نحصل على حد غير صفري 
في ۸ :06 يجب أن يكون 2-(0)2. بالاستمرار على هذا المنوال يجب أن نحصل على 
:-()ه لكل ¡ » وبناء على ذلك فان الحدود غير الصفرية التي تظهر عند فك (ه) e‏ 
هي التي فيها ه هو العنصر المحايد في ,5 لذا فان حاصل الجمع ل ٣!‏ من 


إذا كانت ۸ مثلثة سفلية فنبدأ من النباية المعاكسة فنبرهن على أننا نحصل على 


حل غير صفرق عندما o(n)=n‏ ومن نم 0-1<-(0)0-1 عا 3 الخ ۰ 
هناك بعض الحاللات الشيقة آله وهي : 
١-إذاكانت‏ 


A 
ما‎ 
A= ۱ 
7 
.461 <,(,...۸, مصفوفة قطرية . فاد‎ 
تا كانه‎ 
1 
1 
ح ثار‎ 
1 ١ 
المصفوفة المحايدة فان 4-1 )ع0.‎ 
“لان ادا کانت‎ 
۸ 
A= ۳ 


۸ 


الصفوفة القياسية » فان "۸= 061۸ . 


ضرف مواضيع في اخبر 


لاحظ أيضا إذا كانت جميع عناصر صف (أو عمود) في مصفوفة كلها أصفارًا 
فان المحددة تساوي صفرا لأن كل حد في مفكوك المحدّدة هو حاصل ضرب لعناصر 
آحدها يساوي صفرا على الأقل ما يجعل کل حد يساوي صفرا. 


إذا كان (.»)-م ٤‏ ۴ فبامکاننا اعتبار صفها الأو له الوه ميف )۷ کمتییة 
في ۴ كذلك بالنسبة لصفها الثاني ر« وباقی الصفوف. عندئذ یمکننا اعتبار ۸ )06 
دالة ل ”من المتجهات هي ,۷,,...:۲. يمكن النص على العديد من النتائج بصورة موجزة 
باستعمال هذه الفکرة لذا فلنستعمل الترميز (,۸-۵)۷۱,۰۰۰,۷ 066 وفي هذا الترميز نعنى 
دائا أن ,اهو الصف الأول. را الصف الثاني وهکذا. للمصفوفة ۸. 


وملاحظتنا الأخرى هي : بالرغم من أننا نعمل على حقل ولكن بمقدورنا أن 
نعمل بالسهولة نفسها على حلقة إبدالية فيما عدا بعض المواضع البينة التي نحتاج فيها 
لعملية تقسيم. سيكون للاحظتنا هذه أهمية عندما نتكلم لاحمًا في هذا البند عن 
محددات لصفوفات عناصرها كشرات حدود. 


تمهيدية (۲-۹-۲) 
إذا كانت 4 في ,لو في ۴ فان 


(sepa = 1۳) ور ۰۰۰۷و و۷‎ jiy ,۰۰۰و و‎ Va) 


لاحظ أن التمهيدية تقول: إنه إذا ضربت جيع عناصر صف من صفوف ۸ 
بعنصر ابت ۲ی ۴ فان محلدة ۸ نفسها تکون مض وبه ب . 


البرهان 
نيا كانت ختامسو الف الذى رة فى اليف آل رت ان مقف ان 
وی ی ۷ و و یی 00 يصبح 


i] ا‎ : 
- )-1( © i-1 ,o(i-1) Yio) i+ 1,0(i+ 1٠٠" no(n) 
11 


التحويلات الخطية o‏ 


وحيث إن هذا يساوي 


1 


)و١٠‏ ٠رنى ١١١0‏ 0" لح كه 
وهذا بدوره يساوى 
ا ...)0 
تمهيدية (4-5-؟) 
زو" ۱۷ "e FU,‏ 9 ال 0 "۱+1 ۲ كن 3 )0( ۹ a‏ 1 "ےو 0 


قبل برهان هذه النتيجة دعنا ننظر لما تعنيه وما لا تعنيه. إنها لا تعنى أن 
(8+خ))ء0 -8 ۸+6۱ :عل حيث إن هذا خطأ يمكن اكتشافه من خلال المثال التالى : 


, 0= ماحم 


إذ أن 18=0ءل=ه اء بينما 4+8(=1) اء . إن ما تعنيه التمهيدية هو أنه إذا كانت 4 و8 
مصفوفتين متساويتين لجميع الصفوف ماعدا الصف الذي ترتيبه 1 فان محددة المصفوفة 
المكونة من ۸ و 8 باستخدام جميع صفوف ۸ عدا الصف الذي ترتيبه 1 والذي نحصل 
عليه من جمع الصفين اللذين ترتيبهما من ۸ و 8 على الترتیب» محددة هذه المصفوفة 
تساوي 8 ۵6 + ۲۸ء4 . إذا كانت 


del = -1 =det A +det B « det 8-1 و‎ det A=-2 فان‎ 


برهان التمهيدية 
اذا Sa OS‏ ها پا یا as‏ 


( ,۰۰۰ )= ,۷ وکان (مرق8:,,...,8) عبت » فإن 


لاه مواضيم في ابر 


002 ۱۷۱-۳ ۳۷ 19 a 


- جک نوزم + ولگ )نمی رز 00 (1-) لج‎ + 10٠٠ Cno(n) 
0 عت‎ 
= بحر‎ )-1( ro) ول‎ (i-1) رهام درم‎ 

Jé Sn 


(م) ولا 1o1) 0-1 ۳ Pio(i)’"‏ "۳ ی 


ios 3285‏ رب ۷ ۰و۷ ۰ < 


إن الخصائص المضمئة في التمهيديات (۰)۱-۹-۰ )۲-۹-٦(‏ و(-۲-۹) 
بالا ضافة إلى ما تنص عليه التمهيدية القادمة تميز دالة المحددة (انظر مسألة ۱۳ في نهاية 
هذا البند). لذا فان الخاصة الشكلية التى تعرضها التمهيدية القادمة تعتير أساسية في 
نظرية الحددات . ۱ 


تمهيدية (4-9-5) 

إذا تساوی صفین من صفوف ۸ راي ,۷-۷ ۰ وع2#) فان 4-0 1ع0. 
الرهان 

لتکن (©) A=‏ ولنفرضص أنه ل ۲و و حيث ۲5 يكون بي > ره لكل [. 
لنعتبر الفکوله 


det A= - فش‎ 0۱0۱ 


0 
في هذا المفكوك نقرن الحدود كالتالي : ل ه في ,5 نقرن اد ۰۰ :۲0 (1-) مع 
السك رہ۰۰۰(“ "(1-) حيث ۲ بو المناقلة ((6):(,5)5). ولما كان > مناقلة. فان 
۲-1 . إن هذا حقا يعطينا اقترانا. ولکن ,موم بالفرض و نومه 
فحصلل على رومیت -ري,». وبصورة مشاسبة نحصل على 
و0 2 م۰0 ومن ناحية أخرى TO(1)=0(1)‏ و %iro(i)‏ 2 نونه لكل IFT‏ 
و وغدة. لذا فان اخدین من د م0 ...ربمت متساويان إن إشارة الحد الأول 
"(1-) بين] إشارة الحد الثاني "(1-) في مفكوك ۸ ۲ء1. لما كان > مناقلة وهو تبديل فردی 


(0)وج) . ۳۹ زو)وميان . : ١‏ 


التحويلات الخطية ۵ 5۳ 


لذا يكون ”(1-)1-="(1-). إذن في عملية اقتران الحدود يلغى الحدين المقترنين ببعضها 
في حاصل الجمع ما يجعل ۸-0 6. (إن البرهان لا يعتمد على تميز 
۴ ویبقی صحیحاحتی فی حالة کون میز ۴ يساوي 2). 


من النتائج التي حصلنا علیها حتی الآن یمکننا تحدید تأثیر مبادلة صفوف 
مصفوفة عل فة حددتها. 


تمهيدية )9-٩-1(‏ 
إن مبادلة صفین في ۸ يغير إشارة حددتها . 


الرهان 
نظرا لتساوي صفين فإن الحددة : 


(Vyas Vi FV Vp 2۷ =0‏ 
ودلك وفقا لتمهیدیه (5-4-5) . ۰ تمهيدية رم ۰ عدة مرات نحصل على : 
دل ا Noise‏ .و۷ 0۷:۰ Viejo J+‏ وی 00۷۱۰۰۰۱۷ 
0 (م زو جوز وولو ۷۹ 5 سر ne CE ens‏ 


ولکن في كلا الحدين الأخبرین یوجد صفان متساویان مما ۳ ماو از اسای 
صفرأ حسب تمهيدية 3-۱ ) . لذا فان العلاقة أعلاه ووب : 
=O‏ زم۷::۰..:۷: :۷ مما Vie‏ ۷-۳ 


و۷ و۷ 


“وق ۱ 


إذا كانت 8 مصفوفة نحصل عليها من الصفوفة ۸ بتبدیل لواقع صفوفها فان 
8 :06+ - 4 000 حيث إن الاشارة 1+ إذا كان التبديل زوجيا و 1- إذا كان التبديل 


فرديا . 


۵۳۰ مواضيع في ابر 


الآن نحن في وضع یمکننا من الاستفادة ما سبق لبرهان الخاصة الجيرية 
لاساسية لدالة المحدّدة وهي خاصة حفظ حاصل الضرب . وهذا یکون للمحدّدة 
میزات محصل علیها من كونها تشاکل من البناء الضري ل ,۳ إلى ۴. 


مبرهنه (۱-۹-۷) 
(دا كانت ۸ و 8 فى ۳۲ فان .det (AB)=det (A) det (B)‏ 


البرهان 
لتکن (زنه) ۸ و (ن83) -8 ولتكن صفوف 8 هي المتجهات ملا....,ولا,ن. 
ات ۱ 
نعرف ‏ من التجهات كا یل : 
لام . . . + =a, FOU‏ ربا 


w= جلماوج0 + لا رما‎ ۲۰۰۰۲۳ pp 


وی ... + w =a, ll, Fag‏ 
ولنعتير (,4)۷,,...,۳. بفك هذه المحددة وبالاستعانة عدة مرات بالتمهيديتين (-۲-۹) 
و(۲-۹-۲) نحصل عل : 


dw... زو بحص = ےس‎ aig nip (Uy o igs: . (رزنا,.‎ 
و دوا‎ 


إلى ه. ولکن إذا كان ,= ,ا فان u =u‏ مما يجعسل 20 (,زنا....,يزقار...,_زقا,..., )ل وفقا 
لتمهيدية (4-۹-1). وبعبارة أخرى إن الحدود الوحيدة في حاصل الجمع والتي يمكن 
أن تعطينا مقدارًا غير صفرى هى الحدود التي فيها تكون ,ا,...,رذ.ر حتلفة» أي التى 
يكون بها التطبيق 
3ع و +2 ۱ 
٠. ۱‏ .01> 0 
و : نها 1 


تبدیل ال 1,2,...,0. وآیضا كل تبدیل من هذا النوع مکن حدوثه . آخبرا لاحظ أنه وفقا 
لنتيجة تمهيدية (0-1-7) تکون: 


التحويلات الخطية oY‏ 


(U ss: ( (1-)ع‎ "AOU, <a) =(-1)“det B 


4 2 ۱ 
حيث وس البديل ل و ...م ا 
لذا نحصل على 


1)۳,... ۱۷ = Cg)“ qaq) (71) det 8 
05 
d(W , ,..., ۷ q ( = det A 3, )-1( Cıo()--%no(n) 
65 


d(w,,...,w,)= (det (ظ‎ (det A) 
الآن نود أن نثبت أن ( ۷ .... ,») 4 تساوى (8 460۸ . ولكنء لما كان‎ 
W > 0 ولام 7 ...ل ری رار . .ولا رو + .., + بها ره > ۷۷ :رای 0+ .+ نا‎ 


فإننا نحصل على آن ( :06۱۷۱۱۰۰۰ هي 0 حیث إن الصف الأول ٤‏ 5 هو ,۷ والثاني 


هو ر۷ الخ ۱ 
بيد أنه إذا کتبنا ,س بدلالة الاحدائیات نحصل على : 
Caf Pa1:---Pnan)‏ + ... + هجرد و00 ملای 0 + ...+ نار 0ح Ww‏ 


ام ور متام + ير بر مه ...+رولاور»+ =(aB‏ 
وهذا هو الصف الأول في 48. وبصورة مشامة ياهو الصف الثاني في ۸8 وهكذا 
بالنسبة لباقي الصفوف . لذا نحصل على 0-848 وحيث إن 

det (AB)=det C=d(w,,...,w,)=(det A) (det B) ۱ 


نکون قد أنهينا برهان الرهنة . 


نتیجه (۱) 


ذا كان ل ۸ معکوس فان ۸0 det‏ و (۸ det (A')=(det‏ 


الرهان 

لا كان 1= ۸4 فإن ۲1=1ءل=('۲)4۸ء1. لذا فباستخدام البرهنة نحصل على 
(۸ غعل) (۸۵ )44(=)det‏ :ءل-1. إن هذه العلاقة تنص على أن ۸70 46 وأن 
„det A'=1/det A‏ 
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نتيجة (۲) 
إذا کان ل ۸ معكوس فانه لكل مصفوفة 8 تكون 8 det (A8۸ 1)=de1‏ 
الرهان 
باستخدام الرهنة في حالة 7 48(4) . نحصل على 
(AB) det (A7^)=det A det B det (A^)‏ عل - زأ“هزظم)) det‏ 
وباستعمال نتيجة )١(‏ یمکننا تبسيط الطرف الأخير إلى 8 :36. لذا تكون 
8 غعل-(-مظم) det‏ 
إن النتيجة (۲) تمكننا من تعريف محدّدة التحويل الخطي . ولأجل ذلك دع ۲ 
في (۸)۷ و (1), مصفوفة ۲ بالنسبة إلى أساس في ۷. إذا كان لدينا أساس آخر 
5 ۷ وکانت (۳)ر” مصفوفة ۲ بالنسبة لهذا الأساس فإنه وفقا لمرهنة (١-۲-۳)ء‏ 
۳,۲ (1)رم وعلیه ((۲((=det)m,)1)ر)det‏ وفقا للنتيجة (۲) اعلاه. أي 
محددة مصضوفة ۲ بالنسبة لأي أساس لا تتغير بتغییر الأساس . لذا فان التعریف : 
(17,)1 7-061 :ع0 هي في ا حقيقية لا تعتمد على الأساس وتعرف بدالّة ا محدّدة على 
.A(V)‏ 


في إحدى المسائل ال‌اضية كانت غاية السألة هي برهان آن ۸ )منقول| 
(transpose)‏ المصفوفة ۵ . تشابه الصفوفة ۵ . وبمرصنا صحة تلك المسألة (والتي 
هي كذلك) نحصل على أن (۸) ٩6۱ )۸'(= 4e۲‏ حسب نتيجة (۲) أعلاه . لذا فإنه ليس 
من ۱ لستغرب أن نقدم هنا برهانا مباشرا شده الحقيقية . 


)-4-1( تمهيدية‎ 
det A=det A 


الرهان 
لتكن (:») =4 و (;۸'=)8 ومن المؤكد أن »= ر8. الآن 
det A= 22 )-1( 0۱۵0۰۰۰ natn)‏ 
3 و03 


التحويلات الخطية o4‏ 


det ۵" 9 )-1( رهظ‎ . noqa) - لك‎ (-1 ("01 ٠: درد)ه‎ 
Jt n 06 3 


ولكن الحد "de 1)1---%o(n)n‏ (1-) يساوي nog)‏ ۰۰۰ رو اسو و66 (1-) (برهن ذلك). وحيث 
إن (1-)-1(۳-) أي أنه إذا كان » فرديًا فإن 07 فردي بينم) إذا كان » زوجيًا فان 
و زوجي . وعليه نحصل على 
(م) 1 -ومش .۰ اسر ؟(1-) رم لس 9 )سور (1-) 
وأخيرا لاحظ إذا تبرت » في مجال ,5 فكذلك الحال بالنسبة ل "و لذا . 
(n)‏ ول .. یه ۱ 1-) > det A'=‏ 


مذ 6 


det A= بج‎ )-1( (۰ .@no(n) > أ‎ A 
13 


على ضوء تمهيدية (5-4-5) نری أن عملية تبادل صفوف وأعمدة مصفوفة لا يغير 
قيمة عحدّدتها. نستنتج من ذلك التمهیدیات (۲-۹-۲) إلى (۵-۹-۲) التي عنت 
بعملیات على صفوف الصفوفة تبقی صحيحة بالنسبة لذات العملیات على أعمدتها . 

تستعمل هذه الملاحظة لاشتقاق قاعدة کریمر (عان: 02۳6۲5) لحل نظام 
العادلت الخطية . 


إذا كان لدینا نظام معادلات خطية 


07 ES + 0 > 


+O 7-8,‏ ...4 1ر0 
ندعو (.0) - بمصفوفة النظام و ۸ 4-464 بمحدّدة النظام نفرض أن ۵:0 ۰ أي 
مه عد iı‏ 


A= | ' #0 


1۰ Fe? nn 
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وفقا لتمهيدية (۲-۹-۲) (فی حالة الأعمدة بدلا من الصفوف) یکون 


و۵ عد E‏ .0۰ 


۱۱۳ 1 


xAۍ=‎ | 


01۰ . . Cj; ۰۰۰ an 
ولكن كنتيجة للتمهيديتين (1-4-5) و(4-4-7) يمكن جمع أي مضاعف لعمود مع آخر‎ 
دون تغيير الحددة (انظر مسألة ه). اجمع مع العمود الذي ترتيبه ¡ في 8 كلا من‎ 
ضرب العمود الأول ور×ضرب العمود الثاني و. . . ودضرب العمود الذي‎ ×, 
۱ ترنيبه [(07۴1 ۰ فنحصل على‎ 


م جرا مک ...رای 0 + (aX‏ 0۱1۰۰۰0۱ 


۲۳ (ORT ام لو‎ 5 Eo 


وباستع‌ال / 7 


8= 7-0 ل بي 


23 
= 


نحصل أخيرا على : 


P1 ir “n‏ ...را 


/ 
| 


۱ 
۲سا .. CI i+|‏ وذ 1و و نا qe‏ زا 


حيث نرمز للطرف الایمن اک ادن =× أ آننا لحيل عل الرهنة التالية . 





مرهنه (۲-۹-۲) (قاعدة کریمر (Cramer's rule‏ 
إذا كانت 4 محددة نظام العادلات الخطية . 


,6= ولو ۳۰۰۰۳ 0 


,6= با پر ۳- ۰ ۰ 60 


وكانت ۸۶0 فان حل النظام يعطى بالقاعدة ۵/۸« حيث ل هى ال محدّدة التى 
نحصل علیها من 4۸ بوصع ess,‏ عي ل من العمود الذي ترنیبه 1 42 . 


التحويلاات الخطية 6+١‏ 


مثال على ذلك اعتر النظام 
XxX, + 22, + 3-2-5‏ 
7-- ,ري + رخا + 2x,‏ 
XxX, FX; +X;=Û‏ 
إن حددته 
3 2 1 


A= |2 1 1 =1#£0 


1 1 1 
وعليه 
هل 2 1 3 5 1 3 2 5 
ود 1 چ اد چ و 1 ۶ 3 
EE‏ هو N‏ را سس 1 كلاس 
A‏ ا۸ ۸ 


يمكننا إيجاد صلة بين إمكانية وجود معكوس ضربي لمصفوفة (أو تحويل خطي ) 
مم قيمة الحددة ها أى أن المحددة تعطینا مغيارا لذلك . 


مبرهنة (۲-۹-۲۱) 
پوجد ل ۸ معکوس إذا وفقط إذا كانت ۸0 ءل 


البرهان 
إذا كان ل ۸ معکوس فقد رأينا من نتيجة (۱) لمرهنة )١-4-5(‏ أن ۸#0 غ06. 
من ناحية أخرى لنفرض أن 43*20 :06 حيث (:0)-۸. باستخدام قاعدة كريمر 
يمكننا حل النظام . 


=P,‏ عن ی 


aX +... وه‎ =P 


9:۲ مواضيع في ابر 


في الجاهیل م×,...,× لاي قیم اختيارية ل ,8,.....8. لذا فان ۸ باعتبارها موبلا سن 
ل مي تطبيق غامر. وفي الحقيقة أن المتجه (,8,,...,86) هو صورة (هک... بک 
تحت تانر ۸ ولکون ۸ غامرا فوفقا لمرهنة (+- ٤-١‏ ) یوجد معکوس ل ۷۲-۳۲ 
ای له (برهن على ذلك) . 


یمکننا النظر إلى مبرهنة (۳-۹-۲) من زاوية آخری قد تکون آکثر نشویقا. 
إذا كانت ۸ في ,۳ فیمکننا (دخاها في ,>1 حيث × امتداد ل ۴ نختاره بحيث یمکننا حویل 
۸ في ,> إلى صيغة مثلثة وعلیه توجد 8 في ,> بحيث أن : 





0 
BAB" 
+ هيك‎ 

حيت ۸...۸ هي :يم الحذور المميزة ل ۸ مذكورة هنا حسب تکرارها كجذور لكث, 


الحدود المميز ل 4. لذا فان 

det A=det (BAB (۸,۰۰۰‏ 
وفقا لتمهيدية .)١-4-5(‏ ولكن ۸ ها معكوس إذا وفقط إذا لم تكن أي من جذورها 
المميزة يساوي صفرًا. ولكن ۸0 066 إذا وفقط إذا كان ۸0...رة,,ة أي إذا لم يكن 
أي من جذورها المميزة يساوي صفرًا. لذا فان ل ۸ معكوس إذا وفقط إذا كانت 
.det ۸0‏ 


إن للرهان البديل المقدم أعلاه ر بعض المزايا حيث إننا بإنجازه برهنا نتيجة جزئية 
مشوفه بحد ذاتباء ألا وهي . 


قهيدیة (۷-۹-۰) 
ان ۸ هي حاصل ضرب ا جذور الميزة ل 4 انحذین بنظر الا عتبار تکرار هذه 
الحژه 
تاق از 


التحويلات الخطية o4‏ 


تعریف 
إذا كانت ۸ ف ,فان العادلة العامة (,0تادناوع :دانهء5) ل ۸ هی کثرة ا حدود 
det (x-A)‏ £ ۳۱ 


إن ما أطلقنا عليه المعادلة العامة ل ۸ يسمى عادة بكثيرة الحدود المميزة ل ۸. 
ولكننا سبق وأن عرفنا كثيرة الحدود المميزة ل ه بأنه حاصل ضرب القواسم الابتدائية 
ل 4. فى الحقيقة (انظر مسألة ۸) إن كثيرة الحدود المميزة ل ۸ تساوي المعادلة العامة 
ولكن لأننا لم نرد تطوير هذا المفهوم بصورة صريحة أثناء الشرح استعملنا تعبير المعادلة 
العامة , 

دعنا نحسب الثال التالی ادا كانت ۲ 


رد یا له وال مادص 


6 بعر -(3-)(2-)<(1-)- (هير) det‏ 


فتكون المعادلة العامة للمصفوفة 


فان 


وعلیه فان 


هی ۳-1-6 


هناك بعض اللاحظات التعلقة بالعادلة العامة : إذا كان 2 جذرا ل (4-×) :عل فان 
0-(ه-<) 161 لذا لا يوجد معكوس ل 2-۸ حسب ميرهنة (۴-۹-۲) وهذا مجعل ۸ 
جذرا مميرًا ل ه.. وبالعكس إذا كان ۸ جذرا تميرًا ل ۸ فلا يوجد معكوس ل 2-۸ ما يجعل 
0-(ه-<2) )06 وعليه يكون ۸ جذرا ل (۸-)164. لذا فان جذور کشرة الحدود الى يمكن 
حسابها بصورة صريحة والتی أطلقنا علیها اسم العادلة العامة هي ۳ 77۲ ۷ 
المميزة ل ۸. إننا نرید أن نخطو خطوة آخری في هذا الجال فنبین أن تکرار أي جذر في 
المعادلة العامة هو بالضبط نفس تكراره كجذر مميز ل ۸. فإذا كان ;۸ جذرا 


ott‏ مواضيع في ابر 


تيد ل ۸ تكراره :0 فإنه يمكننا كتابة ۸ بالصيغة المثلثة کا هو موضح في شكل )١-4-5(‏ 
حيث :۸یظهر في القطر :من المرات 


0 دوج آي 


- ومم 





شكل )١1-65-5(‏ 
ولكن کا هو موضح بالمصفوفة في شكل (4-5-؟7) فإن 


det (x-A)=det (ع) -(!-8(هم)8)‎ (۱) (۳2...) 


ولهذا فان 
AJB" =x-BAB” =‏ - 35 
۸ 
XA,‏ 
ما 
۱ 
ات ۱ 





شكل (4-5؟) 
وعلیه فان کل ۸ الدی تكراره يساوي mM;‏ كد کجدر میز ل ۸ هو جذر لكثيرة الحدود 
(۸-) :06 تکرارها يساوي :0< آیضا . بهذا نکون قد برهنا ما ی . 


إن الجذور المميزة ل ۸ بتکرارها الصحیح هي جذور العادلة العامة (۵-) ءل . 
نبي هذا البند بميرهنة كيل 9 هاملتو ن )tonاHami-eyاCay)‏ التارحية المهمة . 


التحويلات الخطية ¥ 


مبرهنه ( 1 ) 

كل مصفوفه ۸ قي 1 نحقق معادلتها العامة . 
الرهان 

في ,> إذا كان لدينا مصفوفة 8 ها معكوس. حيث 1 أى امتداد ل ۴ فان 
۸ و "848 يحققان نفس كثيرات الحدود. كذلك لما كانت 

det (x-BAB7")=det (B(x-A)B) = det (x-A) 

فان "۸,848 لما المعادلة العامة نفسها. إذا آمکننا بيان أن 848 تحقق معادلتها 
العامة فسينتج عن هذا أن كذلك . ولکننا يمكن أن نختار 3,12۳ في × بحيث أن 
8587 مصفوفة مثلثة ولقد رأينا سابقا (مبرهنة )۲-٤-١‏ إن المصفوفة المثلثة تحقق 
معادلتها العامة. إن هذا ينبي برهان المرهنة . 


تاک 


۱- إذا كان ۴ حقل الأعداد الرکبة» فجد قيمة الحذدات التالية 








1 8 6 5 
3 2ع 1 
Ol 1 1‏ 0 3 4 
5 4 
)1( 3 2-1 > (ب) 4 (ج) ام 16 12 10 





۵ و او 1 


۲ - لای میز للحقل ۴ تکون الحددتان التالیتان مساویتین للصفر . 
0 3 2 1 


۳ے إذا كانس ۸ مصموفه عناصرها آعداد صحیحه وکانت ۲ مصفوفة عناص ها 
أغداد صحيحة أیضا فياذا يمكن أن تکون قيمة محددة ۸ ؟ 
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. أثبت أن إضافة مضاعف لصف إلى صف آخر لا يغير قيمة محدّدة المصفوفة‎ - ٤ 
۸ و۰ - إذا كانت لدينا المصفوفة (ریم)-۸ وكانت 4 المصفوفة التي نحصل عليها من‎ 
۸ -)-1( "(۵60 بحذف الصف الذي ترتیبه ¡ و العمود الذي ترتیبه ز. دع ره‎ 
.det يسمى ,11 العامل المرافق ل ز». برهن على أن تیه + ...+ ربل .»عه‎ 
إذا كانت ۸ و 8 مصفوفتين جزئيتين مر بعتين . برهن على أن‎ )( - ٦ 


det 5 =(det A) (det 8( 
إلى‎ )١( (ب) عمم الجزء‎ 
۸۵۱ 
در‎ + 
det 
0 ۱ An 


۷ - إذا كانت ()0 المصفوفة المصاحبة لكثيرة امحدود ()1. فرهن على أن العادلة العامة 
ل )€ هی (1)5. 

۸ - باستعمال المسألتين " و۷ . أثبت أن المعادلة العامة ل ۸ هی كثيرة الحدود المميزة ل 
ه. (انظر بند »)۷-١(‏ إن هذا يرهن على الملاحظة المذكورة سابقا والقائلة بأن 
جذور (),ع هي نفس الحذور المميزة ل 7 وبالتكرار نفسه) . 

4- باستعمال مسألة (۸). أعط برهانا بديلا لرهنة كيل هاملتون . 

۰- إذا كان حقل الأعداد النسبية. فاحسب المعادلة العامت الحذور المميزةء 

وتكرار هذه الجذور لكل ص 
0 


2 





ل ن غم فزن 
نسم غم ا ل انس 
غم سے قم لژ 
0 
ا 
يي 
a“‏ 
غم وم 
لب يم 
انعا ل ل 
کے 
کک 
£ 
كك 
سے ليسا 
س بي 2 تكح 
نس ن 
س ي اب 


۱ - لكل من المصفوفات المذكورة في مسألة (۱۰) تأكد من أن أيا منها تحقق معادلتها 
العامة وذلك باستخدام الطرق المباشرة في حساب المصفوفات . 

۲ - إذا كانت مرتبة ۸ تساوي :. فبرهن على أنه توجد مصفوفة جزئية من نوع ۲×۲ 
5 المصفوفة ۸ بحیت أن محدّدتها ل تساوی صفرا وادا كان >۲ فلا توجد 
مصفوفة جزئية من نوع (6+1(<)5+1) في له تتمتع مهذه الخاصة . 

۳ - لتكن ٤‏ دالة ی من المتغيرات من "۴ إلى ۴ بحيث 
(۱) 0= (ہ۷,... ,۷( إذا كان ,باحر في ۴۳ و زغوز. 

.F ٤ 0 لکل ولکل‎ (veg SORO pasa) (ف)‎ 

])۷ ۰۰,۷ ...زا‎ Va) =E(V ¥; 

(د) 21(م6,...,,ع)؟ حيث (1,0,...,0)جتيرة 4 (€2=)0,1,0,..,0 ٠.‏ ...ء 
مم0 ب0احه 
برهن على أن ۸ 066-<(,۷,,...,۲)) لكل ,€۴ ۸ حيث اهو الصف الأول في 
۸ ره الصف الثاني. . . الخ . 

۹61۸-۵6۱ ۸ استخدم مسألة (۱۳) كي تبرهن على أن‎ - ٤ 

. برهن على أن ل ۸8 و 84 المعادلة العامة (المميزة) نفسها‎ )۱( - ١٠ 

(ب) أعط مثالا تكون فيه كثيرة الحدود الدنيا ل ۸8 مختلفة عن كثيرة الحدود 
الدنيا ل 13۸ 

5- إذا كانت ۸ مثلثة . فأثبت باستخدام حسابات مباشرة أن ۸ تحقق معادلتها العامة . 

۷ - استخدام قاعدة كريمر لإيجاد الحلول فى حقل الأعداد الحقيقية للنظامين 


x+y+z+w=] )ب(‎ x+y+7=1 (1) 
+ 2۷ + 32 + 4۷۷-0 2( + 3۷ +42 <1, 

1 + ۷ ۰+42 + 5۷۷ - 1 1-۷-7 (0ع<‎ 
x+y+5z+6w=0 


۸-() لتكن (61)۸,۴ مجموعة كل الصفوفات في ,۳ التى محدّدتها لا تساوي صفرا . 
برهن على أن (01.)2,5 زمرة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . 
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(ب) لتکن (۸<21 اع5(|0,ه).1 60 ش) -(2,ه)2. برهن على أن (2)2,5 زمرة 
جرئيه ناظمية في (1,۴)ا6. 
(ج) أثبت أن (5,ه)5(/2,ه)آ0 تماثل زمرة العناصر غير الصفرية في ۳ بالنسبة 
لعملية الضرب . 
48 إدذا كان × امتدادا للحقل ۲ وجعلنا (617ه E(n,K,F)={A€GL(n,K)|det‏ 
(۱) برهن على أن E)۸,۸,۴(‏ زمرة جزئية ناظمية في (01/0,1 
زب)* .GL(n,KYE(n,K,F) jı‏ 
۰ إذا کان ۴ حقل الأعداد النسبية . فيرهن على أنه إذا كانت N‏ زمرة جزئية ناظمية 
في (2)2,5 فإنه إما (0)2,۴-= N‏ أو أن 71 تحتوى على مصفوفات قياسية فقط . 


)١١-5(‏ التحويلات اهرميتية » الواحدية والناظمية 


من خلال دراستنا السابقة للتحويلات الخطية وجدنا أن الطبيعة الخاصة 
للحقل ۴ تلعب دورا مها نسبيا. ويتضح لنا هذا عادة فیبا يتعلق بالجذور المميزة من 
حيث وجودها من عدمه . الآن ولأول مرة سوف نقيد الحقل ۴ - بصورة عامة سيكون 
هو حقل الأعداد المركبة ولكن في بعض الأحيان نقصره على حقل الأعداد الحقيقية ‏ 
وسوف نستعمل بكثرة خواص ى الا عداد الحقيقية والمركبة . في كل ما سياق في هذا البند 
سبرمز ۴ حقل الأعداد ا مركبة , إلا إذا دک حلاف ذلك . 


وسوف نستخدم بصورة دائمة جميع المفاهيم والنتائج المذكورة في بند (4-4) 
المتعلقة بفضاءات الضر ب الداخلى . اننا نصح القارىء بمراجعة تلك المادة وفهمها 
فهمًا تاما قبل الضی في القراءة. 


نود أن نذكر ملاحظة أخرى عن الأعداد المركبة : استطعنا حتى الآن أن نتجنب 
استعمال نتائج لم نبرهنها في هذا الكتاب . ولكننا الآن مجبرون أن نحيد عن هذه الطريقة 
فنستعين بحقيقة أساسية عن الأعداد المركبة . تسمى عادة «المبرهنة الأساسية في الجير» 


التحويلات الخطية 6ه 


)fundamental theorem of algebra)‏ دون أن نرهنبا. إن استعال هذه النتيجة 
الأساسية كحقيقة دون برهان أمر لا يبعث على السرور. لسوء الحظ إنها ضرورية 
لدراسة ما سيأتي ولكن برهانها سيخرج بنا عن المسار العام في دراستنا ا حالية . إننا نامل 
أن يكون غالبية القراء قد رأوا برهانها في مقرر نظرية المتغير المركب . 
حقيقة )١(‏ 

جميع جذور كثيرة ا حدود التي معاملاتها أعداد مركبة تقع في حقل الأعداد 
الرکبة . 


بصورة مكافئة پمکن کتابة نحقيقة (۱) على الصيغة: إن كثيرات الحدود غير 
الشابتة وغير المختزلة على حقل الأعداد المركبة هی فقط كثيرات الحدود التى درجتها 
نساوي 1. ۱ 1 
حقیقه (۲) 

كثيرات ا حدود غير الثابتة وغبر الختزلة على حقل الأعداد ا حقيقية هي التی 
درجتها نساوي 1 أو التي درجتها تساوي 2. 


وحقیقه (۲) . 


ان ما تقتضه مق ره (۱) بالنسية ین أنه لأي حویل حطی ندرسه هنا ستکون 
جذوره ا مميزة في حقل الاعداد الرکبة . 


فیا سای ۵ ۷ مس فد اققا ق ن ال نيدي البهه علين ۴ حقل الاعداد 
المركبة . سنكتب حاصل الضرب الداخلى لعنصرين ۷و في ۷ على اهيئة (س,۷) كا 
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تمهيدية (-۱-۱۰) 
إذا كان 7 في (4)17 بحیث 0-(1,7) لكل ۷ في ۷ فان 1-0 . 
الرهان 
للا كان 0-<(۷۲,۷) لكل ٠‏ في ۷ فان 0-(+8(1,1+ن)). بفك هذا المقدار 
واستع‌ال حقيقة أن 
(uT,u)=(wT,w)=0Û‏ 
على : 
(uT,w)+(wT,u)=0‏ 1( 


لجميع نا و بلا في ۷ 


لما كانت المعادلة 6 صحيحة لعنصر اختياري ۷ في ۷ فإنها تبقى صحيحة إذا 
أبدلناه بالعنصر ۷ا حيث 1--12. 
ولكن 


(uT,iw)=—i(uT,w) 
بینا‎ 
((iw)T,u)=i(wT,w) 
: بتعويض هله المقادير في (۱) وحذف انحصل على‎ 
(5 -(uT,w)+(wT,u)=0 
و(۲) نحصل على‎ )١( بجمع‎ 
.۷ في‎ ٠ لكل ناو‎ (wT,u)=0 
وعلى وجه الخصوص يكون‎ 
(wT,wT)=0 


باستخدام خواص فضاء الضرب الداخلى يقودنا هذا إلى أن يكون ۷1-0 لكل س 
في ۰۷ وعليه يكون 1-0. (ملاحظة : إذا كان ۷ فضاء ضرب داخلی على حقل الأعداد 
الحقيقية فقد تكون التمهيدية خاطئة . فعلى سبيل المثال دع 


(8,» أعداد حقيقية |(0,6))-/1 


حيث الضر ب الداخلى هو الضرب النقطى المعتاد . ودع 1 مر للتحويل الخطى الذى 


التحویلات الخطية 6۵۱ 


يرسل (,0) إلى (8,0-). یمکن التأکد بسهولة أن 0-(71,7) لكل في ۷ بالرغم من أن 
.(T#0‏ 


تعر يب 
5 ال الخطى 1 فى (۸)۷ واحديا (unitary)‏ إذا كان (uT,vT)=(u,v)‏ 
ی ع 
لكل ناو ۲۷ ف 7 : 


إن التحويل الواحدي هو تحويل يحفظ كل بنية ۷ من جمع وضرب بالقياسيات 
بالاضافة إلى ضربه الداخلى . لاحظ أن التحويل الواحدی يحفظ الطول لان 
۱-۷۲-۷۲۲۵ 
هل العکس صحیح؟ إن التمهيدية التالية تجيب على هذا السژال . 


مهيدية (۲-۱۰-۲) 
إذا كان (11)-(1,71) لكل ۷ ف 7 فان '1 نحويل واحدي . 


الرهان 
إن الرهان مشابه لرهان تمهيدية .)١-١١-5(‏ ليكن بو ۷ي ۷ ومن الفرض 
يكون 


((u+v)T,(u+v)T)=(u+v,u+tv) 
: بفك هذا المقدار وتبسيطه نحصل على‎ 
(۱ (uT,vT)+(vT,uT)=(u,v)+(v,u) 
وأجر الحسابات اللازمة لتحصل على‎ ١ معادلة (۱) ضع ۷:بدلا من‎ ٤ .۷ لكل داو في‎ 
۲۱ (uT,vT)+(vT,uT)=-(u,v)+ (v,u) 
ويكون ۲ نحويل‎ ۰ ۷ ٤ ۷ لكل و‎ (uT,vT)=(u,v) و(؟) تحصل على‎ )١( بجمع‎ 


الان نضيف خاصة کون تحويل خطى واحديا بدلالة تأثيره على أساس ل ۷. 
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ميرهنة ۲۰۲۱ ۱۲2۱) 
یکون التحویل ا خطي 7 على ۷ واحدیا [ذا وفقط إذا كان يأخذ اساسا متعامدًا 


المرهان 

لنفرضص أن (,۷,...,۷) أساس متعامد معاير ل ۷ لذا 0-(۷,۷) لكل زا بینا 
1-(۷:,۷). نود أن نثبت أنه إذا كان 7 تحویلا واحدیا فان (۷,1....,۷,1) أساس متعامد 
معایر ل ۷. ولکن 0-<(۷:,۷)-(۷:1:۷۲) لكل ز۶ا و 1-(:۷:,۷)-(۷:۲,۷:۲). لذا یکون 
(۷/۲,...,۷,۲) حقا أساسا متعامذا معایرا ل ۷. 


من احية آخری إذا كان 7 في (۸)۷ بحیث أن كلا من (,۷,,...,۷) 

و (۷/۲,...,۲,1) أساس متعامد معاير ل ۷ فإنه لكل ناو » في ۷ يكون 

لحي u= Zav;‏ 
وباستعمال خاصة التعامد المعاير للمتجهات :۷ نحصل على 

(u,w)= =a 
ولكن‎ 
لابه لك - آلا 1ر8 لك - 1ب‎ 

واستنادا خاصة التعامد المعاير للمتجهات ۷7 نحصل على 

(uT,wT)= >a; =(u,w) 
. ما يبرهن على أن ۲ تحويل واحدي‎ 


بواسطة تحويل خطي واحدي . 


التحويلات الخطية oo‏ 


مهیدیه )7"-١١-5(‏ 
إذا كان 7 ف (۸)۷ فإنه لأي ١ف‏ ۷ يوجد عنصر ف ۷ يعتمد على ۷ و1 بحيث 
(۷ ,)= (۷, )لکل u‏ في ۷. إن العنصر س وحيد لكل اختيار ل ١‏ و '1. 


ب 
۳ ال pp!‏ اا ی وو 


بنا(۷, 1 :دا) << بو 
1-1 


إن حسابا بسيطا أن (۷, :۵ <(۷,ر) ما مجعل س العنصر المطلوب . من أجل اتات 
آن ۷ وحيد نفرص أن 
(uT,v)=(u,w,)=(u,w»)‏ 
فنستنتج أن 
0 >( ۱-۷ بنارا 


لکل u‏ ي ۷ وعندما نجعل رالا الاح نا نحصل على 2۷ رللا. 


إن تمهيدية (۳-۱۰-۲) تمكننا من إعطاء التعريف التالي . 


تمریف 
إذا كان 7 في (۸)۷ فان القر ین اش میتی (20(020 سصهناذهمء1]) ل 1 ونرمز له ب 
1 يعرف لے 
(1,۷(<),۷۲) لكل u‏ و۷ فی ۷ 


لكل ۷ في ۷ حصلنا اعلاه على تعبير صریح ل ۷٣‏ (علی شکل ۷) ويمكننا 
استعمال ذلك التعبير لرهان خصائص عديدة ومرغوبه ل *1 2 لکننا نفضل أن نفعل 
ذلك بصورة لا تعتمد على أساس ۷ 
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تمهيدية )1-١١-5(‏ 
إذا كان 7 ي (۸)۷ فان *1 في (4)۷ وبالاضافة إلى ذلك 
(T*)*=T ١‏ 
؟"- (S+T)*=S*+T*‏ 
۳- *15-ء*ركم 
84 *7*5-*(51) 
لكل 5 » 7 في (۸)۷ وکل 1 في ۴. 


البر هان 
يجب أن نبرهن أولاً على أن *7تحویل خطى على ۷. ذا كان u‏ ۷ و« فی ۷ فان 

ûv+w)T*)=(uT.v+w)=(uT.v)+ (uT,w)=(u,vT*")+(u,wT*)=(u,vT"+wT”)‏ ن) 

وینتج عن ذلك أن 
(v+w)T*=vT*+wT*‏ 
وبصورة مشایهة لكل ۸ في ۴ 
(u,{Av)T*)=(uT,Av)=A(uT,v)=A(u,vT*)=(u,A(vT*))‏ 

وعليه يكون (*2)۷7-*27(1). لذا نکون قد برهنا على أن *1 تحويل خطى على ۷. 


من أجل إثبات أن 7-*(*1) لاحظ أن 


(u,v(T*)*)=(uT*,v)=(v,uT*)=(vT,u)=(u,vT) 
لكل ناو ۷ في ۷ وعليه ۷۲-*(*۲)" والذي يقتضى أن يكون 7-*(*1). نترك برهان أن‎ 
وأن *71-*(21) كتمرين للقارىء . أخيرا‎ )5+1(* -5* + 
(u,v(ST)*)=(uST,v)=(uS,vVT*)=(u,vT*S*) 
.)51(* - 1*8* لكل داو في ۷. وهذا يجعل *77*5-*(51)؟ لكل في ۷ وینتج عنه أن‎ 


كنتيجة للتمهيدية نجد أن القرين الهرميتي یعرف قريئًا على (۸)۷ في المفهوم 
المذكور في بند (8-5). 


التحویلات الخطية ۵9۵ 


إن القرين اهرميتي بتيح لنا وهنا آخر للتحویلات الواحدية بدلالة العلاقة بين 
TT‏ 


تمهيدية )0-1١١-5(‏ 
يكون 7 ف (۸)۷ واحدیا إذا وفقط إذا كان 1-*11 


الرهان 
إذا كان 1 واحدیا فلکل ناو ؛ في ۷. 
(u,vTT*)=(uT,vT)=(u,v)‏ 
ما يجعل 1-*11. ومن جهة أخرى إذا كان 17*1 فإن 
(u,v)=(u,vVTT*")=(uT,vT)‏ 
والذی یقتضی آن 1 واحدي . 


لاحظ أن التحویل الواحدي غير شاذ وآن معکوسه هو فرینه اطرمیق . لاحظ 
ایشا أنه 5 كان 1 -*11 فيجب أن کی 1-1 1. سوف نقدم آدناه معیارا واضحًا 


مر‌هنه (۲-۱۰-۲۱) 
إذا كان (,۷,,...,۷] اساسا سامدا معايرًا ل ۷ وكانت (ږه) س ف (۸)۷ 
بالنسبة لهذا الأساس فان مصفوفة *1 بالنسبة هذا الأساس هي (ر8) حيث =٩‏ 6. 


الرهان 
لا كانت مصفوفتا 1 و *1 . بالنسبة لهذا الاساس هما (زیم) و (ن6) على الترتيب 
فان 


۱ , 0 n 


5ه مواضيع في احبر 


الآن 
ىا : 
jk Vx) > Cj‏ سحر:۷:,۷(1(<)۷) <( ۱۷ 1) عدوم 


وذلك استنادا خاصة التعامد العایر ل كو 9): 


إن هذه البرهنة شيّقة جدٌا وذلك في ضوء ما عملناه سابقا في بند (8-5) ذلك 
لأن القرين اهرميتي المعرف على فضاء الضرب الداخل ۷ مكتوب بدلالة المصفوفات 


بالنسبة لاساس متعامد معاير في ۷ ۰ هو ليس إلا القرين ال هرميتي للمصفوفات العرف 
فى ذلك البند. 


باستخدام الصفوفات بالنسبة إلى أساس متعامد معاير فإننا ندعي أن ۲ في 
(7)ى واحدي إذا وفقط إذا حققت عناصر مصفوفة 1 ولتكن (ز») ما ی : 


| 2-1 


بدلالة الضرب النقطی على فضاء التجهات الرکب فان الشرطین أعلاه ینصان على أن 
صفوف مصفوفة ۲ تکون مجموعة متعامدة معايرة من متجهات في ”۴ نسبة إلى هذا 


الضرت النقطي 


تعريف 
يسمى 1 ف ( ۸۷ قرب 3 ذائيا (self-adjoint)‏ آو هر مب ميتيا (Hermitian)‏ ادا كان 
17-*1. وإذا كان 1--*1 فندعوه حينئل هرمیتیا تخالفيا . إذا كان 5 ني (۸)۷ فإن 


ی ارب که - 
21 2 


وحيث إن 5+5*(/2) و 5-5*(/2) هرمیتیان فان 5-4+18 حيث إن كلا من ۸ و 8 


التحویلات الخطية بذوة 


في بند (۸۷) وباستخدام حسابات الصفوفات برهنا على أن أي جذر مميز 
لصفوفه هرميتية في الاعداد الرکبة هو عدد حقيقی . على ضوء حقيقة (۱) یمکن |عادة 
صياغة ذلك ليصبح : جميع ا جذور ا مميزة لمصفوفة هرميتية هي أعداد حقيقية . الآن 
نعيد برهان ذلك من وجهة نظر فضاءات الضرب الداخلي . 


مرهنه (-۱ (۳-١‏ 
إذا كان 1 فی (۸)۷ هرميتيا فإن جمیع جذوره ا مميزة اعداد حقيقية . 


الرهان 
لیکن ۸ جذرا میزا ل ۲ عندئذ يوجد ۷0 في ۷ بحيث ۷1-۸۷. الآن نحسب 
A(v,v)=(Av,v)=(vT,v)=(v,vT*)=(v, vT)‏ 
(۷, ۸۷ (۷,۸۷)< 


ولکن ۷,۷(<۶0) ما مجعل 1-2 أي ۸ عدد حقیقی . 


اننا نرفب في أن نصف صيغا قانونية للتحویلات الخطية الواحدية والهرميتية 
وحتى التحويلات الأكثر عمومية التى ستكون أبسط من صيغة جوردان. إن هذا هو 
الغرض من التمهيديات القليلة القادمة التي على الرغم من كونها مشوقة بحد ذاتها الا 
أنها غالبا ما تكون ذات طبيعة حسابية تخدم غرضا معینا. 


تمهيدية )3-٠١-5(‏ 
إذا كان 5 ي (۸۷ وكان ۷۲۹5*<0 فان 75-0. 


البرهان 

لنعتير (۷۹5*,۷). لما كان 0-*55؟ عندئذ (5,5) -(*(*8,7)5) -(/, *۷55) 0 
وذلك باستخدام تمهيدية )4-١١-5(‏ ونستنتج من ذلك أن 5-0 لأننا في فضاء ضرب 
داخلي . 


00۸ مواضيع في اجحبر 


ا 


-00- 


إذا كان 7 هرمیتیا وكان 0-*71 ل ۸<0 فان ۷7-0 


الرهان 

نثبت أولا أنه إذا كان 0-”712 فإن ۷۲-0 فلو كان ”5-12 فان 5-*5 و 
"88*7 وعلیه 0-(۷, *۷35) یقتضی أن یکون کل رال ست از نزولا » على 
هذا النحو نحصل على 01-0. إذا كان ۷۲۳-0 فان ۷۲۳-0 ل )<2 وهذا مجعل 
0-- ] ۷. 


الآن نقدم نوعا من التحویلات الخطية حوی کل من التحویلات الواحدية 
واطرمیتیه واطرميتية التخالفة كحالاات خاصة . 


تعريف 
يطلق على 7 فى (۸)۷ حور يل خطى ناظمی (normal linear transformation)‏ 
ادا كان 7*7<" 7 1. 


فيها سیأقی سشيرهن مب‌هنات حول التحويلات الخطية الناظمية بدلا من برهانها 
في حالة التحویلات الواحدية واطرميتية » ثم نشتق النتانح المرغوبة حول التحویلات 
الواحدية واظرميتية کحالتین خاصتين . 


مهيدية (۷-۱۰-۲) 
إذا كان ۸۷ تحویلا خطيا ناظميًا وکان 1۷۸-0 ۷ في ۷ فان ۷۸۶-0 
الرهان 


النعتبر .)۷١*,۷۸(‏ باستخدام التعريف ولكون N۸N*=۸*×‏ نحصل على : 
(vVN*,VN*)=(vN*N,v)=(vVNN*,v)‏ 
ولکن ۷-0 ما جعل 0-*۷۱۳. وبذا نستنتج أن 0-(*۷(۷*,۷۳۲) وبالتالی .vN*=0‏ 


التحويلاات المخطية و ۵ 


نتيجة (۱) 


إذا كان ۸ جذرا ميرًا للتحویل الناظمى N‏ وكان ۷۸۷-۸۷ فان ۷۸۲*7۷ 


البرهان 
لا كان N‏ ناظمیا فان .NN*=N*N‏ 
إذن 
۱*2 + 7۲-002۹7270 (-) 
(N -2()01-2(( - )-2( (N -۸)‏ - 
وهذا يجعل (۸-) ناظمیا. وحيث إن 0-(-) ولکون (-۷) ناظميًا نستنتج أن 
0-*((-۷)۱ باستخدام التمهيدية . وعلیه یکون ۷۱*77 


إن النتيجة تنص على الحقيقة الشيّقة وهی |ذا كان ۸ جذرا میزا للتحویل 
الناظمي 71 فليس 7 جذرا مميرًا ل *۱ فحسب. ولكن أي متجه میز ل ل يتبع الجذر 
المميز + هو متجه مميز ل *1/ يتبع ۸ والعكس بالعكس . 


نتيجة (۲) 


إذا كان 7 واحدیا وكان ۸ جذرا مميرًا 71 فان ۸/<1 


الرهان 
لا كان 1 واحديا فإنه ناظمى . لیکن ۸ جذرا میژا ل 5 ولنفرض أن ۷۲-۷ حيث 
0 في ۷. وفقا لنتيجة (۱) يكون ۷۲۳۶-7۷ لذا :13ح *1:ز- *11دب لأن ۳۲۴-1 


الآن نتوقف لنعرف وجهتنا . إن هدفنا القريب هو برهان أنه يمكن الحصول على 
صيغة قطرية لتحويل ناظمی بواسطة محویل واحدي . إذا كانت ,..., ۸ جذورا مميزة 
مختلفة ل N‏ فباستخدام مبرهنة (-۱-۲) یمکننا تفريق ۷ على النحو ٠,‏ ©...©,1-/1 
حيث 0-"(,1)71-1 لكل :“فى ,لا. في هذا الصدد سندرس شيئين: أوهما علاقة 


25٠‏ مواضيع في ابر 


المتجهات الموجودة في :۷ مع المتجهات في ز۷ حيث ز1 . وانیها طبيعة كل من 
القضاءات ‏ ۷. عندما ننتهي من ذلك سنتمك: من جمع الحقائق لاثبات المرهنة التي 


مهيدية (5-١٠-م)‏ 
إذا كان × ناظميًا وكان ۷۸۲-0 فان ۷۸-0 


الرهان 
لیکن *5-101۷ فيكون 5 هرمیتیا . وحيث إن N‏ ناظمي يصبح 
.vS*=v(NN*)*=vN*“(N*)*=0‏ 
باستخدام نتيجة تمهيدية (١-١١ا)‏ تتتم أن ۷5-0 أي أن 0=* NNN‏ وهد| جعل 
۷N =0‏ وفقا لتمهيدية .)5-١١-5(‏ 


و ودد 


و 


إذا كان × نامیا و 2 في ۴ بحیث 0=“ v)NN-1(‏ فان ۷۸۷-۷ 


البرهان 

لکون × ناظميا نستنتج أن (-) ناظمي وعلیه فبتطبيق التمهيدية التى خلصنا 
من برهانها على (-0) نحصل على النتيجة . 

على ضوء ما ذکرناه قبل التمهيدية الاخبرة فان هذه النتيجة تبين أن کل متجه 
في :۷ هو متجه یز ل ل یتبع ا جذر ا مميزبة. بهذا نکون قد عيّنا طبيعة ,۷ آما الآن 
فإننا نمضي لدراسة العلاقة بين :۷ و ۷ حيث زوز. 


تمهيدية )4-١١-5(‏ 
إذا كان ۸ حويلا ناظميا وکان ۸ و د جذرين میزین محختلفين ل .×N‏ وإذا كان 
۷ و ۷ في ۷ بحیث ۷۷-۸۷ و ۷۷-۸۷ فإن 0-(,؟). 


التحويلاات الخطية 


المرهان 
نحسب (۷(۲,۷) بطريقتين مختلفتین . با أن ۷۵۲-۷ فان w)=(hv,w)=h( yw)‏ ۲( . 
کذلك با أن ۷-۷ واستناداً إلى تمهيدية (-۷-۱۰) نحصل على ۷۷*2۲۷ وعلیه فان 
(vN,w)=(v,wN*)=(v,uw)=p(v,w)‏ بمقارنه نتيجتى اخساب نحصل على 
(۷,۷)(-(۸)۷,۷ ولكون ۸ نخلص إلى أن .)۷,w(=0‏ 


الآن نكون قد أنجزنا الخلفية اللازمة التى تمكننا من برهان المبرهنة الأساسية 
التالية . 


ميرهئة )5-٠١١-5(‏ 
إذا کان ۸۷ تحویلا خطيا ناظميا على ۷ + قإته یوجد آساس متعامد معایر مکون 
من متجهات مميزة ل N‏ وفیها نکون مصفوفة ۸۷ قطرية . وبعبارة مكافئة» إذا كانت 
۷ مصفوفه ناظمیه فانه توجد مصفوفة واحدية لا بحیث تکون UNU"(= UNU*)‏ 

مصفوفة قطرية . 


المرهان 

سنکمل تفاصيل البرهان الذى قدمنا له قبل إثبات تمهيدية .)8-١١-5(‏ 

لیکن ۱ تحویلا ناظمیا و اغلور الميزة الختلفة ل 34 استنادا لنتيجة 
مبرهنه )١1-5-5(‏ یمکننا تفریق ۷ على اطيئة ...۷۷,۵ حيث لكل ۷ في ,۷ 
یکون ۳۱-0(:-):۷. باستخدام نتيجة تمهيدية (۸۱۰-۷) فان :۷ مجوي فقط على 
متجهات مميزة ل N‏ تابعة للجذر المیز ,۸. إن الضرب الداخلي في ۷ ينتج عنه ضرب 
داخلی في :۷ وباستع‌ال مبرهنة (۲-۵-6) یمکننا إيجاد أساس متعامد معایر ۷:1 بالنسبة 
لهذا الضرب الداخلي . 


وفقا ۰ لتمهيدية ۱-٩(‏ ۹ فإن المتجهات الموجودة ف ۷ عمودیه على التجهات 
في ز۷ طالا أن [1#. لذا فبتجميع الأساسات المتعامدة المعايرة من كل ۷ نحصل على 


o1۲‏ مواضيع في ابر 


ساس متعامد معاير ل ۷. إن هذا الأساس مکون من متحهات گیزه ل × وعليه تكون 


سوف لا نيرهن العبارة المكافئة والخاصة بالمصفوفات ونتركها كمسألة للقارىء 
ونکتفی بالإشارة إلى الحاجة إلى الحقيقتين التاليتين : 

١‏ - إن تغيير الأساس من أساس متعامد معاير إلى آخر يتم عن طريق تحويل 
واحدی (مرهنه .)١-١١-5‏ 

۲- عند تغيير الأساس فان مصفوفة التحويل الخطي تتحول إلى مصفوفة 
مرافقة عن طريق مصفوفة تغيير الأساس (مرهنة 7-٠-5‏ ) . 

إن النتيجتين التاليتين هما حالتان خاصتان جدا من مبرهنة )4-١٠١-5(‏ ولكن 
لكون كل منها مهمة بحد ذاتها فإننا ننص علیهیا كنتيجتين لغرض التأكيد علیها. 





نتيجة (۱) 

إذا كان 7 تحویلا واحدیا فإنه يوجد أساس متعامد معاير والذي فيه تکون 
مصفوفة 7 قطرية . بعبارة مكافئة » إذا كانت 7 مصفوفة واحدية فإنه توجد مصفوفة 
واحدية لآ بحيث تكون (*17111-)1 171117 مصفوفه قطرية . 


نتيجة (۲) 

إذا كان 7 حویلا حطیا هرميئيًا فإنه يوجد اساس متعامد معاير والذي فيه تکون 
مصفوفة 1 قطرية . وبعبارة مكافثة, إذا كانت 7 مصفوفه هرميتية فإنه توجد مصفوفه 
واحدية لا بحيث تكون (* 0ا01 =)' 171117 مصفوفة قطرية . 


إن البرهنة ال انتهينا من برهانها تعتبر نتيجة أساسية في التحويلات الناظمية 
لأنها تميز تلك التحويلات بأنها التحويلات التي يمكن تغييرها إلى الصيغة القطرية عن 
طريق تحويلات واحدية. كما أن المرهنة تبين أن الفرق بين التحويلات الناظمية 
وارميتية یکمن في طبيعة جذورها المیزة . ونوضح هذا في التمهيدية التالية. 


التحويلاات الخطية o‏ 


مهيدية )٠١-1١١-5(‏ 
يكون التحويل الناظمى /3: 
1 قا آذآ رفقط لا کات جنر اة هة 
۲ - واحدیا إذا وفقط إذا كانت القيمة الطلقة لكل جذوره ا مميزة تساوي 1. 


المرهان 

تستعمل المصفوفات في مناقشتنا. إذا كانت ۱ هرميتية فإنها ناظمية وجیم 
جذورها المميزة حقیقیه . إذا كانت N‏ ناظمية وكانت جذورها المميزة حقيقية فإنه توجد 
مصفوفة واحدية لا بحيث تكون 


UNU"=UNU*=D 
مصفوفة قطرية فيها عناصر القطر أعداد حقيقية . لذا -*2. ولا كانت‎  ثيح‎ 
D*=(UNU*)*=UN*U* 


فان العلاقة 2-*2 تقتضی أن تكون * لال .1۸N*1*=‏ وحيث إنه يوجد 


معكوس ل ا فاننا نحصل على أن ×=*.. لذا تكون N‏ هرميتية . 


نترك برهان الحزء الخاص بالتحويل الواحدي للقارىء . 

إذا كان ۸ أي تحويل خطي على ۷ فإنه يمكن حساب (*5)۸۸) باستخدام 
مصفوفة ۸ نسبة لای أساس ل ۷. لنختار آساسا متعامذا معايرا ل ۷. في هذا 
الأساس إذا كانت مصفوفة ۸ هی (0) فان مصفوفة *4 هي (8) حيث نرهعزق. 
إن حسابا يسيعلا سين لتا أن tr(AA*)=Zi jljl‏ وهذا يساوي صفرا إذا وفقط 
إذا كان كل ره يساوي صفراء أي إذا وفقط إذا كان ۸<0. وباختصار 0-<(*۸۸) إذا 
وفقط إذا كان 0-ش. إن هذا معیار مفيد لبيان کون محويل 
خطی مساویا للصفر. ويتضح هذا في التمهيدية التالية . 


مهيدية )11-1١١-5(‏ 
إذا كان N‏ حویلا ناظميا وكان 411-114 فان ۷*۸(-*۸۸. 


5ه مواضيع في ابر 


البرهان 
انشا تويك أذ تسین ان 2-۸-۸ يساوي صفرا. إن ما سنفعله هو 
برهان أن ۲××*=0) فنستنتج من ذلك أن 0=×. 
لا كان × یتبادل مع ۸ ومع *۲۷ فإنه يجب أن یتبادل مع ۸-۱۴۸ لذا 
XX* = (AN*-N*A)(NA*-A*N)=(AN*-N*A)NA*—(AN*-N*A)JA*N‏ 
-N((AN*-N*A)A*)-((AN*-N*A)A*)N‏ 





ونستنتج من ذلك أن 206-0 لأن × هو على الصيغة .N8-8×‏ لذا ۷-0 
وبالتالى فان ۸*(-*(۸. 


لقد بیّنا أن *7 یتبادل مع جمیع التحویلات الخطية التي تتبادل مع × حیث ١‏ 
تحویل ناظمي . إن هذا كاف لیجعل *۱۷ يساوي كثيرة حدود من <. بيد أنه یمکن 
برهان ذلك مباشرة کاستنتاج من ميرهنة )4-١١-5(‏ (انظر مسألة 4 . 

یکون التحویل الخطي 1 هرمیتیا إذا وفقط إذا كان (۷۲,۷) عددًا حقيقيًا لكل ؛ 
في ۷. (انظر مسألة 18). من التحويلات الهرميتية ذات الأهمية الخاصة تلك التى يكون 
فيها 71,0(<0) لكل ؛ في ۷. ندعو تلك التحويلات بالتحويلات الخطية غير السالبة 
(2082682119) ونرمز ها بالرمز 1<0. إذا كان ۲<0 وكان ۷۲,۷(<0) ل ۷0 فعندئز 
نقول عن ۲ انه موجب (أو موجب بالتحدید) (1660146 )۳05101۷۶ ونکتب 
ذلك على الصيغة 1<0. إننا نرعب في التعرف على هذه التحويلات الخطية بواسطة 
جذورها المميزة . 


تمهيدية (۱۲-۱۰-۲) 
یکون التحویل الخطي افرميتي غير سالب (موجبا) إذا وفقط إذا كانت جميع 
جذوره ا مميزة غير سالبة (موجبة) . 


البرهان 
لنفرض أن 1<0. إذا كان ۸ جذرا میزا ل 7 فان ۷۲-2۷ لمتجه ۷۶۵. لذا 


التحویلات الخخطية ودة 


0<(vT,v)=(Av,v)=A(v, ۷)‏ 
وحيث ال ۷,۷(<۵) نستنتج أن ۸.2<0. 


ومن جهة أخرى إذا كان 1 هرميتيا وکانت میم جذوره المميزة غير سالبة فانه 
بالامکان إيجاد أساس متعامد معاير [م۷,....۷) يحوي على متجهات مميزة ل 1. لكل 
ايكون ,71-17 حيث ۸,<0. الآن لكل ۱ في ۷ ۷<20۵:۷۶ وعليه 
vT=Zav;T= ZAav;‏ 
ولكن عندئذ بص 
بل لا (vT,v)=(ZA,a, vj, Zav; = ZA,‏ 
وذلك باستمخدام خاصة التعامد المعاير للأساس (,۷,,...,۲). لما كانت 8,20 و 00,20 


عهيدية (-۱۳-۱۰) 
یکون 1<0 إذا وفقط إذا كان 7-۸۸۴ حيث ۸ تحویل نحطي ما . 


الرهان 
أولا نبین أن 0<*هه. لکل ؛ فی ۷ يكون ۷۸۸*,۷(=)۷۸,۷۸(<0) وعليه 
.AA*>0‏ 


ومن جهة أخحرى» إذا كان ۲<0 فبإمكاننا إيجاد مصفوفة واحدية لا بحيث 
۸ 


o٦‏ مواضيع في الجبر 


حيث إن کل ,جذر مميز ل ۲ وعلية فان 0 لكل ١‏ 
ُ 


۳ 


لا كان 0< لكل : فان كلا من :۷ عدد حقیقی وبناء عليه تکون 5 هرميتية . إذن 0*5۱ 
هرميتية . ولکن 
۸ 
م۸ 


(U*SU)?=U*S$U=U* U=T 


بهذا نكون قد مثلنا 7 عل الصيغة *۸۸ حيق 0*0 =۸ 


لاحظ أننا برهنا على أكثر من نص التمهيدية . ونعني بذلك أنه عند إنشائنا 
ل 5 أعلاه لو اخترنا اللجذر غير السالب ۷/2 لكل بذفحيتكل تکون 5 و 0*510] غير 
سالبتين. لذا 7<0 هو مربع لتحويل خطي غير سالب. أي يوجد جذر تربيعي غير 
سالب لكل 1<0. يمكن البرهان على أن الجذر التربيعى غير السالب هذا وحيد (انظر 
مسألة 78). 


نختم هذا البند بمناقشة عن المصفوفات الواحدية والهرميتية على حقل 
الأعداد ا حقيقية . فى هذه ال حالة تسمى المصفوفات الواحدية مصفوفات متعامدة 
matrices)‏ أقممعمطاءه) وهی تحقق 00'=1. اما المصفوفات اطرميتية فهى في هذه 
الخخالة الصفوفات العناظرة. ۱ 


التحويلاات خطیه 8۷ 


إننا ندعی بأنه يمكن تحويل أية مصفوفة حقيقية متناظرة إلى الصيغة القطرية 
بواسطة 7 ا لتكن ۸ مصفوفة حقيقية متناظرة . یمکننا اعتبار ۸ مصفوفة 
تعمل على فضاء الضرب الداخلى الحقيقي ۷. باعتبار ۸ مصفوفة من أعداد مركبة فإنها 
هرميتية وعليه تكون جميع انیت المميزة حقيقية . إذا كانت هذه اخذور هی و 
فيمكن تفريق ۷ على الصيغة ۷ ©... ©۷ =۷ بحيث 0-<۳(:-۷:)۸ لكل :في :۰۷ کا في 
برهان تمهيدية )8-١١-5(‏ نستنتج من هذا أن ۷,-۷/۵. باستخدام البرهان نفسه 
الستعمل في تمهيدية )4-١١-5(‏ نستطيع أن نبين أنه ل :»في ,لاو :»في ۷ يكون 
اتس حیث 1# لذا یمکننا |جاد آساس متعامد معاير أل ۷ مخوى على متجهات 
ميزة ل كل إن تخر الأساس من الأساس التعامد العایر ((1,0,...,0(,)0,1,...,0(...,)0,...,0,1)) 





إلى هذا الأساس الحديد يتم عن طریق مصضوفة واحدية حقيقية أي مصفوفة 
متعامدة. لذا یمکن تحویل ۸ إلى الصيغة القطرية عن طريق مصفوفة متعامدة ما 
بست ادعاءنا أعلاه ۱ 


إن تعيين صيغة قانونية للمصفوفات المتعامدة الحقيقية على حقل الأعداد 
الحقيقية أمر فيه بعض التعقيد ليس في الصيغة نفسها بل في طريقة الحصول عليها 
أيضا. الآن نسير بهذا الاتجاه ولکننا آولا نود تقديم ملاحظة عامة تتعلق بجميع 
التحويلات الواحدیه . 


إذا كان ۷ فضاء جزئیا من ۷ وکان ۱۷ غير متغير تحت تأثير التحویل الواحدي 
«T‏ فهل صحيح أن المتمم العمودي ۷ ۷ هو أيضا غير متغير تحت تأثير 1 ؟ ی 
فی ۷ و × في ۷ لذا ۲(=)w,×(=0×آw)‏ ولا کان ۷ غر متغير تحت ۲ و ۲ محویل 
منتظم عم يجعل ۷۷۲-۱۷۷ وعليه 1× عمودي على كل متجهات ۷ لكل × ي "۷ ادن 
۷ تذكر أن ۷۷/۷۷ ۷. 

لتکن ۵ مصفوفة متعامدة حقيقية . عندئذ» فان 

۲201+ 000 

مصفوفة متناظرة وعلیه تکون جذورها المیزة أعدادا حقيقية . إذا كانت تلك 
الجذور هي ,....,,1فیمکن تفریق ۷ إلى ۷=۷,®...©۷ حیث ۷۲:۷ لکل زاف 


۹۸ مواضيع في ابر 


,۷ إن الفضاءات الحزئية ,۷ متعامدة على بعضها . إننا ندعي أن كلا من ,۷ غير متغیر 
نحت تآثير ‏ (برهن على ذلك). لذا فلمناقشة عمل 0 على ۷ یکفینا أن نصف 
لیا على کل من ,۰۷ 

في :۰۷ لما كان (0+0-7),-1 ربب( > عند الضرب ب 0 نحصل على 
0-(02-3:0+1).:. هناك حالتان خاصتان لابد من الإشارة إليهها وهما عندما 2-,دو ۸-2 
(وبالطیم لیس یر قزر آل يت أي من تلكا الحالتين)» عندئذ 0+1(2-0), 
وهدا يجعل 0-(0)0+1. في هذه الفضاءات تعمل © کعمل 1 أو 1- 

إذا كان 2-,2,2 فعندئذ لا يوجد ل © متجهات مميزة في ,۷ وعليه يكون التجهان 
0 مستقلين خطيًا لكل ۷۶0 في :۷. إن الفضاء الحزئي المولد منهیا غير متغير تحت تأثير 
۵ لان بسوم-02:. الآن ۷-۱۷۷۷ حيث '۷ غير متغير تحت تأثير ©. لذا یمکننا 
أن نحصل على :۷ كحاصل جمع مباشر لفضاءين ثنائّی البعد متعامدين على بعضه 
غير متغيرين تحت 0. كي نجد الصيغة القانونية ل © على ,۷ (وبالتالي ۷) بقى علينا أن 
ننجز حالة المصفوفات المتعامدة الحقيقية من نوع 2<2. 1 

لتكن 0 مصفوفة حقيقية متعامدة من نوع 2×2 تحقق 02-70+1-0 » لنفرض 


آن 4 02 إن تعامد ۵ یقتضی أن يكون 


a + 0*<1‏ )۱( 
٩۳ + 8*1‏ )۳۲( 
ay + 88-0‏ (۳( 
لا كان 1=0+ 0-۸0 فان محددة © تساوي 1 . وعليه 
0۵-0۷1 0( 


إننا ندعي أن العادلات من (۱) إلى (4) تقتضی أن یکون 0-8 و -=8. وحیث 
إن 2+82-1ن ما يجعل 1> |»| وعلیه یمکننا كتابة 0 2605 لزاوية حقيقية ما 0 » ومپذه 


الدلالات يكون 6 «نه<8. إذن تصبح المصفوفة © على الصيغة 


( cos Û sin Û ۱ 
2 06 cos Û 


التحويللات القطية 654 


إن جميع الفضاءات التى استخدمت في جيع عمليات التفريق كانت متعامدة 
على بعضها. لذا فباختبار الأساسات متعامدة معايرة لكل من تلك الفضاءات نحصل 
على أساس متعامد معاير ل ۷. وفي هذا الأساس تكون مصفوفة © على النحو الوضح 


في الشكل )١-١-5(‏ 





)١-١١-5( شكل‎ 


حيث أننا تحولنا من أساس متعامد معاير إلى آخر وأن هذا يتم بواسطة مصفوفة متعامدة . 


لذلك نستي أنه : إذا كانت 0 مصفوفة خقيقية متعامدة فبإمكاننا إيجاد مصفوفة متعامدة 
1 بحيث تكون (710175-)1 707 مصفوفة على الصيغة الموصوفة أعلاه . 


مسائل 
١‏ - عين أيا من المصفوفات التالية : واحدية. هرميتية ناظمية 
و 0 9 1 
Û ۷ ۱ ۱ ١ ۱‏ 0 1 0 0 
)ا( 1 S34‏ 0)۰ )> ج 0 0 1 0 
41 0 00 


9۷۰ مواضيع في الجر 


0 0 3 
۱ 1 الحا کے E‏ 
1 24 ۳ ۷ 0 


۷52 7 


۲ - أوجد الجذور الميزة للمصفوفات الناظمية من بين الصفوفات الذکورة في مسألة 
(۰)۱ ثم حول تلك الصفوفات إلى الصيغة القطرية بواسطة مصفوفات واحدية . 

۳- |ذا کان ۲ تحویلاو احدیّا فأثبت باستخدام التعریف (6,۷-(۷1 :۷1) أن 7 غير 
شاذ . 

.36۱0-<1 إذا كانت 0 مصفوفة حقيقية متعامدة. فرهن على أن‎ - ٤ 

4 - إذا كانت 0 مصفوفة حقيقية متناظرة تحقق 0-1 ل ۲<1. فرهن على أن 02-1. 

5- آکمل برهان تمهيدية (4-۱۰-1) باثبات أن : 

(AT)*=XT* و‎ (S+T)*=S*+T* 
باستعمال الصيغة الصريحة ل‎ )5-١١-5( سب ات خواص * المذكورة في تمهيدية‎ 
. )۳-۱۰-( الواردة في برهان تمهيدية‎ ۷-۴ 
ادا كان 1 تحو یلا هرمیتبا تخالفمًا . برهن على أن جميع جدوره المميزة هي آعد اد‎ ۸ 
إذا كانت 7 مصفوفة حقيقية متناظرة تخالفیا من نوع «×«. فبرهن على أنه إذا كان‎ - 4 
عددًا فردیا فان 1-0 )ء0.‎ « 

۰ - باستخدام طرق حساب المصفوفات الباشرة. أثبت أن كل مصفوفة حقيقية 
متناظرة من نوع 2×2 يمكن أن تحول إلى الصيغة القطرية بواسطة مصفوفة 
متعامدة . 

اد کیت برهان الجزء الخاص بالمصفوفات من ميرهنة )4-١١-5(‏ والذی سبق أن 
ذکرنا خطوطه العريضة . 

۲ - آثبت أن التحویل الناظمي یکون واحديًا إذا وفقط إذا كانت القیم الطلقة 
لجميع جذوره المميزة تساو 1. 


التسو يلات الخطية ۵۹۱ 


۳- إذا كان ,..., ,× عدذا منتهیا من التحویلات الناظمية القابلة للابدال فيم 
بينها. فبرهن على أنه يوجد تحويل واحدي 7 بحيث تكون 171,17 كلها قطرية . 

6 - إذا كان N‏ تحویلا ناظميًا . فبرهن على أن (۱)-*۱ لكثرة سين («)2. 

۵ - إذا كان N‏ تحویلا ناظميًا وكان 11-0ه. فرهن على أن 0-*۷ 

5 ات اند تحویل ناظمي إذا وفقط إذا كان ۸ يتبادل مع ۸۶ 

۷ - إذا كان × ناظميًا . فرهن على أن ,11-501 حيث ۶-۳۴ 81-1 و بذهي الجذور 
المميزة ل ل۱. (یسمی هذا بالتفريق الطيفي ل (spectral resolution of N‏ 

۸ - ادا كان N‏ تحو یلا ناما على لاوكانت (*)) و (*)ع كثيرتى حدود أوليتين نسبيًا 
معاملاته| آعداد حقيقية . فبرهن على أنه إذا كان ۷۴)۸N(=0‏ و 0-()۵* حیث ۷ 
و ۷ في ۷ فان ۷,۷(<0). 

۹ - برهن على أن التحویل الخطى ۲ على ۷ هرمیی إذا وفقط إذا كان (۷۲,۷) عددًا 
حقيقا لكل a‏ ۱ 

۰ - برهن على أن ۳<۵ إذا وفقط إذا كان 7 هرميتيًا وكانت جميع جذوره المميزة أعدادًا 

۱ - إذا كان ۸<0 و ۷۸,۷(=0). فرهن على أن ۷۸۵-0 

۲ - (۱) إذا كان ۸<0 وكان ۸ یتبادل مع التحويل الهرميتي 8 فان ۸ يتبادل مع 8. 
(ب) أثبت الجزء (ا) حتی لولم يكن 8 هرمیتیا. 

۳ - إذا كان ۸<0 و 8<0 و 48=84. فبرهن على أن A۸A8<0‏ 

٤‏ - إذا كان ۸<0 فأثیت د السرجد ا هیک یی رعاش اليد 

۵ - لتكن (.ه)-8 مصفوفة حقيقية متناظرة من نوع 8«0. دع 


13 ana 
فاك زو‎ dg 


.=1,2,...,1 ادا كانت ۸<0 . فيرهن على أن 0< ھ ل‎ )١( 
(ب) ادا كانت ۸<0 . فيرهن على أن ۸,<0 064 ل ط,...,1,2عو.‎ 


۷۱ مواضيع في الجبر 


(ج) إذا كانت ۸,<0 46 لكل 5-1,2,...,2 . فاثت أن ۸<0. 
(د) إذا كانت ۸<0 . فيرهن على أن0 < وذلكل ه....,5-1,2. 


(ه) ادا كانت 0< 4 فيرهن على أن ۸0 161 لكل ہر2 1= 
(و) أعط مثالا لمصفوفة حقيقية متناظرة 4 بحيث ۸,20 360 لكل 1,2,...,0-: 
ولكن ۸ ليست غير سالبة . 
۹ - أثبت أن أية مصفوفة عناصرها أعداد مركبة يمكن تحويلها إلى صيغة مثلثة 
بواسطة مصفوفة واحدية . 


)١١-5(‏ الصيغ التربيعية الحقيقية 


لننبي هذا الفصل بدراسة مختصرة للصيغ التربيعية على حقل الأعداد الحقيقية . 
ليكن ۷ فضاء ضرب داخلي حقيقي و ۸ تحویلا خطيًا (حقيقيا) متناظرًا على . يُطلق 
على الدالة الحقيقية القيم (0)۷ والمعرفة على ۷ بواسطه (0)۷(=)۷4,۷ الصيغة التربيعية 
)guadratic 101120(‏ المصاحمة ل خر 
إذا اعتبرناء وبدون مساس للعموميت أن المصفوفة ( ,»)=۸ یو ا 
تو علی ۲ > وكذلك إذا عرفنا الضرب الداخلي على "۴ لمتجهين (8 .... , 8) و 
لس ۷) بأنه العدد الحقيقى ...+۷ ,۵+ 8۷ وإذا كان ۷-6 متجه فى ۴۳ 
فان يكن أن نین من حلال ابات سهلة أن 

))۷( ) بذ ؟‎ ۷( 0 +0 +22 0 XX 


nn’ 0 1 [ 





من ناحية آخری إذا كانت لدينا أية دالة تربيعية في ١‏ من المتغيرات 


۳ ر 2 2 
ع1 ي22+ و6 و۷ +... + ۳۱۱۹۴۱ 
| >1 


معاملاتها ۷ أعداد حقيقية فمن الواضح أنه يمكننا النظر إلى هذه الدالة على أنها 
الصيغة التربيعية المصاحبة للمصفوفة الحقيقية المتناظرة (,/) -©. 


في الفضاء الاقليدي الحقيقي ذي البعد « تستخدم الدوال التربيعية المذكورة 
اعلاه لتعريف السطوح التربيعية . على سبیل الثال» في الستوی الحقيقي تعطی 


التحويلات الخطية ovr‏ 


الصيغة [”ر++ر×8+ 02] قطعا مخروطيًا (قد يكون حوره الكبير مائلا). إنه لیس 
مستغربا أن نتوقع وجود علاقة وثيقة بين الخواص ی اندسية هذا القطع المخروطي وبين 
المصفوفة المتناظرة 
0/2 0 
۱ ۷ 0/2 ۱ 


الى تصحبها الضيغة التربيعية . 

لنتذکر أنه في افندسة التحليلية البتدئة استخدمنا عملية تدویر الحاور لتحویل 
+ ر×8 +× لتصبح في نظام الحاور الجديدة على الهيئة *(۷,)۷ +2(»)به. تذکر أن 
+= ,+ به وأن ,بوره -862/4-به. وهکذا فان ,»و ,رهما الحذران المميزان للمصفوفة 


/ 0 0/2١ 
۱ 6/2 ۷ ۱ 


إن تدویر الحاور هو محرد تغيير للأساس بواسطة تحویل متعامد وأن ما عملناه في 
الهندسة هو مجرد تحویل المصفوفة التناظرة إلى صيغتها القطرية بواسطة مصفوفة 
متعامدة . إن طبيعة الصيغة ۶ر +ر×م +2 كقطع خروطى تتعين أساسا بواسطة مقدار 
وإشارة جذرها المميزين ,۷و ,0. 

إن دراسة مشامهة یمکن |جراژها لتصنیف السطوح التربيعية في الفضاء الثلائي 
وبالأحرى السطوح التربيعية فى الفضاء ذى البعد «. إن ما تعنیه الطبيعة الهندسية 
للسطح التربيعي الصاحب ‏ 


“ 1 رز 
هو مقدار وإشارة الجذور المميزة للمصفوفة (به). إذا أهملنا الانبساط النسبى للسطوح 
التربيعية (كمثال: إذا اعتيرنا القطع الناقص دائرة منبسطة) فإننا سنهمل قيمة الحذور 
المميزة غير المساوية للصفر ويبفى عامل تعيين شكل السطح التربيعي هو عدد الجذور 
المميزة المساوية للصفر وعدد الحذور التي تكون موجبة (أو سالبة) . 


إن هذه الأمور تبعث على دراسة ما يسمى بقانون سيلفستر (5۷۱۷6506۲) للقصور 


اوه ل2-2 + و 0 + . 0 


؟ باه مواضيع في الجبر 


لتکن ۸ مصهوفة حقيقية متناظرة و (۷(=)۷4,۷) الصيغة التربيعية الصاحبة ل 
۸ إذا كان 1 أي تحویل خطي حقيقي غير شاذ فإنه لاي + في ۴ یوجد س فى ۴ بحيث 
أن 1-؟. وعليه 

(vA,v)=(wTA,wT)=(wTAT',w) 

لذا فان ۸ و "۲۸۲ يعرفان أساسًا الصيغة التربيعية نفسها. إن هذا يدفعنا إلى التعريف 
التال . 
تعر يف 

يقال عن المصفوفتين ا حقيقيتين المتناظرتين ۸ و 8 إنہ) متطابقتان (وهنومهه) 
إذا وجدت مصفوفة حقيقية غير شاذة 7 بحيث 9-7۸7 


تمهيدية (۱-۱۱-۲) 
علافه التطابق هی علاقة تكافؤ. 


الرهان 
لنرمز للعلاقة ۸ تطابق 8 بالرمز ۸=8 
١‏ ۸2۸ لأن ۸-1۸1 ۱ 
۲- إذا كانت ۸28 فإن "8-7181 حيث ۲ غير شاذة وعلیه ۸-85 حیث 5-۳ 
ادن ۱22۸ 
۳- إذا كان ۸28 و 826 فان 91۸۲و C=RBR'‏ وعلیه C=RTAT'R'=(RTJA(RT)'‏ 
غا جعل ۸=۷. 
ولا كانت العلاقة تحقق خواص علاقة التكافؤ فاننا نکون بهذا قد برهنا 
التمهيدية. 
إن المبرهنة الأساسية التعلقة بالتطابق هي التي تتم بعملية التعرف عليه 
وهذه محتواة في قانون العطالة لسلفستر (Sylvester's law of inertia)‏ 


مرهنه (۱2۱۱-۲) 
ادا كانت ۸ مصموفه حقيقية متناظرة فإنه توجد مصفوفة غير شاذة 7 بحيث 


التحويلاات الخطية ۵ ۵۷ 


IAI =| 





حيث ,1 و 1 ما على الترتيب مصفوفة الوحدة من نوع 1×۲ ونوع ×5 وحيث 0 هي 
المصفوفة الصفرية من نوع 1×۲. إن فصل التطابق ل ۸ يتعين بالعددين الصحيحين 
5 وهو مرنبه (4)1811/ و ۲-۶ ويسمى توفيع .A(signature)‏ أي تكون ال مصفوفتان 
ا حقيقيتان التناظرتان متطابقتين إذا وفقط إذا كان ها ا مرتبة والتوقيع نفسه . 
المرهان 

لا كانت ۸ متناظرة فإن جميع جذورها المميزة حقيقية . لتكن ,,..., ۸ جذورها 
الميزة الموجبة و ,ب,۸...,,ب2- جذورها السالبة. استنادا إلى المناقشة الواردة فى نهاية 
بند )١١-5(‏ توجد مصفوفه حقيقية متعامدة ) بحيث 
A‏ 


CAC"=CAC'= ويف‎ 
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۷۹ مواضيع في ال حبر 


8 د 6:01 00 
0 


لذا توجد مصفوفة على الشکل الطلوب في فصل تطابق ۸. 


إن مهمتنا الآن هي بیان أن هذه المصفوفة هي الصفوفة الوحيدة التي هي على 
الصيغة نفسها في فصل تطابق ۸. وبصورة مكافئة أن : 


0 0 


متطابقتان فقط إذا كان دإ 'و=وو اع1. 
لنفرض أن "84-71:1 حيث 7 مصفوفة للها معكوس . إن مرتبة ١4‏ تساوى مرتبة 
1 وفقا لتمهيدية (7-1-1). وحيث إن مرتبة ١‏ تساوي 4« ومرتبة 1 تساوي :-0 
نستنتج أن ')2). | ۱ 
لنفرض أن “+ >< ولا كان + =+ n =r +s‏ وحيث إل ')-] فيجب آن یکون 
'5<5, 
ليكن لا الفضاء الحزئي في ”۴ الحاوي على جميع المتجهات على الصيغة 


لاو لامي ع یی لبد ل) 
1 ۲ 


إن بعد لا يساوي و ولکل 0د في لا یکون 0>(نا,.آن). 

ليكن ۷ الفضاء امحزئي في ۴ الحاوي على جميع التجهات التى على الصيغة 
e A TE‏ لکل ٤ w‏ ۷ يكون 834,8(20). لما كان ل ۲ 
معکوس ولاأن بعد ۷ يساوي "4 فان بعد ۷۷۲ يساوي '4ہ. لكل « في ۷۷ يكون 


التحویلات الخطية ۷ ۵ 


)wM,w(<0‏ وعلیه ۲۲۲۲,۷(20) آي 11.,81(<0*). إذن على ۱۷۲ یکون 
10 11 لجميع العناصر . الان: 

dim (WT)+dim U=(n-s')+s=n+s-s'>n 
#0 استنادا لنتيجة تمهيدية (5-7-4) . بيد أن هذا خطأ. لأنه إذا كان‎ ۷۲٣0۶0 لذا‎ 
فإنه لكونه في لا يكون 0>(×,[×). ومن ناحية أخرى يكون 1,×(<0») لكونه‎ ۷٣۷ في‎ 
.5-5' ف ۲ لنذا ۲ ما جعل‎ 


إن المرتبة 5+ والتوقيع 5-5 يحددان بالطبع ۲ و و وكذلك معم-: » لذا فاخها 
يحددان فصل التطابق . 


مسائل 

: عين مرتبة وتوقيع الصيغتين التربيعيتين الحقيقيتين التاليتين‎ - ١ 
)ا( “و + ول 21 +2 ا‎ 
KX و2 را‎ 2x + 4x4 +27 (ب)‎ 

۲ - إذا كانت ۸ مصفوفة متناظرة عناصرها أعداد مركبة . فرهن على أنه توجد مصفوفة 
8 ها معکوس وعناص ها آعداد مر کبه BAB'=( o)‏ وأن ۲ الذي يساوي مرتبة ۸ 
يحدد فصل تطابق 4 بالنسبة إلى التطابق على حقل الأعداد المركبة . 

۳- إذا كان حقلاً مميزه لا يساوي 2. فأثبت أنه لكل ۸ فی ,۳ يوجد 8 فی ,۲ بحيث 
تكون "13۸5 مصفوفة قطرية . 

6 - برهن على أن نتيجة مسألة (۳) تکون غير صحيحة إذا كان میز ۴ يساوي 2. 

© - كم عدد فصول التطابق للمصفوفات الحقيقية المتناظرة من نوع 5 ؟ 


قراءة إضافية 
Halmos, Paul R., Finite- Dimensional Vector Spaces, 2nd Ed. Princeton, N.J.: ۰‏ 
Van Nostrand Company, 1958.‏ 





مواضيح مختارة 


© الحقول المنتهية © ميرهنة فدربرن © حلقات 
القسمة المنتهية © إحدى مبرهنات فروبیئیس 
© الرباعيات التامة ومبرهنة المربعات الأربعة. 


لقد وضعنا هدفين لهذا الفصل : أوهما تقديم بعض النتائج الرياضية التي 
تتصف بعمق أكثر من أغلب المواضيع التي درسناها حتى الآن ‏ إن هذه النتائج أكثر 
تطورا من سابقاتها وهي في الوقت نفسه بعيدة بعض الشىء عن مجرى العرض الذي 
نهجناه حتی الأن . إن هدفنا الثاني هو اختیار نتائج تستدعي دراستها معرفة العدید من 
الأفكار والرهنات التی قدمناها سابقا فى هذا الکتاب . على هذا الأساس قررنا اختیار 
ثلائة مواضیع لتصبح بورة دراستنا في هذا.الفصل . 


إن أول هذه المواضيع هي المرهنة المشهورة للرياضي فدربرك (Wedderburn)‏ 
التي برهنها عام 6 (مرهنة «الجر) المنتهي) . 
(A Theorem on Finite Algebras, Transactions of the American Mathematical‏ 
Society, Vol. 6 (1905), 349-352).‏ 
وهذه المرهنة تنص على أن حلقة القسمة التى تحوى عددا منتهيا من العناصر لابد وأن 
تکرن حقلا إبداليًا. سوف نقدم برهانین غذه البرهنة بختلفان تماما عن بعضهياء 
البرهان الأول سیکون قریبا من برهان فدربرن الأصلى وسنستعمل به طريقة العد . إنه 
سیعتمد بصورة كبيرة على لنتانج التى طورناها في الفصل الخاص بنظرية الزس أما 
البرهان الثاني فإنه سیکون خلیطا من آفکار في نظرية الزمر ونظرية الحقول وسیعتمد 


8۷۹ 


9۸۰ مواضيع في ار 


بشكل واضح على المادة المطورة في هذا الکتاب في كلا الوضوعین . يتميز البرهان الثاني 
بأنه يعطينا نتائج جانبية سوف تمكننا من برهان مبرهنة جميلة فى حالة حلقات القسمة 
تعود للرياضى جيكو بسن (13600500) (دراسه بنيوية للجير ذي الدرجة المحدودة) . 
(Structure Theory for Algebraic Algebra of Bounded ii Annals of‏ 
Mathematics, Vol. 46 (1945), 695-707).‏ 


- ۳ 5 ۴ م 2 1 ۰ 


إن موضوعنا الثاني هو مبرهنة تعود للرياضي فر وبيئيس (6نافم5:006) (عن 
التحويلات الخطية و الصيغ الخطية الثنائية) 

(“Uber lineare Substitutionen und bilineare ۲۵۳۵۵۵۵۳ و‎ Journal fiir die Riene und 
Angewandte Mathematik, 84 (1877); 56-63). 

وتنص هذه المبرهنة على أن حلقات القسمة الجبرية على حقل الأعداد الحقيقية هى فقط 
حقل الأعداد الحقيقية وحقل الأعداد المركبة وحلقة الرباعيات الحقيقية . إن المرهنة 
تشير إلى الدور الرئيس للرباعيات وتجعل من المدهش أن يتمكن العام هاملتون من 
اكتشافها بطريقة ارتجالية . إن برهاننا الذي سنقدمه لمرهئة فر وبيتيس سيكون ابتدائيًا 
وهو تغيير بسيط عن نېج كل من دكسن (000:) وألبرت (2ط1ه). إن البرهان 
سيشتمل على أفكار من نظرية كثيرات الحدود والحقول. 


أما هدفنا الثالث فهو المبرهنة التي تنص على أنه يمكن تمثيل كل عدد صحيح 
موجب كحاصل جمع أربعة مربعات . إن هذه النتيجة المشهورة تعود إلى عهد الإغريق 
حيث كانت حدسا للعالم الاغريقي دايوفانتوس (2100030:05). لقد حاول فرما 
(۳۵۲۳۵۱) برهانها بيد أنه عجز عن ذلك (وذكر هذا في بحث برهن فيه على. مبرهنة 
المربعين التى أثبتناها في بند م). أما الرياضى أويلر (:ءانا8) فقد حقق تقدما في 
الحصول على البرهان . لکن أول من برهنها هو الریاضی لا جرانج (۲2۵۳20۵6) في عام 
۰ مستفیدا ما وصل إليه آویلر. إن طریقنا ستکون مختلفة تماما عن طريقة 
لاجرانج وهي نعود لعمل العالم الرياضي هرفتس (Hurwitz)‏ وحوی تعميما لفکرة 


مواضيع محتارة ۵۸۱ 


الحلقات الإقليدية. باستخدام طرق نظرية الحلقات في حلقة معينة من الرباعیات» 
سنحصل على مبرهنة لاجرانج كنتيجة مباشرة من ذلك . 

ف طریقنا لاثبات هذه النظريات سنتطرق للعديد من الأفكار ونحصل على 
نتائج شيقة بحد ذاتها. إن هذا ما يميز المبرهنة الجيدة بأن برهانها يقودنا عادة إلى نتائج 
جانبية ذات أهمية تضاهى أهمية المرهنة نفسها. 


(۱-۷) الحقول المنتهية 


قبل الدخول في نقاش مبرهنة فدربرن وحلقات القسمة المنتهية › من الضروري 
أن ندرس طبيعة الحقول التى تحوي عددًا منتهیّا من العناصر. تدعی مثل هذه الحقول 
بالحقو ل المنتهية (finite fields)‏ إن الحقول المنتهية موجودة ومثال على ذلك ,2 حقل 
الأعداد الصحيحة قياس أي عدد أولى م. في هذا البند سوف نعين جميع الحقول المنتهية 
بالإإضافة إلى العديد من الخواص المهمة التي تتمتع بها . 

نبدأ بالتمهيدية التالية . 


مهيدية (۱-۱-۷) 
لیکن ۴ حقلا منتهیا بحوىي و من العناصر وافرض أن ۴K‏ حيث × حقل منته 


الرهان 

إن × فضاء متجهات على ۴ ولكونه منتهيا فيجب أن يكون منته البعد كفضاء 
متجهات على ۴. افرضص أن ه-[1:5] . لذا يكون ل × أساس على ۴ يحوي 2 من 
العناصر ولنفرض أن ,۷,,۷,,...,۲ هو أساس × على ۴. إذن أى عنصر فی 6 له تمثيل وحید 
على الشكل ,۷,+...+و۷یه +0۷ حیٹ م0,...,ي0,0 في ۴. لذا فان عدد عناصر × هو 
عدد العناصر التي على الصيغة ,۲به+...+0,۷+,۷,ه حيث جال تغيير م©,...,ي0,» 
هو5. با أن كل معامل يمكن أن يأخذ و من القيم فسنستنتج من ذلك أن × يحوي 
۳ من العناصر . 


9۸۱ مواضيع في احبر 


نتيجة (۱) 

إذا كان ۴ حقلا منتهيا فإن عدد عناصر ۴ هو" حیث إن العدد الأ وي م هو 
مي ز 1. 
الرهان 


لا كان عدد عناصر ۴ منتهيًا فوفقا لنتيجة (۲) من مبرهنة (۱-4-۲) يكون ۲-0 
حيث ؟ عدد عناصر ۴. لذا فان میز ۴ یساوی م حيث م عدد أولي . إذن ‏ يحوي حقلا 
۴ یمائل ,2. لا كان عدد عناصر م هو م فان عدد عناصر ۴ هو ”م حيث [۴:۴] ٣=‏ 
استنادا إلى عهيدية (1-۱-۷). 


نتیجه (۲) 
إذا كان عدد عناصر ا حقل ا منتهى يساوى ”م فانه لأي ه في ۴ يكون 2۳۳-۵ 


المرهان 

إذا كان 2-0 فإن ما تزعمه النتيجة صحيح حت . 

من ناحية آخری فإن العناصر غير الصفرية في ۴ تكون زمرة بالنسبة لعملية 
الضرب رتبتها 0۳-1 . لذا فوفقا لنتيجة (۲) من مبرهنة (۱-4-۲) يكون ۳۱-1 لكل 
0 ي . بضرب هنه العلاقة بالعنصر ه نحصل عل ۾ "اه 


من هذه النتيجة الأخيرة یمکننا أن نتجه إلى التمهيدية التالية . 


تمهيدية (۲-۱-۷) 
إذا كان عدد عناصر ا حقل ا منتهى هو "فان كثيرة ا حدود ×× في [×]۴ تتحلل 
ف [×۴ على النحو 


لمعتس رب ۲۲ 


مواصیم محتارة 0۸۳ 


الرهان 
باستخدام تمهيدية (۲-۳-۵) فان عدد جذور کشر الحدود *- ۳ في ۳ لا يزيد عن 
”م. ولكن وفقا لنتيجة (۲) من تمهيدية (۱-۱-۷) هناك ”م من الجذور في ۴ وهي جيم 
عناصر ۴. من نتيجة تمهيدية (۱-۳-۵) نستنتج آن العم ]بت ۷ 


إذا كان عدد عناصر 1 هو "فان ۴ هو حقل انشطار كثيرة امحدود «- بر 


الرهان 

استنادا لتمهیدیه (۲-۱-۷) فان ×× تنشطر في ۴. ولکن ×× لا یمکن أن 
تتشطر في أي حقل أصغر من ذلك لأن مثل هذا الحقل يجب أن يحوي جميع جذور 
كثيرة الحدود هذه وعليه فإنه يحتوي على ما لا يقل عن "ممن العناصر. لذا فإن ۴ هو 
حقل انشطار ۷- ۳ 


على حقل معين متمائلان . على ضوء نتيجة تمهيدية (۲-۱-۷) یمکننا أن نکتب. 


تمهيدية (۳-۱-۷) 
احقلان النتهیان ا خاويان عل العدد نفسه من العناصر متثلان . 


الرهان 

إذا كان عدد العناصر فى الحقلين هو "م فاستنادا إلى النتيجة أعلاه يكون كل 
منها حقل انشطار لكثيرة الحدود *- ۳« على ,2 لذا فإنبما متائلان . 

لذا فإنه لكل عدد صحيح موجب <« وكل عدد أولي م يوجد على الأكثر حقل 
واحد يحوي ”م من العناصر وذلك إلى حد علاقة التائل . إن غاية التمهيدية التالية هي 
إثبات أن لكل عدد أولي م وكل عدد صحيح موجب =" يوجد حقل يحوي ”م من 


9۸ مواضيع في ابر 


العناصر . عند الانتهاء من هذا فاننا سنعرف أنه یوجد حقل واحد بالضبط يحوي "م 
من العناصر حيث م أي عدد أولي و« أي عدذ صحیح موجب . 


تمهيدية )4-١-/(‏ 
لكل عدد أولي موكل عدد صحيح موجب 7 يوجد حقل يحوي ”من العناصر. 


الرهان 

لنعتبر كثيرة الحدود - ۳ في [:]م2 وهي حلقة کثبرات الحدود في × على م2 حقل 
الأعداد الصحيحة قياس م. لیکن × حقل انشطار كثير الحدود هذه. في > دع 

.۳< ج)‎ [37 =a 
إن عناصر ۴ هي جذور «-”” والتى هي مختلفة وفقًا لنتيجة (۲) من تمهيدية‎ 
لذا فان ۴ يحوي "م من العناصر. إننا ندعي أن ۴ حقل لانه إذا كان هوم‎ .)۲-۵-۵( 
وطح "9 وعليه اه 9۳ ۵۳ 20(۳) ما يجعل اه في 1. كذلك لما كان‎ 2۳ "=a في ۴ فان‎ 
میز ۲ يساوي م فان‎ 
(akb)P"=aP"+bP"=atb 

وعليه يكون 220 في ۴. نستنتج أن ۴ حقل جزئي من × أي أنه حقل . eR‏ 
يحوي ”م من العناصر نكون قد برهنا تمهيدية (/ا-١-5).‏ 

بالجمع بين التمهيديتين (۳-۱-۷) و(4-۱1-۷) نحصل على : 


مبرهنة (۱-۱-۷) 


لكل عدد آولي م وکل عدد صحيح موجب 77 يوجد حقل وحيد يحوي ”م من 
العناصر. 


الآن نعود لبعض الوقت إلى نظرية الزمر. إن النتيجة التي ننشدها من نظرية 
الزمر تحدد بناء أية زمرة جزئية من زمرة العناصر < قير الصقرية في أي ستل باشب 
لعملية الضرب. وعلى وجه اخصوص فإنها تحدد البناء الضربي لأي حقل منتهي 


مواضيع محتارة 2/6 


مهيدية (0-۱-۷) 
لتكن © زمرة إبدالية منتهية فيها تتحقق العلاقة ٠="×لعدد‏ من العناصر لا يزيد 
عن ۸ وذلك لكل عدد صحيح موجب «. عندئذ فان 6 زمرة دورية . 


الرهان 

إذا كانت رتبة 6 هي قوة لعدد أولي و فان التمهيدية سهلة جدًا. فلو كان 
3 في 6 عنصرا رتبته أكبر ما يمكن فان هذه الرتبة يجب أن تكون 'ولعدد صحيح موجب 
:. إن العناصر ' *۵,...,"ه,,» تعطينا “ومن الحلول المختلفة للمعادلة 7٩-6‏ وحسب 
فرضيتنا تكون هذه العناصر هي جميع حلول تلك المعادلة . الآن إذا كانت رتبة 6 في 6 
هي "و حيث 57 فان عع "(*0)=. ما ذكرناه أعلاه فان هذا يجعل أ -0 لعدد ما ¡ 
ما جعل 6 دوریه . 


بالنسبة للزمرة الا بدالية العامة 6 فيمكن النظر إليها على النحو ,8...8 ,6-9 
حيث ,و هي القواسم الاولية الختلفة ‏ (0)0 وحيث ,5 هي زمر سيلو الجزئية في 6. 
بالا ضافة إلى ذلك فان کل عنصر ع في © یمکن أن يكتب بطريقة وحيدة على الصيغة 
...=£ حيث ر5 في Sq‏ (انظر بند ۷-۲). إن کل حل ل ۰-6 فى ,5 هو حل لذات 
المعادلة في 6 لذا فان فرضيتنا على 6 تنطبق على ,5. باستخدام الملاحظات في الفقرة 
الأولى من البرهان فان کل ,5 هي زمرة دورية مولدة بعنصر نرمز له ب ره. إننا ندعي أن 
...62,82 يولد 6 ومن أجل التحقق من ذلك. کل ما عليئا أن نفعله هو بیان أن 
(0)6 يقسم رتبة » والتي نرمز لها ب .لما كان "=e‏ فان عع-”ية...”"ية”,ق. باستخدام 
وحدانية تمثيل عناصر © كحاصل ضرب لعناصر في ,8 نستنتج أن ع-”بة. لذا فان 
۳( 0)8 لكل :. إذن 

0)6(-065 (0)8, ...065 (۳ 

ولکن (00)6 لذا =(0)6. وهذا يرهن على أن 6 زمرة دورية . 


إن لتمهيدية (0-1-7) استنتاج مهم هو التمهيدية التالية . 


۸۹ مواضيع في اخبر 


غهیدیه (۲-۱-۷) 
لیکن × حقلا و 0 زمرة جزئية منتهیه من زمرة العناصر غير الصفریه ف × بالنسبه 
لعملية الضرب عندئد فان ۵ زمرة دوریه . 


البرهان 

لا كان 1 حقللا فان عدد الجذور في × لكثيرة حدود من الدرجة « في K]×[‏ لا يزيد 
عن «. لذا وعلی وجه اخصوص لا يزيد عدد جذور كثيرة احدود 1-"× في × عن «. لكل 
عدد صحیح موجب ١‏ مما مجعل ذات الشیء ینطبق على 6 حتما. بهذا تکون فرضية 
تمهيدية (۵-۱-۷) قد تحققت فنستنتج أن 6 دوریة . 


بالرغم من کون حالة الحقل المنتهي مجرد حالة خاصة من تمهيدية (1-۱-۷) فإننا 


زمرة العناصر غير الصفرية في حقل متته بالنسبة لعملية الضرب هي زمرة دورية . 


الرهان 
لیکن ۴ حقلا منتهيا. بمجرد تطبيق تمهيدية )٦-۱-۷(‏ على 8-16 و 6 زمرة 
العناصر غير الصفرية في ۴ . نحصل على المرهنة. 


نختم هذا البند باستخدام طرق عد نبرهن منها على وجود حلول لمعادلات معينة 
في الحقل النتهي . سوف نحتاج هذا في أحد برهاني مبرهنة فدربرن . 


قهيدية (۷-۱-۷) 
لیکن ۴ حقلا منتهيًا و۶0 و 8+0 عنصرین في ۴ عندئذ يوجد عنصران 2 و« في 


۴ بحیث 60*<0+*02-+1. 


مواصیع حتارة ۸۳۷۷ 


المرهان 
ذ كان میز ۴ يساوي 2 فإن عدد عناصر ۴ يساوي "2وأي عنصر في ۲ محقق 
× . لذا فان کل عنصر في ۴ هو مربع لعنصر آخر. وعلی وجه الخصوص 
=a‏ وتان ۾ في ۳. باستخدام هذا العنصر ۾ و020 نحصل على 
1+aa?+6b?=1+aa'+0=1+1=0‏ 


حيث إن المتساوية الأخيرة ھی نتيجة لكون میز ۴ يساوي 


إذا كان ميز يساوي م حيث معدد اولي فردي. فان عدد عناصر ۴ يساوي "م. 

دع 
(6۳ :| “يه + 1 ) < با 
كم عدد عناصر ,۲۱۷ يجب علينا أن نحسب عدد المرات التي فيها ”ره +1=”×ه+1. 
ولكن هذه العلاقة تجعل ”ره =”×ه ما یقتضی أن يكون 2-2 لأن 0». إن هذا يقودنا 
إلى أن «+ -». لذا فلكل ۶0× نحصل من كل زوج × و *- على عنصر واحد في ,۰۱۷ 
ول 0=× نحصل على أن 1 م۷ إذن عدد عناصر ,۷ هو 
0۳۰12 <0۳-1(/2) +1. 

بصورة مشابهة نستنتح آن عدد عناصر (8×|×€۴-) ۷۷ هو ۳+1(/2). لما كان عدد 
العناصر في کل من ,۱۷و ,۷ يزيد على نصف عدد العناصر في ۲ فلابد أن يكون 
تقاطعه| غير خال. لیکن » في ,۱.۰۷ كان » في ,۷ فإن *مه+1- لعنصر ما 
َي . ولكون © في ۷ فان *60-< لعنصر ما ا في ۴. إذن “85 حثكههو+1 أى 
1+082+852-0 بعد نقل الحد الأيمن إلى جهة اليسار. 


مسائل 
١‏ - وققا لمبرهنة (۲-۱-۷) فان العناصر غير الصفرية في ,2 تكون زمرة دورية بالنسبة 
لعملية الضرب . إن أي مولد هذه الزمرة يدعى جذرا بدائيا p J (primitive root)‏ 
(۱) أوجد جذورا بدائية ل: 23,31 ,17 
(ب) كم عدد الجذور البدائية لعدد أولي م. 


9۸۸ مواضيع في احبر 


۲ - باستخدام مبرهنة (۲-۱-۷) آثبت أن 1-= قياس م قابلة للحل إذا وفقط إذا كان 
العدد الأول الفردی م على الصيغة 40+1. 

۴ - إذا كان ه عددًا صحيحًا لا يقبل القسمة على العدد الأول الفردي م. فرهن على 
أن 22+ قياس م قابلة للحل لعدد صحيح × إذا وفقط إذا كان 221/" 2۳ قياس م 
(يسمى هذا بمعيار أويلر )Euler criterion)‏ لكون ۾ باق ويا قياس (). 

٤‏ - باستخدام مسألة ۳ حدد فيما إذا 
(۱) کان 3 مربعا قياس 17. 

(ب) كان 10 مربعا قياس 13. 

۵ - إذا كان عدد عناصر اخقل ۴ هو ”م. فرهن على أن الت‌اثلات الذاتية ل ۴ تکون 
زمرة دوریه رتبتها 7. 

5 - إذا كان ۴ حقلا منتهیا فنعرف الرباعیات على ۴ بأنها محموعة جميع العناصر على 
الصيغة ak‏ +[ 0,۱ + مه حیت و0 , 010:2 ,ولا في ۴ وحيث إن عملیتی اخمم 
والضرب تشبهان نظبرتیها في الرباعيات الحقيقية (أي 1-=»ز:=”)=”ز=” الخ ) . 
أثبت أن الرباعيات على الحقل النتهی لا تكن حلقة قسمة.. 


(۲-۷) مير هنه قدر ڍر (Wedderburn) d‏ 


في عام ۵ برهن قدربرن المرهنة التي تعتبر الآن تقليدية وهي أن أية حلقة 
قسمة منتهية يجب أن تكون حقلا إبداليًا. لقد حازت هذه النتيجة على اهتام أغلب 
علماء الرياضيات لانها غير متوقعة » حيث إنها تربط بين شيئين يبدو أنه لا علاقة بينههاء 
وهما عدد العناصر في نظام جبري معين وعملية الضرب في ذلك النظام . بالإضافة إلى 
حمانها الجوهرى فهذه المبرهنة مهمة جدًا ومفيدة في الوقت نفسه لأنها تظهر في العديد 
من الواضع . ومثال على ذلك فإن البرهان الوحيد المعروف حتى الآن للحقيقة 
الهندسية المجردة القائلة بأنه ٤‏ المهندسة المنتهية أن تشكل ديزارج (Desargues)‏ يقتضي 
تشكل پاس (كنامم23) (لغرض معرفة تعاريف هذه العبارات انظر أي كتاب جيد عن 


مواضيع محتارة 4م 


الهندسة الإسقاطية) يكون بتحویل المسألة الهندسية إلى جبرية وأن المسألة الجبرية ل 
باستخدام ميرهنة فدربرن ١‏ 


إن مبرهنة قدربرن كانت انطلاقة للمشتغلين في علم الجبر في محال بحثي واسم 
خلال الأربعينيات والخمسينيات في هذا القرن وذلك فيا يتعلق بابدالية الحلقات . 


مبرهنة (۱-۲-۷) قدر بر (Wedderburn) ù‏ 
إن كل حلقة قسمة منتهية هي حقل إبد الى . 


الرهان الأول 

لتکن ‏ حلقة فسمة منتهية ودع 

7, << {z€K|zx=xz حمیم‎ 616( 

یکون الرکز. إذا كان عدد عناصر 2 هو و فانه کا فى برهان تمهيدية (۱-۱-۷) یکون 
عدد عناصر × هو "و. إن غایتنا هو برهان أن 2-16 أو بصورة مکافثة أن 1-م. 

(دا كان ۾ ي K‏ فدع 

N(a)={x€K|ax=xa)} 
حلقة قسمة جزئية في‎ N)3( من الواضح أن (71)3 تحوی 7 ومن السهل التحقق من أن‎ 

. لذا فان N)a(‏ تحوي “۹ من العناصر حيث (2)3 عدد صحيح موجب . إثنا ندعي 
أن 2)3(|5 وذلك لأن العناصر غير الصفرية ي (۱۷)2 تكون رمرة جزئيه رتبتها 1- ا 
زمرة سای شیر اسای في ا باس لعملية الشرف رال هد کنا هام وفقا 
لممرهنة لا جرانج (مرهنه ١-٤-۲‏ ) فان ۵_1" 4 يقسم ٩-1‏ وهذا مجعل (2)3 يقسم n‏ 
(انظر مسألة ١‏ فى ناية هذا البند) . 


في زمرة العناصر غير الصفرية في × لدينا علاقة الترافق المستعملة في الفصل 
الثاني وهي أن ه یکون مرافقا ل ط إذا كان 22 لعنصر ۶0× في 1. 


0۹۰ مواضيع في الجبر 


باستخدام مبرهنه (۱-۲ ۱۲-۱ فان عدد العناصر 5 4 المرافقة له يساوي دلیل 
منظم 3 في زمرة العناصر غير الصفرية في . 
إذن عدد العناصر المرافقة ل 8 في × يساوي (0۳-1(/)۳۲۵-1). لاحظ أن هي 2 ادا وفقط 
إذا كان -(0)3 لذا فحسب معادلة الفصول (انظر نتيجة ميرهنة ۱-۱۱-۲) يكون 


9 حدمي زیت تا )۱( 
n(a)la ۳-1‏ 
۱ +( 3)ظ 
حيث يتم الجمع لعنصر واحد ه في كل فصل ترافق وذلك للعناصر ه التي لا تقع في 


الر کز . 


إن المسألة أصبحت الآن هي برهان أنه لا توجد معادلة مثل (۱) في الأعداد 
الصحيحة . إلى هذا الحد نکون قد اتبعنا بصورة قريبة البرهان الأصلى لقدربرن . لغرض 
ثبات استحالة العادلة (۱) .استعمل! لقدربرن الحقيقة التالية من نظرية الأعداد 
والعائدة لبيركهوف وفانديفر (۷2۵:۷6۲ 290 ۲۷01۲:ظ): إذا كان ۱<۱ فانه يوجد عدد 
أولى يلسم ٩-1‏ ولكنه لا بسو 1-"ن حيث ۸| و +" ما عدا الحالة 2۶-12-63 الذي 
عوامله الاولية هي قواسم للعددين 22-1 و 1-*2. والحالة الأخرى عندما 5-2 و و عدد 
أولى على الشكل 2-1 لو فرضنا صحة هذه النتيجة فكيف ننهی البرهان؟ إن العدد 
الأول المذكور أعلاه يقسم الجهة الیسری من )١(‏ ويقسم كل حد في حاصل الجمع 
الواقع في الجهة اليمنى لانه يقسم 1-" ولا يقسم 4”00-1. لذا فان هذا العدد الأولي 
یقسم 0-1 وهذا تناقض . بالنسبة للحالة 2-1 فإنها محتاج لبرهان استحالتها ولكن هذا 
آمر یسیر. في حالة 2-2 التى لا يمكن أن نستعمل فیها الطريقة أعلاه لاحظ أنه لا 
یمکن أن یوجد حقل جزئي بين 7 و > وهذا مجعل 2-16 (برهن ذلك - انظر مسألة ۲) . 


ولکننا لا نرید الاعت‌اد على نتيجة بيركهوف وفاندیفر دون برهانها وان برهانها 
سيحيد بنا کشرا عن موضوعنا الرئیس . لذا فلابد أن نبحث عن وسيلة آخری. ان 
غايتنا هي إنجاد عدد صحيح يقسم (0۳-1(/)0۳۹-1) لجميع القواسم (2)3 للعدد ۱ ما 
عدا ه-(2)32 . ولكنه لا يقسم 4-1. عندما ننتهي من ذلك ستصبح معادلة )١(‏ 


مواصیم تاره ۱ 


مستحيلة إلا إذا كان 1 -2 ما ينبي برهان ميرهنة فدربرن . إن الطريقة التى سنستخدمها 
تعود إلى نظرية كثيرات الحدود الدورية (لقد ذكرنا كثيرات الحدود هذه في المسائل التي 
تلت بت قاع 


لنعتير كثيرة الحدود 1-"× كعنصر في [*1) حيث © حقل الأعداد المركبة . في [×]° 
(۸-)۲[< 5-1 6 

حيث إن حاصل الضرت یشمل جميع اخدود التي فیها 1-"1. 

يقال عن عدد مركب 6 انه جذر بدائی للواحد من رتبة 0 (primitive nth root of unity)‏ 
إذا كان 9-1 ولكن 9۳۶1 لكل عدد سعد موجب «>. إن الاعداد المركبة التي 
تحقق ۳-1 تكون زمرة جزئية منتهية بالنسبة لعملية الضرب على الأعداد المركبة وحسب 
مبرهنة (۲-۱-۷) تكون هذه الزمرة دورية. إن أى مولد هذه الزمرة الدورية يجب أن 
يكون جذرا بدائيا للواحد من رتبة » لذا فقد برهنا على أن مثل هذه الحذور موجودة . 
(بطريق آحری, "9-2 يعطينا جذرًا بدائیا للواحد من رتبة 8). 

دع (0-)]7-(<),© حيث إن حاصل الضرب يشمل جميع الحدود ال فيها جذر 
بدائى للواحد من رتبة «. تدعى كثيرة الحدود هذه بكثيرة حدود دورية 1«م1ماعلإه). 
ای نیج الآن نكتب بعض كثيرات الحدود الدورية 

آ() ۵ 1+( جر( )ره 
1 + + تير + جع( ۵ 1+ برع( 


الاحظ أن جميع كثيرات الحدود هذه واءجدية ومعاملاتها أعداد صحیحه . 


إن غايتنا الأولى هی برهان أنه بصورة عامة («),۵ هی كثيرة حدود واحدية 


معاملاتها أعداد صحيحة . نعید تجمیم عوامل 1-"× والمعطاة ٤‏ (۲) لنحصل على 
0 ۶۲ )۳( 


باستعیال الاستقراء الرياضى نفرض أن (*), هی كثيرة حدود واحدية معاملاتها أعداد 
صحيحة لكل «إل و «عج1. لذا فان ()ع(),-<۲-1 حيث (×)ع كثيرة حدود واحدية 


47 مواضيع في اجحبر 


نز ين 
(x)=‏ 


ونستنتج من إجراء عملية التقسيم (أو بحساب المعاملاات) أن P(x)‏ هي كثيرة حدود 
الأن ددعي أنه لأى فاسم للعدد ۸ حيث 17۶0 


1ك 
DP (x‏ 
رت 1 





بمعنى أن خارج القسمة هو کشرة حدود معاملاتها أعداد صحیحه . کی نشت ذلك 
نلاحظ أولا أن 
اا بر 


حيث إن كل قاسم ده هوقا ل 5 فبإعادة تجميع العوامل في الجهة اليمنى من (۳) 
اس على 1- كلاق ثالث الجهة. كا أنه لكون ”> فان 1× لا يشتمل على (*),. 
ادن 

x"-1=%,(x)(<*—1)f(x) 


ی مزب 
k#n‏ 6 
| 


ما جعل معاملات (0] آعدادا صحيحة فنستنتج أن 





الامر الذي يعني أن حارج القسمة هو كثيرة حدود معاملاتها آعداد صحيحة. وهذا 
يرهن على ادعائنا. 

لكل عدد: صحيح ایکون (۲), ۵ عددا صحیحا وما تقدم يكون هذا العدد قاس 
ل (1-)/(1-). على وجه الخصوص وبالعودة إلى معادلة (۱) 


: "1 
9,۹ ۱ 


و(1-")|(9),© ۰ لذا فمن )١(‏ نرى أن (۵,)9(|)9-1. لکننا ندعي أنه إذا كان 1<" 
فان 1-و<|(و),©|. ذلك لآن (11)4-8-(0),© حيث إن جال 6 هو جميع احذور البدائية 
للواحد من رتبة و 0|<۹-1-و| لكل جذر للواحد 971 (برهن على ذلك). إذن 

احو< |قوا11- |(و)ره) 
من الواضح أن (9),© لا يمكن أن يقسم 1-ه مما يقودنا إلى تناقض . لذا فيجب أن 
يكون 2-1 مما يرهن صحة ميرهنة فدربرن . 


الرهان الثاني : 
قبل تفحص حلقات القسمة المنتهية مرة أخرى نرهن بعض التمهيديات . 


تمهيدية (۱-۲-۷) 
لتكن ۸ حلقة و ھ ف 1. إذا كان ,7 التطبيق من ۸ ال نفسها والعرف ب 


222-۷ ,7× فان 


وو 2 ا تسلا لساك 1 11 + xT, "=xa™-maxa™‏ 


المرهان 

ما هی 7212 

T7 = (xT,)JT,=(xa-ax)T, = (xa-ax)a-a(xa-ax) =xa“-2axa + ۳۹ 
ماذا عن ",۲؟‎ 
XT =(T OT, = (xa”-2axa+a”x)a-a(xa”-2axa+a”x) =xa-3axa?+3a”xa-ax 

بالاستمرار على هذا النحو أو باستعمال الاستقراء الرياضي نحصل على تمهيدية 
۰۱-۲-۷۱ ۱ 

إذا كانت ۸ حلقه فیها 0 -2م لكل × في ۸ حيث م عدد او فان 

xT, = xa "a "x 


o44‏ مواضيع في ابر 


الرهان 
استنادا إلى الصيغة المذكورة في تمهيدية (۰0۱-۲-۷ إذا كان 2=م فان 
3-5 - ”,۲× لأن 23:3-0. لذا فان 
(xa-a”x) a”-a(xa”-a”x)=xa"-a“x‏ -4 ]۲ 
وهکذا تالت ل "1 
إذا كان م عددًا آولیا فردیا فباستعال صيغة تمهيدية (۱-۲-۷) مرة أخرى نحصل 
غل 


xT,P=xaPpaxaP + pe axa” + و‎ 

ولا كان 

1 p(p-1)...(p-i+1) 

1 

لكل 2 >: > تصبح جميع الحدود الوسطية صفرا فنستنتح أن 

و ۵۳2 ۵< xT,‏ 
الآن 

۲( 1)- ۳۰ 1۲ 
وهکذا بالنسبة للقوی العلیا ل م. 
مهيدية (-۲-۲) 


لتکن 2 حلقة قسمة میزها 0<م ومرکزها 2 ولیکن ((-),...,0,1,2) P=‏ ا حقل 
ا مجزئى من 2 الذي ييائل ,2. لنفرض أن 0 و 282 بحیث 2< 2۳ لعدد ما 1< » 
فإنه يوجد × في (1 بحيث 


xax وعدا‎ ١ 


xax ٤ P)a( - ١‏ حيث (۳)2 هو ا حقل الذي نحصل عليه مسب 2 إل ظ. 


الرهان 
عرف التطبيق ,1 من ٥‏ إلى نفسها ب (۱۲,<2-۵ لكل رفي ظ1. 


مواضیع حتارة ۹ 


إن (۳)۵ حقل منته لأن 8 جبری على ۴ ولنفرض آن عدد عناصر ه هو "م. إن جمیم 
عناصر (۳)۵ محقق اع-”"نا. وفقا لنتيجة تمهيدية (۱-۲-۷) 
,۱۱۵۸-۵۷۷۲ اه "هر ”11,2 وهذا يجعل 1=" 1. 
الآن إذا كان ۸ 5 (2)3 فان 
(Ax)T,=(Ax)a-a(Ax)= Ãxa-aÃx=A(xa—-ax)=A(xT',)‏ 
لأن ۸ يتبادل مع 3. لذا فان التطبيق ۸1 من 2 إلى نفسها والمعرف ب «2+-۸1:۷ يتبادل مع 
,1 لكل في (۳)۵. وفقا لتمهيدية (۲-۱-۷) فان كثيرة الحدود 


u" -u=T1(u—) 
۸ > P(a) 


لا كان ,۲ یتبادل مع ۸1 لكل ۸ في (۳)۵ ولکون ,۲,۳7 نحصل على : 


(11-.])1.<11- دن 
P(a)‏ 26 


إذا كان لكل ۸۶0 في (2)3 لا يفني التطبیق 1,1 أي عنصر غير صفري في 0 
(إذا كان 0-(1,21) يجعل 0=ر) فلن 0-(31-,1,)1-01(...)1 حیٹ ب(,...,,۸ 
عناصر غير صفرية في (۳)۵ » ستنتج أن 1>0. أى أن ۷۵-۷ ,0-۷ لكل ۷ في 5 
وهذا مجعل 2 في 7 وهو مناقض للفرض . لذا يوجد ۸۶0 في (2)3 و ۶0× في (1 بحيث 
0-(101)<. بكتابة هذا بصورة صريحة نحصل على ۰-۷-۷-0 وعليه يكون 
()3+265- ۲۵۲ و ۵۵ لأن 2.220. إن هذا يرهن التمهيدية . 


3 . 5 


1 مهيدية (۲-۲-۷) وعواق - أ ۵( لعدد صحيح 1 
اراق 


لا شا مختلفة عن بعضها وعددها يساوي ء. لا كان 5-1 × ×="( ×ه») ولکون 
(۳)۵) '×ھ×. فان ۵۶۲۲ هو جذر ٤‏ (ھ)۴ ل 1ں لزا 'و= ۲« 


9۹ عراف قي وم 


الآن آصبح لدینا کل ما نحتاجه لتقدیم البرهان الثاني لمبرهنة فدربرن . 
لتکن 1 حلقة قسمة منتهية و2 مرکزها . بالاستقراء الریاضی یمکننا الفرض أن 
أية حلقة قسمة یکون عدد عناصرها أقل من عدد عناصر 2 هی حقل بدا . 


أولا : نلاحظ أنه إذا كان هو في 2 بحیث 'طة=ة'ط ولكن aط#طة‏ » فان ,0*62 
ذلك لأنه ادا اعتيرنا ۲۳0۸۲2۸0 <(۱)۳ فان ('ط)N‏ حلقة قسمة جزئية 
في ظ فإذا لم تكن 72-(71)06 فحسب فرضية الاستقراء يجب أن تكون إبدالية . ولكن 
كلا من 2 و ا في (۱۷)0وهما لا يتبادلان . نستنتج أن ۲60 غير إبدالية ما مجعلها مساوية 
ل 1 ولذا 6»2'ط. 


إن رتبة كل عنصر غير صفري في «1 منتهية » لذا فان إحدى قوى العنصر تقع 
في 2. إذا كان س في 1 فنعرف رتبة « بالنسبة إلى 2 بأنها أصغر عدد صحيح موجب ")w(‏ 
بحيث ,62 8”2"7. اختر عنصرا في 0 ولیس في 2 بحيث إن رتبته بالنسبة إلى 2 هی أصغر 
ما يمكن ولنرمز لهذه الرتبة ب . إننا ندعى أن ۲ عدد أولي ذلك لأنه لو كان kam‏ 
:>> >1 فإن a1‏ لا یشم 2 شا 7 -2۳۱(2) وهذا يعني أن رتبة 21 بالنسبة إلى 2 
أصغر من نظيرتها ل ۵. وفقا لنتيجة تمهيدية (۲-۲-۷) يوجد × فى (1 بحيث 1-1 عرق 
لذا 


2 


xax? =x(xax احير( أ‎ ۵ )02()2( =a 
بصوره مشاسبة نحصل على و ابو ابو ولکن 1 علد أولى وعليه» فاستنادا ال‎ 
مما یجعل‎ i ' =1 + ميرهنة فرما الصغرى (نتیحه 1-5-5 يكون تون‎ 


. ۲ -[ 


مر "وه = ۳و و حيث ۸-۳0 فى 2 لا تھ کب اتان 
7 «فمن طبيعةاختيارنا لى. ۶7 ۰۳۱ وفقّا للملاحظة فى الفقرة أعلاه» لما كانه * × 
فان 2۱ ج ۱۵ ۲ وهذايجعل 2۶۱ .دع 9-۳ ا = ۲ 020 ونمجة لذلك 
۳۵۵/9( ۵9) < اه 
لأن "هن 2. إن هذه العلاقة تجعل 1=". 
إننا ندعي أنه إذا كان ۱6۲ فانه طالا كان ۱۳-1 يجب أن یکون ۷-۸ لعدد ما 
¡ » ذلك لانه في احقل (70 یوجد على الأكثر ۲ من الجذور لکثرة الحدود 1-'ن. إن 


مواصیم محتارة ۷ ۵8 


العناصر 1,۸,۸*,...,۸۳۲في 2 مختلفة عن بعضها لأن رتبة هي العدد الأولي ۲ » وتعطینا 
هله العناصر ابم حدور ۱-1 ي Z(y)‏ والتی عددها ۲ وھذا جعل = 

لا كان ۸-1 فان ه"طاتةع'(وط!3) ='(ط۸) 0-0 وهذا يجعل 29"<02. لا 
كان ۸ یتبادل مع "9 ولا یتبادل مع طا فمن اللاحظة أعلاه يجب أن یکون "ا في 2. وفقا 
لرهنة (۲-۱-۷) تکون زمرة العناصر غير الصفرية في 7 بالنسبه لعملية الضرب زمرة 
دورية. ليكن 7 ي 7 مولدا فده الزمرة. لذا عق , “.عئط. إذا كان ,وز فان 
“با-'ق وعليه 38/75(5-1). إن هذا يقتضى أن يكون /(-ت/:ردمما يجعل ۾ في 7 وهو مناقض 
لكون ۰42. إذن زا بصورة مشابهة 1(6. دع *2-,هو ل -رط إن حسابًا مباشرًا ابتداء 
ب 02-20 يبين أن =a‏ رارج حيث 2362<. لما كان العدد الأول + والذي 
هو رتبة 2 لا یقسم زأو ‏ فان 1و2 إذن #1س. لاحظ أن 1<. 

دعا نرق إلى أده وصلنا . لقد آوجدنا عنصرین ,هو ,« بحيث 
2۱2۷0۳06-۱ 
a, = a, - ۲‏ حيث #۶1 في 2 
۳ 21 ۸ 

a BÎ لنحسب‎ 

2,7 صرح عرص قرط)! معط رقرط! روك زرط ره) 
إدا حسسنا (ab)‏ نحده مساو یا 8 a‏ ۲ بالا ستمرار نحصل على 
EHED REE‏ خر 9 رو الل e‏ 

إذا كان + عددا آولیا فردیا فلأن 1=" نستنتح أن ۳۱2-1 وعلیه ۸1۳,(۳-1). لما كان 
هذا حل ل 1<“نز فيكون أ( -ر6! ره ومنه ,9,2 ولكن حينئذ ,هر ,2= ,اس وهذا 
يناقض کون 1.. لذا فان كان + عددا أوليا فرديا نکون قد برهنا على المرهنة. 

الآن يجب أن نعالج الحالة 2-:. في هذه الحالة الخاصة لدينا عنصران ,هو رطفي 1 
بحيث 2-7 2 و رد تمد a,b‏ ۲ حيث 1= رو 1م . لذا 1-< و ,2 ,اع ھ, 6-- رابة. 
نستنتج من ذلك أن مميز 1لا يساوي 2. استنادا لتمهيدية (۷-۱-۷) یمکننا إيجاد 
عنصر ین يأ و ی ری د تخت كرتي + 1. : لنعتم 

“رط + هیا +ره) 


9۹۸ مواضيع في ادير 


عند حساب ذلك نجد أن 
0- كسمتي + (a, +b, + qa, b,)” = a(1‏ 
ولكوننا في حلقة قسمة نحصل على 
0> رط ,213 رمي + a,‏ 
لذا 
0= 2( رط ره + =a, (a, +b, + ma,b,)+(a, +b,‏ 0923 
إن هذا التناقض ينبى برهان مبرهنة فدربرن. 
هناك بعض المميزات للبرهان الثاني منها أننا يمكن أن نستخدم بعض أجزائه 
لرهان نتيجة رائعة لعالم الرياضيات جيكويسن (13600508) وهي 


ميرهئة (۲-۲-۷) جيكو بسن (20502[) 


3(<1): معتمدًا على ه بحيث -*"8 عندئذ فإن حقل إبدالى . 


الرهان 
إذا كان 2220 في (1 فان "=a‏ و 29-"(23) لعددين صحيحين ١‏ و ۳ بحيث 
1 <11,11, دع S=(n-1)(m-1)+1‏ 
إن 5<1 و 2-2 و 28-"(23) وذلك بعد إجراء حساب بسيط . ولكن 2*2-*2*2-(22) 
وعليه 28-28 ومن هذا نحصل على 2-2(3-0). لذا فان مميز 2 هو 0<م. إذا كان ۲ هو 
الحقل الذي يحوي م من العناصر (یبائل ,2) داخل 2 فلأن ه جری على ۳ يكون (5)3 
حقلا فوا عدد عناصره "م لعدد صحيح موجب ۲ لذا فلكون 3 يي (2)3 یصبح ۵-۵ 
إذن إذا كان 2642 فان جميع شروط تمهيدية (۲-۲-۷) متحققت وعليه يوجد ا في 7 
bab =a"#a‏ )۱ 
باست‌خد ام الطريقة نفسها 9۳۲-۳ لعدد صحيح .k<1‏ دع 
(65 يم حيث دا w= (xeD|x=ŠË‏ 


=1 j= 
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إن ۷ مجموعة منتهية مغلقة بالنسبة لعملية الجمع . ومن (۱) نرى أن ۷ مغلقة بالنسبة 
لعملية الضرب . (تحقق من ذلك!). لذا فان ۷ حلقة منتهية ولكونها حلقة جزئية من 
حلقة القسمة 1 فيجب أن تكون هی نفسها حلقة قسمة (مسألة ). إذن W‏ حلقة 
قسمة فة . وفقا لبرهنة فدربرن فإن ۷ إبدالية . ولكن 2 و ط كلاهما في ۷ ما جعل 
30-2 وهذا يناقض کون 2۳0-02 ما يثبت المرهنة . 

إن مبرهنة جیکوبسن في ال حقيقة صحيحة لكل حلقة 1 تحقق =" لكل في 
8 وليست مقتصرة على حلقات القسمة . إن الانتقال من حالة حلقة القسمة إلى الحالة 
العامة ليس صعا ولكنه يتطلب استعال مسلمة الاختيار (60:66 0۶ «دمنة) والتى 
شرحها بخرجنا عن الاطار العام لدراستنا. ۱ 





سا 
= إذا كان 1<) عددا خا و  )۳-1(۱)0-1(‏ فرهن على أن .mj|n‏ 


؟- ادا كانت (1 حلقة قسمة. فأثبت أن بعدها (کفضاء متجهات) على مركزها لا 
يمكن أن یساوی 2 
۳ - أثبت أن كل حلقة جزئية منتهية من حلقة قسمة هی حلقة قسمة. 
5 - (ا) لتكن 2 حلقة قسمة تميزها #0م ولتكن 6 زمرة جزئية منتهية من زمرة العناصر 
غير الصفرية في (1 بالنسبة لعملية الضرب . أثبت أن 6 إبدالية . 
(ب) في الجزء )١(‏ برهن على أن 6 في الحقيقة دورية . 
)١(_ ۵‏ إذا كانت ۸ حلقة منتهية فيها ×="× لكل × في ۸ حيث ١<1‏ فبرهن على 
أن ۸ إبدالية . 
(ب) إذا كانت ۸ حلقة منتهية فيها 2-0 تقتضى أن يكون 0-. فأثبت 
أن ۸ إبدالية . ۱ 
5* - لتكن 2 حلقة قسمة افرض آن في 2 له عدد منته من العناصر المترافقة (بمعنی 
عدد منته من العناصر المختلفة على الصيغة »۱2). آثبت أن ل ه عنصرًا مترافّا 
واحذا فقط ويجب أن يكون فى مركز 5. 


٠٠‏ مواضيع في احبر 


۷- استعمل نتيجة مسألة (5) لرهان أنه إذا كان لكثيرة حدود درجتها « ومعاملاعبا في 
مركز حلقة قسمة 2+1 من الجذور فى حلقة القسمة فان له عددا غير منته من 
الجذور فى حلقة القسمة تلك . 

۸ - لتكن 2 حلقة قسمة و × حلقة قسمه جزئية من 1 بحيث 1" لكل #0× 
ف 0. برهن عل أنه اما 12 حيث 2 مرکز ظ أو (16-1. (تعرف هذه النتيجة 
بميرهنة براور - كارتان ‏ هوا .(Brauer-Cartan-Hua)‏ 

4" لتکن 2 حلقة قسمة و × حلقة قسمة جزئية . افرض أن زمرة العناصر غير 
الصفرية في × هی زمرة جزئية ذات دلیل منته في زمرة (بالنسبة لعملية الضرب) 
اناس قر اليش ق :9ل الت أنه إما أن تکون 2 منتهية أو أن .K=5‏ 

٠‏ إذا كان 6221 جذرا للواحد وكان و عددا صحيحا موجبا. فرهن على أن 
0<9-1-و۱. 


(۳-۷) احدی م‌هنات فر و بینیس ۲۳۵۵6۵:۵5) 


في عام ۱۸۷۷ صنف العالم الرياضي فروبینیس ۳۲۵0605 جمیع حلقات 
القسمة التى تحوى حقل الأعداد الحقيقية في مركزها وتحقق شرطا آخر نذكره أدناه. إن 
غاية هذا البند هي تقديم نتیجه فروبینیس هده . 

لقد لفتنا الانتباه فى الفصل السادس إلى حقيقتين مهمتين عن حقل الأعداد 
المركبة وهما : 


)١( حقيقه‎ 


جميع جدور كثيرة ا جدود من الدرجة 7 على حقل الأعداد ا مركبة تقع في حقل 
الأعداد ا مركبة وعددها يساوي «. 
حقيقة (۲) 

إن كثيرات ا حدود غير المختزلة على حقل الأعداد ا حقيقية هي إما من 
الدرجة 1 أو 2. 


مواصیع حتارة ۱ * 


تعریف 
يقال عن جر قسمة 2 إنه جبري على ا حقل ۴ إذا 
١‏ - كان ۴ حتوى ي مركز (1. 
۲ - كان كل « في 2 يحقق كثيرة حدود غب ر تافهه معاملاتبا في . 


إذا كان 2 منتهی‌البعد كفضاء متجهات على الحقل ‏ الذي يوجد داخل 
مركز 5. فمن السهولة إثبات أن 2 جمري على ۳ (انظر مسألة ۱ في نهاية هذا البند) . 
غير أنه من الممكن أن يكون 2 جریا على ۴ دون أن يكون منتهي البعد على ۴. 


نبدأ دراستنا لحلقات القسمة الحرية على حقل الأعداد الحقيقية بتصنيف 
حلقات القسمة الجبرية على حقل الأعداد المركبة . 


تمهيدية (۱-۳-۷) 
ليكن © حقل الأعداد ا مركبة ولنفرض أن حلقة القسمة 2 جبرية على ©. عندئذ 
DE‏ 


الرهان 

لنفرض أن ه في 2. لما كانت 5 جبرية على © فإن : 

0= هر +... + ”و +" حيث ...ري في 0). 
الان كثيرة الحدود 
بل + + ...+ ورن + "هر > (:)م في .C[x]‏ 

إذن استنادا إلى حقيقية (۰)۱ یمکن تحلیلها في [«61 إلى حاصل ضرب عوامل خطية 
أى (ب(س)...(ر(-)((-) <()0 حیث با ...:22, ,2 كلها في ©. لما كان ) في مرکز 1 فان 
كل عنصر في © يتبادل مع 2 لذ (مج ة)...(يظ3-ة)(2)-(3)م. ولكن 0-(32)م بالفرض ‏ 
إذن 0-(,80)...(ي-2-1,()8). ولا كان حاصل الضرب فى حلقة قسمة يساوي صفرا 
إذا وفقط إذا كان أحد العوامل يساوي صفراء نستنتج أن ۸,=0ة لعدد ما «>۱>1 


1۲ مواضيع في الجبر 


وعليه يكون ,2-۸ فيكون ه في ©. إذن كل عنصر في 2 هو عنصر في © ولكون ٥2‏ 
نحصل على أن 09ا<ه. 


نحن الآن في وضع يؤهلنا لبرهان نتيجة فروبینیس التقليدية وهي . 


مر هة ( ۱-۳-۷( فر وبینیس ( (Frobenius‏ 
لتكن 2 حلقة قسمة جبرية على حقل الأعداد الحقيقية ۴ . عندئذ 2 قاثل واحدا ما 
يلي : حقل الأعداد الحقيقية » حقل الأعداد ا مركبة أو حلقة الرباعيات ا حقيقية . 


الرهان 

إن البرهان يشتمل على ثلاثة أجزاء . في الجزء الأول وهو الأسهل نثبت المرهنة 
في حالة کون 0 إبدالية . في الجزء الثاني نفرض أن 1 غير إبدالية وتنشی ء نموذجا مماثلا 
للرباعيات الحقيقية في «1. في الجزء الثالث نيرهن على أن هذا النموذج يملأ جميع الحلقة ط. 


لنفرض أن 12+75 وأن ‏ في 9 ولكنه ليس فى ۴. من الفرض نعلم أن ه يحقق كثيرة 
حدود على ۲ وعليه فإنه يحقق كثيرة حدود غير مختزلة على ۴. وفقا حقيقة 2 فان ه يحقق 
إما معادلة خطية أو تربيعية على ۴. إذا كانت المعادلة خطية يصبح 3 في وهو مناقض 
للفرض . لذا يمكن الفرض أن 22-208+8-0 حيث » و 6 في 5. لذا 2-0(2-02-0) 
إننا ندعي أن 0 لانه لو لم يكن کذلك لكان له جذر تربيعي حقيقي 8 ونحصل 
على 2-02-20 ما جعل 2 2 ۳ لما كان 0-0>0 فإنه يمكن كتابته على الصيغة ¬ حيث 
دفي . إذن ۳-<(م-ج) وعليه 1--2-00(//1)] نستنتج أنه إذا كان ه فی2 و31 فيمكن 
إيجاد عددين حقيقيين » و ۷ بحيث 1--*[0(/۷-)]. 

إذا كانت ۲ إبدالية فاختر ه في 10[ بحيث 361 واجعل //(8-0)-1 حيث نختار ه 
و ۷ ق ۴ لیکون 1--*1. إذن 2 تحوي ()1 وهو حقل ياثل حقل الأعداد المركية. لما 
كانت 12 إبدالية وجبرية على ۴ فإنها حتا جبرية على (5)1. من تمهيدية (۱-۳-۷) نستنتج 
أن (2-50. إذن إذا كانت ظ إبدالية فهي إما 5 أو (5)1. 


مواصیع محتارة ۳« 


الان نفرض أن 1 غير إبدالية . إننا ندعی أن مركز 1 يجب أن يساوي ۴. فإذا ل 
يكن كذلك فإنه يوجد ه في الرکز بحيث 467. ولكن حينئذ بوجد » و ۲ في ۴ بحيث 
1--*[2-0(/۷)] ما يجعل المركز يحوي حقلا ماثلا حقل الأعداد المركبة . ولكن استنادًا 
لتمهيدية (۱-۳-۷) إذا كان حقل الأعداد المركبة (أو حقل مماثل له) موجودا داخل مركز 
فإن (=٤‏ مما يجعل 1 إبدالية . لذا فان ۲ يساوي مركز (آ. 

ليكن 2 في 2 بحيث 341 و 2-0(/۷)-1 حيث » و ۷ عددان فی ۴ بحيث 1--1. 
لما كان 1٤4۴‏ فان 1 ليس في مركز 5. لذا فإنه يود عنصر ١‏ في (] e‏ أن معدم نتطحه. 
لنحسب +1 . 0عزطززط +صنزطز-ز(انزن) +(طنن)زعنهبعز لأن 1-عگز إذن 
ه-حم1. ومن هذا نحصل على 2( )ع - )م i‏ 
لذا فإن *یتبادل مع ذ. إن » محقق معادلة تربيعية على ۴ على النحو 0<+ع(۸+. لما كان 
٥و‏ م يتبادلان مع ¡ فان عة يتبادل مع ذ. أي أن دعن( ع2 -عذة وعليه 0-<2(61. 
ولكون 2040 نستنتج أن ۸-0. لذا بحةء. وحيث إن e)۴‏ (لأن ٥#‏ :-=ء) يمكننا 
القو ل كالسابق إن د موجب فیکون *۷-حیث ۷6۲ إذن *ہ=”. دع بدك -زفإن زيحقق 
ت گ ریش 


2 


1+1 
۷ 7ت کے 


+ سح + 

الان دع زز<. إن العناصر »,زرا التى آنشآناها تحقق خواص مثيلاتها في الرباعیات . 
لذا €۴ مهريه, »,وه |kږه‏ + زيه +نره+م) -1 تكون حلقة قسمة جزئية في 5 ممائلة 
للر باعیات اللعيية. ا نکون قد آنشأنا نموذجا ماثلا ۲ حلقة الرباعيات احقيقية 
ف «1. 

بقی علینا أن نثبت أن 1۲-۳ 

إذا كان ۲۲ مشق 1--م فدع .N)r(=)x€ D|xr= rx}‏ إن N)r(‏ حلقة فسمه 
جزئية في 2 بالاضافة إلى ذلك فان + وبالاحری جميع العناصر تره+مه حيث 
0,0۰ في ۴ تقع 5 مركز (:۸. استندا إلى تمهيدلية (۱۲-۷) فإن 
EF}‏ ريعريه |؟ به +م0) <(۷)۲. لذا إذا كان ۰۲۳ فان :,ه+م»ه-» حيث ,مه في ۴. 

لنفرض أن و 0415. عندئذ يوجد عنصر 0(/8-)<۷ حيث © و ق في ۴ يحقق 


1٤‏ مواضيع في اجحبر 


1= س. إننا ددعي أن ۷۱۷ بتادل مع کل من او س. ذلك لأن 
i(wi+iw)=iwi +i w= iwi + wi = (iw + wii‏ 
لكون 1--*] وبصورة مشابهة ۷+1۷(۷)-(۷:+۳)۷. وفقا لملاحظات الفقرة السابقة 
فان 
ag ۷‏ < 0۱1 0 < 1۱۷ + زب 
إدا كان ١٤س‏ فان العلاقة الأخيرة تجعل 0-,» (لانه حلاف ذلك یمکننا كتابة س بدلالة 
1). لذا “061 ->1+18ا. بصورة مشامة €۴ )8= .wk+kw=+ (EF gy wj +jw‏ دع 


06 Po. 
7 < - يا + يبس‎ +k 


مس انج +ij)+ (ki‏ زب ره تیک +iw+‏ موز 
بصورة مشابهة 2-0[+(2 و 2+12-0. إننا ندعي أن هذه العلاقات تجعل 2-0. 
لأن ۱ 
0=zk+kz=zij +ijz= )2۱+۱2([ +i(jz-zj)=1(jzZ-2])‏ 
لأن 12-0+:2. ولكن 10ولكوننا في حلقة قسمة نحصل على 2-2[=0ز. غير أن 2j=0+zز‏ 
إذن 27-0 ولا كان 2۶0 فإننا نستنتج أن 2-0. بالرجوع إلى تعبير 2 نحصل على 
Bo.‏ 


نس + ل ۳ 
1 نابم 


ما يجعل 6۲« وهذا منافض ل 1 نستنتج أن ۷ حقا في ۲. وحيث إن 0(/6ند) =۷ 
فان ۱-۵۷۰۰ ما يجعل '161. لقد برهنا على أن کل عنصر في 2 هو عنصر في 7. وحيث 
إن 11 نستنتج أن 2-7. ولا كانت ۲ تمائل الرباعیات الحقيقية فنحصل على أن 5 
تمائل حلقة الرباعيات الحقيقية ما ينهي برهان المبرهنة . 


اقا 
-١‏ إذا كانت حلقة القسمة 0 منتهية البعد كفضاء متجهات على الحقل ۴ الوجود في 
مركز 8. فبرهن على أن ٥‏ جبرية على ۳. 


مواضيع محتارة و 1۰ 


۲- أعط مثالا على حقل × جبرى على حقل آخر ۴ ولكنه ليس منتهى البعد على 1. 
على أن ۸ حلقة قسمة . 


(4-۷) الرباعيات التامة وميرهنة المر بعات الأربعة 

درسنا فى الفصل الثالث نوعًا خاصا من الحلقات التامة يسمى بالحلقات . 
الإقليدية . عندما طبقنا النتائج التى حصلنا عليها في تلك الحلقات على أعداد جاوس 
الصحيحة استنتجنا نتيجة فرما (۳۵۵۷ع۳) المشهورة بأن كل عدد أولى على الصيغة 
1 +40 هو حاصل جمع مر بعين . 

آما الآن فسنعتر حلقة جزئية خحاصة من حلقة الرباعیات والتی تشابه في جميع 
اوجهها الخلقة الاقليدية سوی كوبا غير إبدالية. مذا السبب سیکون من المکن البيز 
جميع مثالياتها الیسری. إن هذا التمییز للمثالیات الیسری سیقودنا بسرعه إلى برهان 
امبرهنة التقليدية للاجرانج والتي تنص على أن کل عدد صحیح موجب هو حاصل جمع 
أربعة مربعات . 

لتکن © حلقة الرباعيات الحقيقية. في © نعرف المؤثر القرين * على النحو 
التالى . 

إذا كان عايه + زيه+0,1 +0 -< في ۵ فنعرف قرين (/30[0172)! ونرمز له ب *× 
على أنه عابه-زرته-ارهمه<* ۲ 


تمهيدية (۱-4-۷) 
إن القرين في 0 يحقق ما يلي : 
x**=x_ |‏ 


(Ox+ay)*=öx*+yy* ۲‏ 
(xy)*=y*x* - ۳‏ 
لكل : و رف 0 وكل الأعداد ا حقيقية 8 و ۲. 


16 مواضيع في الجر 


البرهان 
"ادا كان عليه + زمه + 3+ مه فان عار هزرمة .مين = *× وحينئل 
a] + ak‏ 0414 + و0 ح * (۳) ح * ۷ ما يرهن الجزء (۱). 
الان دع عليه + زيه+نر»ه +مه-» و علوة+ زيم +8,1+مم 22 في © ولیکن ۵ و ۲۷ 
عددين صحيحين اختيارين . عندئذ : 
و۳۷۵ و۵0) + [(۵02۷۵) +(,۲۷۵ (öa,‏ + (و۷۵جم80) + دق 
إذن من تعریف » یکون 
۵0۷۵(۷) - زرو8؟ + يىق) - (êx +öy)*=(êa+YÊo) - (êa, +YBıJi‏ 
+y(Bo-P,i-Pj-Bak)‏ (عوه مه نرصممه)۵< 
* ۷+ *يرق - 
وهذا بالطبع يبرهن الجزء (۲) . 
في ضوء ما آثبتناه في الجزء (۲) فانه یکفی لبرهان الجزء (۳) أن نثبته لأساس ل 
0 على الاعداد الحقيقية: وسنفعل هذا للاساس طرن,1. الآن دز لذا 
=k*=-k=ji=(j)(-i)=j *i"‏ *(زز) 
بصورة مشامة *1*ط- *(11) و *ز*۸=*(عز. أيضا *(*:)=1-=*(1-)=*() وكذلك 
بالنسبة ل ز,». لما كان احزء (۳) صحيحا بالنسبة لعناصر الأساس أعلاه ولكون اء 
(؟) صحيحا فان الجزء (۳) يكون صحیحا لجميع التركيبات الخطية من عناصر 
الأساس بمعاملات من الأعداد الحقيقية وعليه يصبح الجزء (۳) صحیحا لاي 
عنصرين اختياريين ×و لا في ©. 
تعر يف 
إذا كان × ی © فنعرف معيار (:7077): ونرمز له ب N)×(‏ على النحو *::-()11. 


لاحظ أنه إذا كان : 
aa] + 0‏ +0۱1 0 < با 


فان 


مواصیم متارة ۱ /بذ.ءه” 


( وه زره N(x)=xx*=(ay+ta,i+ a) + o,k)(ay-a‏ 
تن + ره +2 ره + هن - 
إذن N)0(=0‏ و N)×(‏ هو عدد حقیقی موجب لكل 0× في 0. على وجه الخصوص› 
لكل عدد حقيقي 0 يكون امسو إذا كان ۶0× فلاحظ أن )1/N)»((×*‏ =" ×. 


تمهيدية (۷--۲) 
لكل « و نرفي © « N(y)=N(%)N(y)‏ 


الرهان 
من تعريف المعيار فان *(×)(«×)=(ر×)". من الحزء (۳) من تمهيدية (۰)۱-4-۷ 
۴ *(/إ<) وعلیه **رر×=(ر×)N.‏ ولكن (۸)y=*رر‏ وهو عدد حقيقي مما يجعله في 
مركز ۵. على وجه اخصوص هذا العدد یتبادل مع **. نستنتج أن 
N(xy)=x(yy*)x*=(xx*)(yy*)=N(X)N(y)‏ 
كاستنتاج مباشر من تمهيدية )۲-٤-۷(‏ نحصل على ما یل . 


تمهيدية (/ا-4-"7) متطابقة لا جرانج Lagrange identity‏ 
إذا كانت يه,يه, ره,مه و ر,يق, ,86,م6 أعداذا حقيقية فان 
"(واوه-جلاوه-رکاره مها ;8+ (a +a, +a, +a) )8,2+ 8, +B,‏ 
af)‏ +متایه + ارت Haz‏ ( 6 ره وليه + وزارت + (ay,‏ + 
af, + asf)‏ - یلار + و66م0) + 


البرهان 
بالضع توححد برهان واصح هله النتيجة وهو آن نفتح الأقواس ونقارن الحدود. 


ولكن ثمة طريقة أبسط من ذلك من ناحية أنها تنشىء المتطابقة وفي الوقت نفسه 
نبرهنها وذلك بملاحظة أن الجهة اليسرى هي (2)8(20097 بين الجهة الیمنی هي 


۰۸ مواضيع في الجر 


((۱۷6 حيث عليه + زمه + أيه +مه و كاوق + زيق+8,1+و8-لز. من تمهيدية (۲-4-۷) 
()20-(21)(20)9 مما يبرهن متطابقة لاجرانج . 


إن متطابقة لاجرانج تنص على أن حاصل ضرب مجموع أربعة مربعات مع 
مجموع أربعة مربعات هو بطريقة محددة مجموع أربعة مربعات . هناك نتيجة غريبة ل 
أدلف هرفتز (11130162 40014 ) تنص على أنه إذا كان حاصل ضرب مجموع 2 من 
المربعات بمجموع « من المرنعات هو أيضا جرح 2 من الربعات بحيث أن حدود 
المجموع الأخيرة حسبت بطريقة خطية ثنائية من حدود المجموعين الآخرين فإن ه 
تساوي ۰1 ۰2 4 أو 8. في الحقيقة توجد متطابقة خحاصل ضرب مجموعى ثانية مربعات 
ولکننا لن نکتبها هنا لأا مطولة وشائكة . 


والاان فقد حان الوقت الناسب لتقدیم حلقة هرفتز للرباعیات التامة . 
دع +++ لیا ودع 


( أعداد صحیحه ,17,۲۳ ,م1 كلوط + زرط +1 H= {m+‏ 


تمهيدية )٤-٤-۷(‏ 
ان 21 حلقه جزئية من ). ادا كان × في ۲ فان * في 11 و N)۸(‏ عدد صحيح 
موجب لكل عنصر #0 في 11. 


نترك برهان تمهيدية (/ا-5-5) للقارىء إذ أننا لا نعتقد أنه يشكل صعوبة عليه . 
فد تبدو الحلقة 11 لأول وهلة آنها مبتدعة . فلاذا نستخدم الرباعى ٤‏ ؟ لماذا لا 
تعتير الحلقة الأكثر الفة 0 حيث 
( أعداد صحيحة :لكر وتان كروت | عامط + زوطة+ ل وم = و0 ؟ 
إن الجواب على ذلك أن م0 ليست كبيرة بالحد الكافي على النقيض من 11 وذلك لفرض 
أن تكون التمهيدية التالية صحيحة. ولکننا نحتاج إلى أن تكون التمهيدية التالية 
صحيحة في الحلقة التي تتعامل معها لأنها تجعلنا نميز مثالياتها الیسری . وهذا قد يوضح 
السبب الذي جعلنا (أو بالأحرى هرفتز) نختار العمل في الحلقة 11 بدلا من ,©. 


مواصیم محتارة 4 5 ٦‏ 


تمهيدية (۵-4-۷) خو ار رم القسمة الأْیسر (Left-division algorhithm)‏ 


لیکن 2 و طا عنصرين في 11 حيث #0. فإنه يوجد عنصران » و ۵ في 11 بحيث 
+2209 و .N(d)<N(b)‏ 


البرهان 

قبل برهان التمهيدية لننظر إلى ما مخبرنا عنه . إذا رجعنا إلى بند الفصل الثالث 
التعلق باحلقات الاقليدية یمکننا أن نستنتج أن تمهيدية (۵-4-۷) تؤكد وجود جميع 
خواص ا-حلقات الاقليدية في 14 ما عدا الابدالية. إن حقيقة کون 1 غير إبدالية لا 
سبيل المثال 2-00+4 ولكن لا يحق لنا الفرض أن 03+ع38-5 لأنه قد لا يتبادل مع ع. 
لكن هذا سوف لا يؤثر على أية مناقشة أدناه . 


لغرض برهان التمهيدية فإننا نثبت آولا حالة خاصة جذّا وهی التى فیها ه عنصر 
اختياري في 11 ولکن « عدد صحیح موجب 5. لنفرض أن )را + زرا +را+یاماده 
حيث بدا ا أعداذ صح ية و فا حيث لا غدد ہے وح . د 
Gg . 0,2,3‏ وچ 02 
+ زر( + ة ×+ ×= حيث ولاروةن × أعداد صحيحة تعین آدناه . إننا نريد اختيار 
هذه الأعداد بحيث يكون ۳۶ ()۱۱)۵-۳(>(۷. ولكن 
1+i+j+k‏ 
2 


و ۲-۱۱-16( کم( + aen=( (EIS) +t, +t]‏ 
1 قري ك1 هو 1 E‏ 
[((2]7-11)<44+2 +ما + (( ( 2۷ -n(xtg‏ 2ن (0-ا)س و 


1و2 + »)0ر2 وا 


إذا آمکننا اختيار الأعداد الصحيحة ,5,۷,5 بحيث يكون 


> |(2 +ما) ما2 +وا| [ty +2t,-n(xty+2x,)| sn,‏ مک( 2 +م)0- 21 جوا مک مسا 


فینتج عن ذلك آن 


1٠‏ مواضيع في ابر 


55 سيد سي اه بيتك N(a-cn)‏ 


1 


1 1 د‎ =N(a) 


1 
كي 6 ا 
5 شد قاجا 


وهي النتيجة الطلوبة . ولكننا الآن ندعی أنه يمكن دائا عمل ذلك : 


(۱) يوجدل عدد وجح ما بحیت +٣۲‏ ×= ا حيث مذ>كمة سن الا الله 


سنا و 


× يكون مجك | > ما 
(۲) یوجد عدد صحیح ۷ بحیث ۸+۲ =k‏ 21+ را و «>0>۲. إذا كان را عددا تسیا 
فاجعل م21 ,×2. حینگذ ۲+ 1(را+ ×2) = 2+ را 
و ه>:- إهزم:+,2)-,:0+2:| . من ناحية أخرى إذا كان ,ا فردیا فاجعل 
1+ ا-k= .2x,‏ لذا 
مح جم( + t+2t=(2x, +ty-1)n+r=(2x,‏ 
وعليه 
+t,)n|= jr-n|sn‏ ۳-25 21+ ما 
لأن ه«>:>0. اذن یمکننا اجاد عدد صحیح × محقق 
+t,)n|sn‏ ,2 21 +ما| 
(۳) كما في اخزء الثاني یمکننا إيجاد عددین صحیحین ر×و × يحققان 
sn‏ |ه(ما + [ty +2t,—2x,‏ و t4 + 2tj4{2x,+t,)nj sn‏ 


عل الترقيب. 


في الحالة الخاصة التي فيها ۾ عنصر اختياري في 11 و ا عدد صحيح موجب قد 
ستا آنا التمقيلية یه . 


الآن نتحول إلى الحالة العامة التى فیها هو طا عنصران اختیاریان في 11 و 070 
باستخدام تمهيدية )٤-٤-۷(‏ فان *۱-00 هو عدد صحيح موجب . لذا يوجد عنصران 
» و 04 H ٤‏ بحيث ab*=cn +d,‏ حي (21)0,(>11)5. N(ab*—cn)<N(n) |i‏ ولكن 


مواضیم حتارة 111 


"= حینگذ نحصل على (600*(>۷6-*۱۲)20 فیکون )*bۆظ(N((ab)b*)<N()=N.‏ 
من عهیدیه (۲-4-۷) یصبح (*)۷)۳*(>()0(۱۷((+-۱۱)۵ 

ولکون ۱۷)0*(<0 نحصل على (۱)2-00(>()0. بجعل 122-60 یکون لدینا 60+4-ه 
بحیت (۱)0(>۱۷)0. إن هذا یکمل برهان التمهيدية . 


كما في الحالة الابدالية یمکننا أن نستنتج ما یل من تمهيدية (0-4-۷). 


تمهيدية (۲-4-۷) 
لیکن ا مثالیا أيسر في 11. عندئذ يوجد عنصر نا في ,1 بحيث أن كل عنصر ف | 
هو مضاعف أيسر ل نا. بعبارة أخرى» يوجد عنصر نا ٍ ا بحيث لكل × في ا يكون 


۲<۷ حيث ۲ فى .H‏ 


الرهان 

إذا كان (1=)0 فلا يوجد شيء نبرهنه» كل ما يجب أن نفعله هو أن نفرض أن 
0= لذا فیمکنناالفرض أن .1 جنوي عناصر لا تساوي الصفر. إن معيار العنصر غير 
الصفري هو عدد صحیح موجب (تمهيدية 4-4-۷) لذا یوجد عنصر 0ن في .1 بحيث 
يكون معياره أصغر ما يمكن بالنسبة إلى معايير العناصر غير الصفرية في 1. إذا كان × 
في سآ فوفقا لتمهيدية (۰)9-4-۷ 4+نء-» حيث (۷)۵(>(۷)۷. ولکن ل فى ا لان كل 
من × و نا ومن ثم ده في .1 الذي هو مثالي أيسر. لذا 0-(2)4 مما يجعل 0-0. من هذا 
نستنتج أن 26 


قبل أن نتمکن من برهان مبرهنة الربعات الأربعة والتى هي غاية هذا البند يبقى 


تمهيدية (/ا-4-/1) 
إذا كان ه فی ۲ فان "دق 1 إذا وفقط إذا كان 1-(1/)2. 


11۳ مواضيع في احبر 


الرهان 

إذا كان كل من و ة في 11 فانه استنادا إلى تمهيدية (4-4-۷) يكون کل من 
N)3(‏ و N)7(‏ عددا صحیحا موجبًا. ولكن 271-1 لذا باستع‌ال تمهيدية ( ۲-٤-۷‏ )» 
'(=N)a2 (= N (1) =1‏ ۲)2((۷)2. إن هذا مجعل 1-(11)3. 


من ناحية أخرى إذا كان ه فى 11 و 1-(۱۷)2 فإن 1-(۷)2(-*22 وعليه يكون 
*- 3. ولكن من تمهيدية (4-4-۷) يكون *2 في 14 لأن 2 في 11 وعليه يصبح 21-۴ 
فى 11 أيضا . 


إننا بذلك نكون قد حددنا ملامح كافية من بنية 11 لاستعاها في دراسة بعض 
خواص الأعداد الصحيحة . الآن نبرهن البرهنة التقليدية المشهورة للاجرانج . 


مبرهنة (۱-4-۷) 
یمکن کتابة کل عدد صحیح موجب کمجموع أربعة مربعات . 


البرهان 

إذا كان « عددا صحیحا موجبا فإننا ندعی في المرهنة أن ر×+”ر×+ ةردم 
حيث ,0,5,۷ أعداد صحيحة . لا كان کل له صحیح يتحلل إلى حاصل ضرب 
أعداد أولية ء فإذا كان كل عدد أولي هو حاصل جع لأربعة مربعات فعلی ضوء متطابقة 
لاجرانج (تمهيدية )-4-١/‏ يصبح كل عدد صحيح موجب هو مجموع أربعة مربعات . 
بهذا نکون قد اختصرنا المسألة إلى اعتبار الأعداد الأولية 2 فقط . وبالطبع فان العدد 
الأولي 2 يمكن كتابته على النحو 12+12+02+02 

دون المساس بعمومية البرهان يمكننا الفرض أن 7 عدد أولى فردي » والذي عادة 
یرمز له بالرمز م. 

لنعتير الرباعيات ,۷ على .2 مجموعة الأعداد الصحيحة قياس م. 

م2 6 ج09 ,مه ره روه أعاياه + زیت +03 + رمه) عم ۷ 


مواضيع مختارة ۳ 


إن ,۷ حلقة منتهية وبالاضافة إلى ذلك أنها غير إبدالية لأن نزغجاز--زا حيث 
2م. لذا من ميرهنة فدربرن لا يمكن ل ,۷ أن تكون حلقة قسمة. واستنادا لمسألة ١‏ 
في نهاية بند (۵-۳) يجب أن نحوي مثاليا أيسر لا يساوي كلا من (0) و,۷: 


ولكن حیشد لا يمكن للمثال نائي الجانب ۷ في 81 والمعرف ب 
(و,و۳, ,ولا يقسم كلا من + زد ودع دب ا ةا اسن 
أعظميا في 11 لأن 11/۷ يواثئل ,۷۷. (برهن على ذلك) (لو كان ۷ مثاليا أيسر أعظميا في ۲۷ 
فحينئذ 11/۷ ومن ثم ,۱۷ لا يمكن أن تحوي مثاليات يسرى عدا (0) و ۳1/۷). 


لذا يوجد مثالى أيسر ا في 11 يحقق : 1.11 » 1۶۷ و 12۷. وفقا لتمهيدية 
(/5-4-1) يوجد عنصر دا فی 1 بحيث أن كل عنصر فى 1 هو مضاعف أيسر ل ن. لما كان 
۷ فان 1٤م‏ وعليه نهم لعنصر ء في 11. وحيث إن 6۷ لا يمكن أن يوجد معكوس 
ل ء فى 11 لأنه حينئذ م7“ء-د سيكون فى ۷. لذا 1<(ء)N‏ استنادا لتمهيدية (۷-4-۷). 
لا كان ]17 فلا يوجد معكوس ل ن في 51 نما جعل 2/)01(<1. ولكون و فان 

p”=N(p)=N(cu)=N(c)N(u) 

ولكن (ء)× و (۱6 عددان صحيحان لأن كلا من ء و u‏ فی 11 . كا أن كلا منہا أكبر 
من ۱ وکل منها يقسم 2م. حینثذ لابد وأن يكون م=(ں)N×=(ء)۸.‏ 


لا كان 611ن » عمط + زرط + + امم دن حيث ,۳,۳,۳ آعداد صحيحة 
لذا 
و2 + jر2m‏ + (my + myi + mj + mk) + 2m,‏ > علو م21 + jر2m +2m,1+‏ 20*2 
=my+ (2m, +m,)i + (2m, + m,)j + (2m, + m,)k‏ 
إذن .N(2u)=m,” + (2m, +m,)”+ (2m,+m,)”+ (2m,+m,)”‏ ولكن N(2u)=N(2)N(u)=4p‏ 
لأن N)2(=4‏ ,م -(ن)21. لقد بينا أن“(مس+بم2) + رص +رص2) + (مم + .4p= m+ (2m,‏ 
إننا على وشك أن ننتهي من الرهان . 


كى ننهى البرهان نقدم إحدى الحيل القديمة ل أويلر: إذا كان 
+ ×+ + 23-2 حيث وا,راد, ,رما أعداد صحيحة فإن تور + + ور + وه 


+11 مواضيع في ابر 


لأعداد صحيحة دلا. لا لإ.ملا. كي نرى هذا لاحظ أنه لكون 23 عددًا زوجيًا فان الأعداد 
,013 إما تكون كلها زوجية أو كلها فردية أو اثنان منبیا فرديين وائنان زوجيين. في 
جميع الأحوال یمکننا إعادة ترقيم ال ,«,0>1>3 وتجميعها في أزواج بحيث ظ 


2 3 ۱ 2 ر 2 1 , 2 ۷0 


كلها آعداد صحيحة . ولکن 


ا ج ور 2 








x‏ دا س 


Yo TY 2+ “لت )+( 1 ك “ولا + ول‎ + ) J 


1511 

نوم 1 

- (2a)=a 
20 لا كان 0 يساوي جموع أربعة مر بعات  وفقا للملا حظة أعلاه یکون‎ 
كذلك. ولكون م2 يساوي مجموع أربعة مربعات فإن م يكون كذلك أيضا. لذا‎ 


إن هذه الميرهنة تعتر نقطة البداية لحال بحت واسع ٤‏ نظرية الأعداد 
والذی يسمى مسألة وورینج (۷۵:08). إن هذه المسألة تسال عما إذا كان عدد صحيح 
يساوي جموع متفعون من الأعداد مرفوعة للقوة .k‏ على سبيل المثال يمكن برهان أن 
كل عدد صحيح هو حاصل جمع تسعة مكعبات ومجموع تسعة عشر عدد مرفوع للقوة 
الرابعة. . .الخ . لقق, اتك الریاضی العظيم هلبرت (:11106]) أن لمسألة وورينج 
جواب إيجابي . 


مسائل 
-١‏ برهن تمهيدية .)٤-٤-۷(‏ 
۲ - أوجد جميع العناصر "» في ,0 بحيث أن 01 في ,0 أيضا . 


مواضيع حتارة ۵ ۱ 


۲۳ برهن على أنه يوجد بالضبط 4 عنصرا ۾ في 17 بحیث أن "ی 11 آیضا. حدد 
جميع هذه العناصر . 

5 أعط مثالا لعنصرين هو« في ,0 0 بحيث أنه من المستحيل إيجاد عنصرين 
»و ٩‏ في ,0 يحققان ل +طء=ه حيث (70)0(>21)6. 

وى الت آنه ادا كان 2 في 11 فيوجد عددان صحيحان » و 8 بحيث 8-0 +32+3. 

ا آثبت أنه يوجد عدد صحیح موجب لا یمکن کتابته کحاصل جع ثلاثة نه مر بعات , 

حك ین أنه يوجد عدد غير منته من الأعداد الصحيحة الموجبة الى لا يمكن كتابتها 
كحاصل جمع ثلاثة مربعات . 
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الدكتور/ فوزي بن أحمد الصالح الذكير 

أستاذ مشارك في قسم الرياضيات بكلية 
العلوم . جامعة الملك سعود. حصل على 
درجة الدکتوراه في علم الریاضیات من 
جامعة کالیف ورنیا في لوس أنجلوس 
بالولايات التحدة الأمريكية عام ١١٤٠ه‏ 
(١۱۹۸م).‏ عمل في عدة لجان في القسم 
ول كلية العلوم زا جنس كلية العلوم)» 
ثم أصبح رئيسا لقسم الرياضيات في الفترة 
من ۱۲٤۱ھ‏ إلى 1414ه (۱۹۹۲م - 
4,). ویسند إليه حالياً منصب رئيس 
الجمعية السعودية للعلوم الرياضية . 

قام بنشر عدة أبحاث في نظرية الزس 
المجموعات المرتبة جزئياء نظرية المجموعات 
المشوشة بالإضافة إلى تطبيقات الرياضيات 
في مجال الاتصالات . شارك في تأليف كتاب 
في نظرية الاعداد. كا أنه شارك في تأليف 
كتب دراسية في علم الرياضيات لتدريسها 
في المرحلة الثانوية » بالاضافة إلى المشاركة في 
ترجمة بعض الراجع العلمية في علم 
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يعمل حالياً أستاذاً مشاركاً في قسم 
الرياضيات بكلية العلوم » جامعة اللك 
سعود. حصل على درجة الدكتوراه في 
علم الرياضيات من جامعة برمنجهام 
في بریطانیا عام بیان 
عمل لي عدة لجان في القسم و 
رئيسا للقسم قي في الفترة من ۳ بهم 
۵ ۰ ۱«. 

قام بنشر عدة أبحاث في اس 
وأسهم في تاليف عدة کتب دراسية نی 
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الوسطة. كا شارك في ترحمة بعض 
المراجع العلمية في علم الریاضیات . 
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